Kapitola 3

Statnice - Odhady sloZitosti

3.1 Dolni odhady slozitosti problémii

Definice (SloZitost problému)

Slozitost problému je slozitost asymptoticky nejlepsiho mozného algoritmu, ktery fesi dany problém (ne nejlepsiho
znamého).

Kazdy konkrétni algoritmus dava horni odhad sloZitosti. Dolni odhady (aZ na trivialni — velikost vstupu, vystupu)
jsou slozitéjsi.

Vé&ta (Dolni odhad sloZitosti medianu)

Pro vybér k-tého z n prvka je tfeba alespoii n — 1 porovnéni, tj. problém je Q(n).

Dikaz

Intuitivné potiebuju median, i kdyby mi spadnul z nebe, porovnat se viemi ostatnimi prvky, abych viibec zjistil, jestli
to je medién ...

Vé&ta (Dolni odhad slozitosti t¥idéni)

Pro kazdy tfidici algoritmus, zaloZeny na porovnavani prvki, existuje vstupni posloupnost, pro kterou provede Q(nlogn)
porovnani.

Dikaz

Nakreslim si rozhodovaci strom jako model algoritmu — vSechny vnitini uzly odpovidaji néjakému porovnéni, které
algoritmus provedl, jejich synové jsou operace, které nasledovaly po raznych vysledcich toho porovnani (BUNO jsou-li
prvky rizné, bude strom binarni). Listy odpovidaji setfidénym posloupnostem. Aby byl algoritmus korektni, musi mit
strom listy se v8emi n! moznymi poradimi prvkua.

Pro plytvajici algoritmus mohou existovat listy, neodpovidajici Zddné permutaci, tj. porovnava stejnou dvojici
prvka dvakrat (a jedna z moZnosti uz nemuZe nastat). Pro rovnomérné rozdéleni je ofekdvany Cas priamérnd délka
cesty od kofene k listiim, nejhorsi ¢as je vyska stromu.

Oznacim vysku jako h, pak pocet listi je < 2" a tedy n! < 2", tj. h > logn!, pro dolni odhad Q(nlogn) staci
odhad faktoridlu n! < n%, p¥fpadné mizu pouzit Stirlingiv vzorec n! ~ v2rn(2)" a dostdvam ©(nlogn).

3.2 Amortizovana slozitost

Definice (Amortizovana sloZitost)

Typicky se pouZiva pro pocitani ¢asové slozitosti operaci nad datovymi strukturami, po¢itd prumérny ¢as na 1 operaci
pii provedeni posloupnosti operaci. Dava realisti¢téjsi odhad slozitosti posloupnosti vSech operaci, nez méteni v§ech
nejhorsim piipadem.

Zname 3 metody amortizované analyzy:

e [agregacni
e [iCetni

e potencialova


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Algoritmus_(Agrega�n�_metoda)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Algoritmus_(ڣetn�_metoda)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Algoritmus_(Potenci�lov�_metoda)
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Problémy:

e Inkrementace binarniho ¢itace — do binarniho ¢itace délky k& postupné piicteme n-krat jednicku. Pocet bitovych
operaci na 1 pfi¢teni je v nejhorsim p¥ipadé O(logn), ale amortizované dojdeme k O(1).

e Vkliadani do dynamického pole — za¢nu s prazdnym polem délky 1 a postupné vkladam n prvka. Pokud je
stavajici pole plné, alokujeme dvojnésobné a kopirujeme prvky. Pocet kopirovini prvki na jedno vlozeni je az
O(n), ale amortizované opét O(1).

Algoritmus (Agrega¢ni metoda)

Spocitame nejhorsi ¢as pro celou posloupnost n operaci — T'(n), amortizovany ¢as na 1 operaci je pak @

e Binarni séitani: v pribéhu n piicteni se i-ty bit preklopi | g;|-krét, takze celkovd cena pieklopeni je < n -
>co Qi = 2n, tj. amortizované na jedno pfi¢teni 27” =0(1)

ipokud Ik :i—1=2F

8 . Celkem dostéavam T'(n) = > 1 ¢; =
1 jinak

e Vkladani: cena i-tého vlozeni do pole je ¢; = {

n -+ Z]Ui% "} 93 < n 4 2n = 3n, takze na jedno vlozeni vyjde 3 — Q(1).

Algoritmus (U&etni metoda)

Od kazdé operace vyberu ur¢. pevny “obnos”, kterym onu operaci “zaplatim”. Pokud néco zbyde, dam to na ucet, pokud
bude oprace naopak drazsi nez onen obnos, z t¢tu vybiram. Zistatek na iétu musi byt stale nezdporny — pokud uspéji,
obnos je amortizovana cena 1 operace.

e Binarni séitani: Pii kazdém pficteni je pravé jeden bit pieklopen z 0 na 1. Proto kazdému bitu zavedeme ucet
a za pricteni budeme vybirat 2 jednotky. Jedna je pouzita na pieklopeni daného bitu z 0 na 1 a druh& ulozena
na pravé jeho ucet; pieklapéni z 1 na 0 jsou hrazeny z uétu (protoze kazdy bit, ktery mé nastavenu 1 ma na Gc¢tu
pravé 1 jednotku, projde to). Amortizovana cena tedy vyjde 2 = ©(1).

e Vkladani: Od kazdého vlozeni vyberu 3 jednotky — na vlastni vlozeni, na piekopirovani pravé vlozeného prvku
pii pifstim vloZeni a na piisti pfekopirovani odpovidajiciho prvku v levé poloving pole (na pozici n — 3), ktery
obnos ze svého vlozeni vycerpal. Po expanzi je celkem na vSech tétech 0, jindy vic, tj. amortizovan cena operace

je 3=0(1).

Algoritmus (Potencialova metoda)

Je to podobné bankovni, roli i¢tu hraje néjaka funkce w, kterd popisuje vhodnost jednotlivych konfiguraci Dy, D1, . . ..
Potiebuji potom, aby w(D;) > 0 Vi. Amortizovana sloZitost i -té operace o je potom:

am(oi) = T(Oz) + ’LU(DH_l) — w(Dl)

o)

Slozitost nejhorsiho pfipadu celé posloupnosti operaci muze byt mnohem “rychlejsi” nez posloupnost nejhorsich

piipadu jednotlivych operaci:
n

ZT(oi) < Zam(oi) + w(Dy)

=1



