
Kapitola 3

Státnice - Odhady sloºitosti

3.1 Dolní odhady sloºitosti problém·

De�nice (Sloºitost problému)

Sloºitost problému je sloºitost asymptoticky nejlep²ího moºného algoritmu, který °e²í daný problém (ne nejlep²ího
známého).

Kaºdý konkrétní algoritmus dává horní odhad sloºitosti. Dolní odhady (aº na triviální � velikost vstupu, výstupu)
jsou sloºit¥j²í.

V¥ta (Dolní odhad sloºitosti mediánu)

Pro výb¥r k-tého z n prvk· je t°eba alespo¬ n− 1 porovnání, tj. problém je Ω(n).

D·kaz

Intuitivn¥ pot°ebuju medián, i kdyby mi spadnul z nebe, porovnat se v²emi ostatními prvky, abych v·bec zjistil, jestli
to je medián ...

V¥ta (Dolní odhad sloºitosti t°íd¥ní)

Pro kaºdý t°ídící algoritmus, zaloºený na porovnávání prvk·, existuje vstupní posloupnost, pro kterou provede Ω(n log n)
porovnání.

D·kaz

Nakreslím si rozhodovací strom jako model algoritmu � v²echny vnit°ní uzly odpovídají n¥jakému porovnání, které
algoritmus provedl, jejich synové jsou operace, které nasledovaly po r·zných výsledcích toho porovnání (BÚNO jsou-li
prvky r·zné, bude strom binární). Listy odpovídají set°íd¥ným posloupnostem. Aby byl algoritmus korektní, musí mít
strom listy se v²emi n! moºnými po°adími prvk·.

Pro plýtvající algoritmus mohou existovat listy, neodpovídající ºádné permutaci, tj. porovnává stejnou dvojici
prvk· dvakrát (a jedna z moºností uº nem·ºe nastat). Pro rovnom¥rné rozd¥lení je o£ekávaný £as pr·m¥rná délka
cesty od ko°ene k list·m, nejhor²í £as je vý²ka stromu.

Ozna£ím vý²ku jako h, pak po£et list· je ≤ 2h a tedy n! ≤ 2h, tj. h ≥ log n!, pro dolní odhad Ω(n log n) sta£í
odhad faktoriálu n! < n

n
2 , p°ípadn¥ m·ºu pouºít Stirling·v vzorec n! ≈

√
2πn(n

e )n a dostávám Θ(n log n).

3.2 Amortizovaná sloºitost

De�nice (Amortizovaná sloºitost)

Typicky se pouºívá pro po£ítání £asové sloºitosti operací nad datovými strukturami, po£ítá pr·m¥rný £as na 1 operaci
p°i provedení posloupnosti operací. Dává realisti£t¥j²í odhad sloºitosti posloupnosti v²ech operací, neº m¥°ení v²ech
nejhor²ím p°ípadem.

Známe 3 metody amortizované analýzy:

• agrega£ní

• ú£etní

• potenciálová

1

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Algoritmus_(Agrega�n�_metoda)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Algoritmus_(ڣetn�_metoda)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Algoritmus_(Potenci�lov�_metoda)
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Problémy:

• Inkrementace binárního £íta£e � do binárního £íta£e délky k postupn¥ p°i£teme n-krát jedni£ku. Po£et bitových
operací na 1 p°i£tení je v nejhor²ím p°ípad¥ O(log n), ale amortizovan¥ dojdeme k O(1).

• Vkládání do dynamického pole � za£nu s prázdným polem délky 1 a postupn¥ vkládám n prvk·. Pokud je
stávající pole plné, alokujeme dvojnásobné a kopírujeme prvky. Po£et kopírování prvk· na jedno vloºení je aº
O(n), ale amortizovan¥ op¥t O(1).

Algoritmus (Agrega£ní metoda)

Spo£ítáme nejhor²í £as pro celou posloupnost n operací � T (n), amortizovaný £as na 1 operaci je pak T (n)
n .

• Binární s£ítání: v pr·b¥hu n p°i£tení se i-tý bit p°eklopí b n2i c-krát, takºe celková cena p°eklopení je ≤ n ·∑∞
i=0

1
2i = 2n, tj. amortizovan¥ na jedno p°i£tení 2n

n = Θ(1)

• Vkládání: cena i-tého vloºení do pole je ci =

{
i pokud ∃k : i− 1 = 2k

1 jinak
. Celkem dostávám T (n) =

∑n
i=1 ci =

n+
∑blognc

j=0 2j ≤ n+ 2n = 3n, takºe na jedno vloºení vyjde 3n
n = Θ(1).

Algoritmus (Ú£etní metoda)

Od kaºdé operace vyberu ur£. pevný �obnos�, kterým onu operaci �zaplatím�. Pokud n¥co zbyde, dám to na ú£et, pokud
bude oprace naopak draº²í neº onen obnos, z ú£tu vybírám. Z·statek na ú£tu musí být stále nezáporný � pokud usp¥ji,
obnos je amortizovaná cena 1 operace.

• Binární s£ítání: P°i kaºdém p°i£tení je práv¥ jeden bit p°eklopen z 0 na 1. Proto kaºdému bitu zavedeme ú£et
a za p°i£tení budeme vybírat 2 jednotky. Jedna je pouºita na p°eklopení daného bitu z 0 na 1 a druhá uloºena
na práv¥ jeho ú£et; p°ekláp¥ní z 1 na 0 jsou hrazeny z ú£t· (protoºe kaºdý bit, který má nastavenu 1 má na ú£tu
práv¥ 1 jednotku, projde to). Amortizovaná cena tedy vyjde 2 = Θ(1).

• Vkládání: Od kaºdého vloºení vyberu 3 jednotky � na vlastní vloºení, na p°ekopírování práv¥ vloºeného prvku
p°i p°í²tím vloºení a na p°í²tí p°ekopírování odpovídajícího prvku v levé polovin¥ pole (na pozici n − s

2 ), který
obnos ze svého vloºení vy£erpal. Po expanzi je celkem na v²ech ú£tech 0, jindy víc, tj. amortizovaná cena operace
je 3 = Θ(1).

Algoritmus (Potenciálová metoda)

Je to podobné bankovní, roli ú£tu hraje n¥jaká funkce w, která popisuje vhodnost jednotlivých kon�gurací D0, D1, . . ..
Pot°ebuji potom, aby w(Di) ≥ 0 ∀i. Amortizovaná sloºitost i -té operace o je potom:

am(oi) = T (oi) + w(Di+1)− w(Di)

Sloºitost nejhor²ího p°ípadu celé posloupnosti operací m·ºe být mnohem �rychlej²í� neº posloupnost nejhor²ích
p°ípad· jednotlivých operací:

n∑
i=1

T (oi) ≤
n∑

i=1

am(oi) + w(D0)


