Kapitola 4

Statnice - NP-aplnost

4.1 Trtidy P a NP, polynomialni pfevody, NP-tplnost
Definice (Uloha)
e Uloha je situace, kdy pro dany vstup (instanci tlohy) chceme ziskat vystup se zadanymi vlastnostmi.

e Optimaliza&ni aloha je uloha, kde cilem je ziskat optimalni (zpravidla nejvétsi nebo nejmensi) vystup s danymi
vlastnostmi.

e Rozhodovaci problém je uloha, jejim7 vystupem je ANO/NE.

Definice (K6dovani vstupi)

Kazda instance problému @ je kédovana jako posloupnost 0 a 1, tj. instance je slovo v abecedé {0, 1}*. Kody vsech
instanci problému @ tvofi jazyk L(Q) nad abecedou {0, 1}*, ktery se déli na

e L(Q)y — kody instanci s odpovédi ANO (jazyk kladnych instanci)

e L(Q)n — kody instanci s odpovédi NE (jazyk zapornych instanci)

Rozhodovaci problém pak je rozhodnuti, zda = € L(Q)y nebo z € L(Q)n (kde x je kod néjaké instance @), kdyz
piedpokladame, Ze rozhodnuti x € L(Q) lze udélat v polynomialnim ¢ase vzhledem k |x|.
Definice (Deterministicky Turingiiv stroj)
DTS obsahuje Fidici jednotku, ¢teci a zapisovou hlavu a (nekone¢nou) pasku. Program sestava z:

1. Kone¢né mnoziny I' paskovych symboli, ¥ C I' vstupnich symboli a * € I' prdzdného symbolu

2. Konefné mnoziny @ stavu fidici jednotky, ktera obsahuje startovni stav gg a 2 terminalni stavy gy, gy

3. Prechodové funkce 6 : (Q\{qy,qn}) X T = Q@ X T' x {+, 0, —}

DTS s programem M piijima = € ¥*, pravé kdyz pro vstup z se M zastavi ve stavu qy. Jazyk rozpoznévany
programem M je L(M) = {z € ¥*|M prijima z}.

DTS s programem M Tesi problém @, pravé kdyz vypocet M skonéi pro kazdy vstup « € £* a plati L(M) = L(Q)y .

Necht M je program pro DTS, ktery skonéi pro Va € ¥*. Casova slozitost programu M je dana funkci Ths(n) =
max{m|3z € ¥*,|z| = n, vypocet na DTS s programem M a vstupem z skon¢i po m krocich stroje}. Pokud existuje
polynom p tak, ze Ths(n) < p(n)Vn, pak M je polynomidlni DTS program.

Definice (T¥ida P)

Problém @ je ve tiidé P, pravé kdyz existuje polynomialni DTS program M, ktery fesi Q).

Definice (Nedeterministicky Turingiv stroj)

Stejny jako DTS, ale misto pfechodové funkce § je zde zobrazeni §, které kazdé dvojici z ) x I' pfifazuje mnozinu
moznych pokracovani vypoctu, tj. trojic z Q@ x I' X {+, e, —}.

NTS s programem M pfijimd x € X*, pravé kdyZ existuje pfijimajici vypocet programu M (tj. béh M, kdy na
vstupu je x a konéi se ve stavu gy ). Jazyk rozpoznavany programem M je L(M) = {z € ¥*|M prijima x}.

Cas, ve kterém M piijima = € ©* definujeme jako pocet kroki nejkratstho piijimajiciho vypoctu nad daty z.

Casova slozitost programu je dana funkci:
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Tar(n) 1 neexistuje = delky n, ktere je prijimano
n)=
M max{m|3z € ¥*, |z| = n, M prijima x v case m}

Pokud existuje polynom p takovy, ze Ths(n) < p(n), pak M je polynomialni NTS program.

Definice (Tfida NP)
Problém @ je ve tiidé NP, pravé kdyz existuje polynomialni NTS program M, ktery fesi (). Na rozdil od determinis-

tického pfipadu netrvidme na tom, Ze vypocet musi skoncit i pro nepfijimané instance.

Poznamka (Jiny model NTS)
Piidame dalsi pasku (orakulum) a stroj pracuje ve 2 fazich:
1. Nedeterministicky hada — zapiSe problém do orédkula.
2. Deterministicky ovéfuje obsah ordkula — prace DTS na ptivodnim vstupu plus obsahu ordkula.

Je to ekvivalentni s piavodnim — omezime-li poc¢et moznych piechodi NTS na 2 (tim ho jen zpomalime) a zapisujeme-
li do orakula vétve pokracovani vypoctu (pak staci na jednu jeden bit), pfevedeme veskery nedeterminismus ¢isté na
naplnéni ordkula.
Definice (Tf¥ida co-NP)
Problém Q je ve t¥idé co-NP, pravé kdyz existuje polynomialni NTS program M takovy, ze L(M) = L(Q)n. O poméru
mnozin co-NP a NP nevime nic, jen to, ze podmnozinou jejich priniku je P.
Pievody a NP-tplnost
Definice (Polynomialné vyé&islitelna funkce)

Funkce f : {0,1}* — {0,1}* je polynomialné vycislitelna, pravé kdyz existuje polynom p a algoritmus A takovy, 7ze
pro kazdy vstup x € {0,1}* dava vystup f(z) v Case nejvyse p(|z|).

Definice (Polynomialni pfevoditelnost)

Jazyk L, je polynomiélné pievoditelny na jazyk Lo (piSeme L; o< Lg), pravé kdyZ existuje polynomialné vy¢cislitelna
funkce f takova, ze

Ve e {0,1}* :x € L1 = f(x) € Lo

Definice (NP-tézky, NP-taplny problém)
e Problém @ je NP-t&zky, pravé kdyz VQ' € NP : L(Q')y x L(Q)y .
e Problém @ je NP-uplny, pravé kdyz je Q NP-tézky a ) € NP.

Je-li ngjaky NP-tézky problém pfevoditelny na jiny, pak ten musi byt také NP-tézky.

4.2 Priklady NP-uplnych problémit a prevody mezi nimi

Cook-Levinova véta

Existuje NP-tplny problém.

Diikaz pro KACHL

Mame mnozinu barev B, ¢tvercova sit S s obvodem obarvenym barvami z B a mnozinu K typu kachliki, kde je kazdy
typ definovan svou horni, dolni, levou a pravou barvou.

Lze sit S vykachlikovat pomoci kachliki z mnoziny K (stejny typ lze pouZit libovolngkrat, kachliky ale nelze otécet)
tak, aby:

e barvy kachlikia pftilehlé k obvodu sité souhlasily s barvami pfedepsanymi tomto na obvodu sité a

e kazda dvojice barev na dotyku dvou kachlika byla rovnéz shodna?
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NP-aplné problémy
Splnitelnost (SAT)

CNF (booleovska formule v konjunktivni normalni formeé, tj. konjunkce disjunkci) F' na n proménnych. Existuje
pravdivostni ohodnoceni proménnych, které splituje formuli F'?

Dikaz transformaci KACHL o« SAT: pomoci proménnych x;ji, kde z;;x = 1, pokud na pozici [i, j] se nachézi
kachlik typu k. Jednotlivé klauzule se vytvoii tak, aby zarucovaly, Ze na kazdé pozici je pravé jeden kachlik, ze kachliky
navazuji horizontalné, vertikilné i na kraje stény.

3-SAT

Kubickd CNF (vzdy jen 3 proménné v jedné disjunkci) F' na n Booleovskych proménnych. Existuje pravdivostni
ohodnoceni proménnych, které spliiuje formuli F'?
Transformace SAT o« 3-SAT: staci kazdou klauzuli (disjunkci) rozlozit s pomoci novych volnych proménnych na
nékolik kubickych klauzuli: (a; 1 Va;2Va;sV---Va;g,) odpovida (a;1Vai2aVyi1) A (Y1 VaisVyi2) AN—yia...)A
A Wik -3V Qik—1 V Qig,)

3-COLOR

Triobarveni grafu: Mé&jme neorientovany graf G = (V, E). Lze obarvit vrcholy ve V tfemi barvami tak, aby zadné
hrana v E nemséla na obou koncich vrcholy stejné barvy?

Obrazek 4.1: Transformace 3-SAT «x 3-COLOR

Transformace 3-SAT « 3-COLOR: Vytvofim pro vSechny proménné a jejich negace vrcholy grafu a spojim
se tfemi body (z nichz kazdy musi byt jinak barevny podle obrazku), aby proménné musely mit barvu T nebo F.
Proménné a negace jsou taky spojené, aby bylo jednozna¢né dana hodnota kazdé z nich. Pro kazdou klauzuli 3-SAT
piidam grafik podle obrazku (napojim na promeénné, které predstavuji literaly klauzule a na druhé strané na barvu
F), aby proménné v ném nesly obarvit FFF.

KLIKA

Mgjme neorientovany graf G = (V, E) a pfirozené ¢islo k. Existuje V' C V', |[V'| = k, indukujici aplny podgraf grafu
G?

Transformace SAT o« KLIKA — pro kazdy literdl vytvorim bod grafu, spojim v8echny body odpovidajici literalam
ruznych klauzuli, pokud se nejedné o komplementarni proménné, tj. mezi x; a —x; nevede hrana.

Nezavisla Mnozina (NM)

Mgjme neorientovany graf G = (V, E) a pfirozené ¢islo ¢. Existuje V! C V, |V’| = g, takova, Ze uvniti V' nejsou 7adné
hrany?
Transformace KLIKA oc NM: stac¢i prohodit hrany a ne-hrany.

Vrcholové pokryti (VP)

Mame neorientovany graf G = (V| E) a p¥irozené ¢islo r. Existuje V/ C V, |V’| = r takova, 7e kazda hrana ma ve V'
alespon jeden vrchol?
Transformace NM « VP: NM je doplnék VP (vedou-li hrany do VP, uz nemuzou vést mezi ostatnimi vrcholy).
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Obrazek 4.2: Transformace VP o« HK

Hamiltonovska Kruznice (HK)

Mame neorientovany graf G = (V, E). Obsahuje G hamiltonovskou kruZnici, tj. jednoduchou kruznici, ktera prochazi
kazdym vrcholem pravé jednou?

Transformace VP o« HK: Na |V| pomyslnych linkach naskladam pro kazdou hranu pitivodniho grafu dvanéactici
vrcholi spojenych podle obrazku (widget). Krajni body vSech linek spojim s vrcholy odpovidajici pavodnimu VP
vy, ..., 0. Protoze widgety lze projit jen ¢asteéné (2x po linkdch) nebo uplné (jednou vsechny), bude HK vést Céas-
teénym pruchodem pies widgety, pokud oba vrcholy piislusné jejich hrané pivodniho grafu patii do VP a dplnym
jinak.

Obchodni cestujici (TSP)

Méame tplny neorientovany graf G = (V, E), vahy w : E — ZS‘ a ¢&islo k € ZT. Existuje v G hamiltonovska kruZnice
s celkovou vahou nejvySe k7 Nékdy se poc¢itd nad neuplnym grafem a pozaduje se hamiltonovsky sled, tj. je mozné
opakovat vrcholy; to se ale na tuto definici snadno pfevede.

Transformace HK o« TSP: stadi nastavit vahy tak, Ze w(e) = 1, pokud e byla v pavodnim grafu a w(e) = 2 jinak.
Je-li chténa vaha rovna poc¢tu hran pavodniho grafu, feseni ddva HK v ném.

Souéet podmnoziny (SP)

Jsou dana ¢isla ay, ..., an,b € Z". Existuje mnozina indexti S C {1,...,n} takové, ze y, g a; = b?

Transformace VP o SP: vyrobim inciden¢ni matici grafu (fadky odp. vrcholim, sloupce hranam), kde budou
jedni¢ky na mistech, kde dan& hrana vede z daného vrcholu. Pfiddm k ni matici, jejiz fadky i sloupce odpovidaji
hranam a jednicky jsou pouze na diagonéle (tj. kazda hrana ma jednicku ve “svém” Fadku a sloupci). “Nalevo” od
inciden¢éni matice pfiddm sloupec plny jednicek. f{édky matice interpretuju jako ¢isla ve Etyikové soustavé (v kazdém
sloupci jsou tii jednicky, proto nedojde nikdy k pfesunu fada) a hledam soucet podmnoziny jako €islo, které ma na
zacatku velikost VP (seCte se ze sloupce jednicek) a nésleduji samé dvojky (pro kazdou hranu).

4.3 Silnad NP-tplnost, pseudopolynomialni algoritmy
Priklad

SP neni exponencialni, ale polynomiélni v po¢tu a velikosti ¢isel. Algoritmus (dynamické programovani):
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1. Necht a1 < as < -+ < a, a A je bitové pole délky b (kde 1 na pozici i bude indikovat moZnost vytvoreni
podmnoziny se sou¢tem i).

2. V8echny prvky pole A nastav na 0.
3. Pro i od 1 do n opakuj (hl. cyklus):

(a) Ala;]:=1
(b) Pro j od a;—1 do b zkousej: kdyz A[j] =1 a j + a; < b, nastav A[j + a;] ;=1
4. Je-li A[b] =1, podmnozina se sou¢tem rovnym b existuje.
Po i-tém prichodu hlavnim cyklem obsahuje A jednicky pravé u vSech sou¢tii neprazdnych podmnozin {ay, ..., a;}.

Dukaz — indukei. Celk. slozitost je O(n - b), coZ je exponencidlni vzhledem k binédrné kodovanému vstupu, ale polyno-
midlni, mame-li na vstupu ¢isla konstantni délky.

Definice (Pseudopolynomialni algoritmus)

Necht je dan rozhodovaci problém II a jeho instance I. Pak definujeme:

e kod(I) — délka zépisu (pocet biti) instance I v binarnim kodovani (¢i jiném na néj polynomialné pievoditelném)

e max(I) — velikost nejvétsiho ¢isla, vyskytujictho se v I (NE délka jeho bindrniho zépisu!)

Algoritmus se nazyva pseudopolynomiélni, pokud je jeho Casova sloZitost omezena polynomem v proménnych
kod(I) a max(I). Kazdy polynomialni algoritmus je tim padem pseudopolynomialni.

Poznamka (O ¢iselnych problémech)

Pokud pro né&jaky problém II plati, ze VI : maz(I) < p(kéd(I)) pro n&jaky polynom p, pak viechny pseudopolynomialni
algoritmy, fesici tento problém, jsou zaroveil polynomidlni.
Vsechny problémy, kde tato rovnice neplati(tj. neexistuje p, ze by platila), nazyvame ¢iselné problémy.

Vé&ta (O pseudopolynomialité a NP)

Necht IT je NP-uplny problém a neni ¢iselny. Pak pokud P#NP, nemiiZe byt IT feSen pseudopolynomialnim algoritmem.

Poznamka

Ani ne kazdy ¢iselny problém je feSitelny pseudopolynomidlnim algoritmem.

Vé&ta (O pseudopolynomialité a podproblémech)

Necht IT je rozhodovaci problém a p polynom. Potom II, ozna¢me mnozinu instanci (podproblém) problému II, pro
které plati max(I) < p(kéd(I)). Potom méame-li pseudopolynomiélni algoritmus A, ktery fesi problém IT, urc¢ité existuje
polynomiélni algoritmus, fesici IL,. Toto plati pro libovolné p.

Dikaz

Algoritmus A’, feici I, v polynomialnim Case, otestuje x na pfitomnost v II, (spocita kod(z) a maz(z)) a pokud

x € I, chova se stejné jako A, takze b&zi v ¢ase g(kod(x), maz(z)) < q(kod(z), p(kod(x))) = ¢’ (kod(z)).

Definice (Silné NP-tuplny problém)

Rozhodovaci problém II je silné NP-tplny, pokud II €NP a existuje polynom p takovy, Ze podproblém II, je NP-tplny.

Véta (O silné NP-uplnosti)

Necht problém II je silné NP-uplny. Potom, pokud P#NP, neexistuje pseudopolynomialni algoritmus, ktery by fesil
I1.

Dikaz

Plyne z pfedchozi véty.
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Priklady
TSP je silné NP-tuplny. Je to ¢iselny problém, protoze vahy hran nejsou omezené. Kdyz vihy na hranach omezim,
dostanu NP-tplny podproblém (jde na néj prevést HK).
3-ROZDELENTI je silné NP-uplné. Problém: mame aq,...azn,b € N takové, ze Vj : %b <a; <
Zf;nl a; = mb. Existuje S1,... S, disjunktni rozdéleni mnoziny {1,...,3m} takové, ze Vi : Zjesi a; =b?
Dukaz se provadi pievodem z 3DM (t¥idimenzionalni parovani na tripartitnich grafech), vSechna ¢isla konstruovana
pro pievod jsou polynomiélné velkd vzhledem ke |G| (v pfevodu V P o SP byla exponencialné velka).
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