Kapitola 5

Statnice - Aproximacni algoritmy a
schémata

5.1 Aproximacni algoritmy

Definice (Aproximaéni algoritmus)

Aproximadni algoritmus bé&zi v polynomidlnim ¢ase a vraci feSeni “blizka” optimu. Je nutné mit n&jakou miru kvality
feSeni. Oznacme:

e C” hodnotu optimalniho feSeni
e (' hodnotu nalezenou aproxima¢nim algoritmem

A piedpokladejme nezaporné hodnoty FeSeni.

Definice (Pomérova chyba)

Rekneme, 7e algoritmus Tesi problém s pomérovou chybou p(n), pokud pro kazdé zadani velikosti n plati:

*

e S

max{

Definice (Relativni chyba)

Rekneme, Ze algoritmus Tesi problém s relativni chybou e(n), pokud pro kazdé zadani velikosti n plati:

o <o
Poznamka (O pfevodu chyb)
7 jedné chyby se da vyjadiit druha:
e V piipadé maximalizacni tlohy: e(n) = ca*c = Cg —1=pn) -1
e V piipadé minimaliza¢ni tlohy: e(n) = C;:C =1- ﬁ

Priklad (Aproximacni algoritmy pro vrcholové pokryti)

e “Brat vrcholy od nejvyssiho stupné, dokud nemam celé pokryti” nemé konstantni relativni chybu — ex. protipfi-
klad, kdy p(k) <a-Ink

e “Vzit libovolnou hranu, dat do pokryti jeji dva konce, odstranit jeji incidentni hrany a projit tak celé E” ma
relativni chybu 2 — zadné 2 hrany nemaji spoleény vrchol, tj. mam pokryti o velikosti 2 x |mn. disj. hran|. Kazdé
vrcholové pokryti je ale > |mn. disj. hran|.
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Priklad (Aproximaé¢ni algoritmy pro TSP)

Omezeni na trojuhelnikovou nerovnost — pofad je NP (pfevod HK—TSP zachovédval trojuhelnikovou nerovnost).
Algoritmus:

1. Najdi minimalni kostru 7'
2. Zvol lib. vrchol a pomoci DFS nad 7' v PRE-ORDERu o¢isluj vrcholy.

3. Cesta (s opakovanim) po kostie T pres vSechny vrcholy := X. Pak w(X) = 2w(T) (kazdou hranou kostry jdu
tam a zpé&t).

4. Vyslednou HK H vyrobim zkracenim cesty (vypousténim jiz navstivenych vrchold), z trojuhelnikové nerovnosti
w(H) < w(X). Celkem tedy dava w(H) < w(X) < 2w(H*), protoze w(T) < w(H*) (H* je kostra, bez jedné
hrany).

Bez omezeni — pro zadné konstantni p neexistuje polynomialni algoritmus, fesici obecny TSP s pomérovou chybou p.

1 E
Mohu totiz mit HK v grafu G = (V, E), pak zadani TSP zkonstruovat jako Ky (V,V x V), kde w(e) = 14 e Z E
p e

Pak by aproximaéni algoritmus s chybou p musel urcité vzdy vratit pfesné reSeni, takze by musel byt NP-t&zky.

5.2 Aproximac¢ni schémata

Definice (Aproximaéni schéma)

Aproximad¢ni schéma pro optimaliza¢ni tlohu je aproximaéni algoritmus, ktery mé jako vstup instanci dané ulohy a
¢islo € > 0, a ktery pro libovolné e pracuje jako aproximac¢ni algoritmus s relativni chybou e. Doba béhu miuze byt
exponencidlni jak vzhledem k n — velikosti vstupni instance, tak vzhledem k é

Definice (Polynomialni aproximaé¢ni schéma)

Polynomialni aproximacni schéma je takové aproximag¢ni schéma, které pro kazdé pevné € > 0 bézi v polynomialnim
Case vzhledem k n (ale stale miZe byt exponencidlni vzhledem k é

Definice (Uplné polynomialni aproximaéni schéma)

Uplné polynomiélni aproximacni schéma je polynomialni aprox. schéma, bézici také v polynomialnim ¢ase vzhledem
k % (tj. algoritmus s konstantné-krat mensi relativni chybou bézi v konstantné-krat delsim Case).

Uplna polynomialna aproximadna schéma pre problém batohu

Zadanie pre “dvojrozmernd variantu” problému batohu je n hmotnosti predmetov wy,ws,...w,, obmedzenie W na

celkovii hmotnost a hodnoty predmetov vy, vs, . . ., v,. Ulohou je najst takia mnozinu S C {1,2,...,n}, aby Yieg Wi <
W a ) ,.qvi bolo Co najvicsie.
Nech V = max{vy,vs,...,v,}. Zadefinujme si W (i,v) ako najmensia hmotnost takej podmnoziny predmetov

{w1,...w;}, ktorych celkova hodnota je prave v. Potom:

0 v=>0
Wi, v) = 00 1 =0,v>0
Wi —1,0) v; >

min{W( —1,v),w; + W(i —1,v —v;)} inak

V trefom pripade nepridame vec i, lebo by sme prekro¢ili cenu v (spomenime si na definiciu W (i, v)), v §tvrtom ju
pridame ak ndm nepokazi hmotnost.
Pomocou tohto modzeme napisat algoritmus vyuzivajtuci dynamické programovanie a ako vysledok vratime max{v|W (n,v) <
W}. Tento algoritmus bude mat zlozitost n?V, ¢o je iba pseudopolynomialny algoritmus. Ten v§ak méZeme upravit.
Upravme si zadanie tak, Ze hodnoty vSetkych predmetov oreZeme o najnizgie bity. Ak chceme relativnu chybu e > 0,
tak orezeme b = [log<V] bitov (nahradime ich nulami) (prefo prave tolko bude vysvetlené nizsie). Tym sme ziskali
novu instanciu problému batohu, kde hmotnosti a limit st rovnaké, ale pre kazdé i je hodnota predmetu v} = QbL%j.
Na§ algoritmus bude potrebovat ¢as O(";,V ) (pretoZe ignorujeme nulové bity na konci kazdej hodnoty predmetu).
RieSenie S’, ktoré dostaneme bude mozno rozne od optima S povodnej tlohy, ale bude platit:

ZvizZvizZvéZZvéZZ(vi—Qb)EZvi—nT’

i€S €S’ €S’ i€S i€S i€S
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Prva nerovnost plati, lebo S je optimum v poévodnej tlohe, druha lebo v; < v;, tretia lebo S’ je optimum novej
ulohy, 8tvrta lebo v} > v; — 2" a posledn4 lebo |S| < n. Nage riegenie je teda najviac n2” pod optimom. Dolny odhad
optima je V (predpokladédme, Ze kazdy predmet sa samotny vmesti do batoha, ina¢ mozeme prilis fazké predmety
approx—opt < approx-opt < n2" _

opt v =V

vyhodit ako preprocessing). Relativna chyba je teda

TakZe pre zadané e orezeme b = [log%} bitov a dostaneme algoritmus, ktorého relativna chyba je € a jeho Casova

zlozitost je O(";V )= O(”Ts), ¢o je polynomidlne aj v n aj v %, preto je to iplna polynomiélna aproxima¢na schéma.



