Kapitola 6

Statnice - Algoritmicky vycislitelné funkce

6.1 Casteéné rekurzivni funkce

K. Godel v 30. letech vynalezl primitivni rekurzivni funkce, pozdéji spole¢né s dalsimi ¢asteéné rekurzivni funkce. Jde
o funkciondlni pfistup k algoritmiim. Lze se na né divat i jako na logiku 1. fadu: zdkladni funkce jsou axiomy, mame
operatory — odvozovaci pravidla — a z toho vyrabime formule — rekurzivni funkce.

Definice (Podminéna rovnost, konvergence, divergence)

e ~ znaci “podminénou rovnost”, tj. v pfipadé, ze alespon jedna strana ma smysl, tak ma smysl i druha a rovnaji
se.

e Pi(D)| znagi, Ze predikat je definovan, tj “konverguje” (obcas se znagi ! misto J)
e P (D)t znadi, 7e predikat neni definovan, tj. “diverguje”

Znacky konvergence, divergence i podminéné rovnosti se vztahuji jak na predikity, tak na funkce.

Definice (Zakladni funkce)
e o(z) 0 VzeN (“nula”)
e s(x)~x+1 VzeN (“naslednik”)

o IJ(x1,...,z,) ~x; 1<j<n (“projekce”, vybréani jedne ze slozek)

Definice (Zakladni operatory)

e R, (n>1)— primitivni rekurze
Funkcim f (n—1 proménnych) a g (n+ 1 proménnych) piifadi R, (f,g) = h, kde h(0,za,...,2,) = f(x2,...,2n)
ah(y+1,ze,...,x,) ~ gy, h(y,z2,...,2n), 22, ...,x,) (analogické k for-cyklu).

e S — substituce
Funkci f (m proménnych) a m funkcim g; (vSechny n proménnych) pfifadi funkci 4 (n proménnych) pfedpisem
h=8"(fg1, - y9m) =h(x1,...,2n) = flg1(z1, ..., &n), .., gm(T1,- .., 2y)) (analogické k podprogramu).

e M, — minimalizace
Funkci f (n + 1 proménnych) pfitadi A (n proménnych) tak, Ze

h(z,...;zp)d Ab(z1, . yxn) 2~y = f(T1, T, Y = 0A fz1, .y, L, 20 V) <y
(analogické k while-cyklu).
Dalsi znaceni:
o 11, P(z,y) je funkce proménné x, kterd vrati nejmensi y takové, aby platil predikat P(z,y). Lze ji sestrojit pomoci
operatoru minimalizace.
Definice (Tf¥ida primitivng a ¢asteéné rekurzivnich funkci)

e Tiida primitivné rekurzivnich funkci je nejmensi t¥ida funkei f : N¥ — N, ktera obsahuje zakladni funkce a je
uzaviena na R, a S)".

o Tiida Castecné rekurzivnich funkci je nejmensi tiida, ktera obsahuje zakl. funkce a je uzaviené na R,,, S]" a M,.
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Poznamka (Vlastnosti zakl. funkci a operatori)

e Vsechny zakl. funkce jsou vSude definované (“totalni’) a efektivné vyécislitelné.
e Vsechny zékl. operatory zachovéavaji efektivni vy¢islitelnost.
o R,, S zachovavaji totalnost.

e PRF jsou efektivné vycislitelné a totalni.

Definice (Odvozeni funkce)

Odvozeni funkce je kone¢né posloupnost funkci, z nichz kazda je bud funkce zakladni, nebo vznika z uz odvozenych
funkei pomoci néjakého operatoru. Ke kazdé funkei si pamatujeme, jak vznikla (toto v praxi hraje roli programu).

Definice (Obecné rekurzivni funkce)

Funkce je obecné rekurzivni (ORF), jestlize je CRF a tot4lni.

Operace s PRF, predikaty
Poznamka (N&které PRF)

Pomoci PRF lze popsat napf.:
e soucet

e soucin

mocninu, faktorial
e operaci z—y, kde x—y = x — y pro = > y, jinak 0
e operétory sg a 5g (testy na nenulovost, resp. nulovost argumentu)

e minimum, maximum, absolutni hodnotu rozdilu

Definice (Charakteristicka funkce)

Mg&jme predikat P (libovolné tvrzeni) o n proménnych. Potom cp je jeho charakteristickd funkce, kdyZz je to vSude
definovand funkce dana nasledovné:

1  pokud P(z1,...,2,)

CP(xla"'vxn)g {0 jinak

Castecna charakteristickd funkce pro néjaky predikat P o n proménnych je funkce f o n proménnych takova, ze
flz1, ... xn) le Play, ... zn) a f(ag, ..., 20) 4= f(21,. .. 2,) = L.

Definice (PR, OR, RS Predikaty)

Rekneme, ze predikdt je primitivné (obecné) rekurzivni, jestlize jeho charakteristickd funkce je primitivné (obecné)
rekurzivni. Predikat je rekurzivné spocetny, jestlize jeho Castecna charakteristicka funkce je ¢astecné rekurzivni.
S funkcemi a predikity se operuje docela nedisledné, daji se v podstaté ztotoZnit.

Poznamka (Jina moZnost nahliZeni)
CRF odpovidaji funkcionalni logice 1. fadu:

e termy Ciselné: 0, z,x + 1,...

termy funkéni: o, I, s, Ra (11, S3(s, I3)), . ..

pravidlo aplikace: Ap(f,x) =--- = f(z) (kde “...” je proces vyhodnoceni termu, potencialné nekonetny, dava z
funkce ¢iselny term)

pravidlo zobecnéni: A\xy(x + y) dava z ¢iselného termu z + y funkci
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Poznamka (Operace zachovavajici PR)

PR jsou:
e Rozsifeni poc¢tu proménnych, konstantni funkce
e Permutace a ztotoznéni proménnych

e Ko6dovani N* do N — iterace Cantorova diagonélniho kédovéni dvojic ({z,y)s = w

+ )
e Opacna operace — dekdédovani

e Funkce p(i) — i-té prvocislo

e Predikéit rovnosti a <, >

e Logické spojky V, A, -, omezené kvantifikidtory (kvantifikace spocetné mnoha prvki)

e Godelovo prvociselné kédovéni: slovo a, .. .a;, do p(0) .- ... p(k)i

Ackermannova funkce
Definice (Ackermannova funkce)

Ackermannova funkce je funkce definovana jako:

1 z=0
A(0,z) =< 2 x=1
z+2 z>1

Ay,0) =1

Aly+Lz+1)= Ay, Ay + 1,2))

Definice (Strukturalni sloZitost)

Definujeme strukturalni slozitost — hloubku rekurze (intuitivné: pocet vnotenych for-cykli — syntakticky, ne vypoctem)
jako 0 pro zékladni funkce a

h(Rn(P7 Q)) = max(h(P), h(Q) + 1)7 h(S:zn(P7 QO; cey Qk)) = max(h(P), h(QO)v L] h(Qk))

Pak R; je tiida PRF, které lze ziskat pomoci PR-termt hloubky < i a PRF samo je U2 R;

Véta (O Ackermannové funkci)

Ackermannova funkce neni PRF, ale je ORF.

Dikaz

e Urcité je ORF — diikaz se provadi transfinitni indukei typu w?; pro vypocet kazdé hodnoty potfebuji jen koneéné
mnoho piedchozich hodnot — staéf mi p., kde z je nejmensi kus N2, ktery staci k vypocétu A(y,x) (da préci
dokazat, Ze je konetny, potieba ordinala, lexikografického usporadéni).

e A roste rychleji ne7 kazda PRF: Vo PRF (jedné proménné) Jzg : Vo > zg : o(x) < A(z, z).

e Uvazujme A(y,z) jako matici funkei f,(x). Potom urtité f; € R;\Ri;—1 a fy(x) je (az na konetné mnoho x)
rostouci. Navic pro libovolnou ¢ € R; existuje zo takové, Ze Vo > zqg : o(x) < fir1(z), tedy fir1 majorizuje
vSechny funkce z R;

e Necht pro spor ma A(z,z) hloubku . Potom A(x,z) = ¢(z) < fi+1(z) pro néjaké pevné i. Potom ale A(x,x) <
fir1(z) < fo(z) = A(z,x), tj. pro z > i+ 1 mame spor.
Véta (O vztahu PRF, ORF a CRF)
Plati PRFC ORF c CRF a inkluze jsou ostré.

Dikaz

Pro ORFC CRF mam funkci g(z,y) ~ y 4+ 1 a h(z) ~ p,(g9(z,y) ~ 0), ta neni nikde definovana. Pro PRFC ORF
mam Ackermannovu funkci.
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6.2 Univerzalni funkce

Definice (Univerzalni funkce)

Mé&jme T — spocetnou mnozinu CRF jedné proménné. Potom U (i, ) je univerzalni funkee tiidy 7, jestlize:

o V piirozené i : Aald(i,x) € T

o Yo e T :Tig: = l(ip,x)

A U tedy indexuje vSechny funkce t¥idy 7. Podobné se definuji i univerzélni funkce pro CRF vice proménnych.
Plati, ze {A\xU (i, z)}y>0 je posloupnost viech funkei z 7, takze U ur€uje numeraci prvka 7
Véta (O univerzalni funkci PRF)
Existuje ORF, ktera je univerzalni pro t¥idu PRF (jedné proménné). Takova funkce pak nemize byt PRF.

Dikaz
e Sefadim vSechny PR-termy (PR-programy) do posloupnosti (mame 3 axiomy a 3 odvozovaci pravidla, sefazeni
je mozne).
e Potom U(z,y) := h.(y), kde h, vy¢isluje z-ty program.
e Sporem necht U(x,y) je PRF. Pak i U(x,x) je PRF, 1-U(z, z) je PRF, z toho 1-U(z,x) = U(zo, z). Dosadim
x = zp a mam spor, nebot obé strany jsou definovany (toto je pfiklad pouZziti Cantorovy diagonalni metody).
Definice (Turingovsky vy¢islitelna funkce)

Vezmeme Turingovy stroje s vngjsi abecedou, jejiz prvnim znakem je “|”. Cisla 0,1,. .. zapisujme na pasku jako
L, - - -, n-tice oddélujme znakem A. Potom:

e Rekneme, 7e stroj M je m-aritmeticky, pokud pro kazdou n-tici pfir. ¢isel x4, ..., z, reprezentovanou pocatec¢ni
konfiguraci S plati: je-li M pouZitelny k S (zastavi-li se vypocet nad ni) a je-li vysledna konfigurace T, pak v T
je na pasce né&jaké jedno prirozené ¢islo a hlava stroje M stoji nad jeho poslednim znakem |.

e Stroj je dale n-aritmeticky typu 0/1, pokud mé abecedu {|, A} a jediny koncovy stav.

e Rekneme, 7e M vycisluje funkci f o n proménnych, pokud M je n-aritmeticky a pro kazdou n-tici pf¥ir. ¢isel

T1,...,T, Vv poC. konfiguraci S plati: M je pouzitelny, pravé kdyz je f pro zi,...,x, definovana a je-li f
definovana, pak ve vysledné konfiguraci T je na pésce stroje ¢islo f(x1,...,z,) a hlava stoji nad jeho poslednim
znakem.

o Rekneme, 7e funkce je turingovsky vydislitelnd, pokud existuje néjaky n-aritmeticky TS (typu 0/1), ktery ji
vydcisluje.

Véta (O ekvivalenci TS a CRF)

Funkce n proménnych je Caste¢né rekurzivni, pravé kdyZz existuje m-aritmeticky Turingiv stroj typu 0/1, ktery ji
vydcisluje.

Dikaz

“e Kazda CRF je T-vydislitelna.

Diukaz indukei podle slozitosti funkce — pro zakladni funkce to jisté plati, R,,, My, S* toto zachovavaji (S* znamena
pouziti vice pasek, vycisleni a slozeni, R,, znamen4 vy¢isleni f a y-krat “otoceni” g, M, je vycislovani f na vstupu a
zvétsujicim se pocitadle cykli, dokud nedostanu 0 — pak vratim hodnotu pocitadla).

“=" Pro kazdy TS M existuje CRF, ktera dava stejny vysledek

Je nutné zavést kody konfiguraci; TS navic nemaji zadné podtfidy, tedy nelze postupovat induktivné. Plati:

e step,;(X) — jeden krok stroje je PR zaleZitost (pracuje se nad konfiguracemi TS UgsV, z obou stran obalenymi
spec. znakem h, pak slovo neni nekone¢né a lok. zména se da spocitat). Existuje ur¢ité PR funkce, ktera popisuje
lokalni zménu (jde vlastné o rozhodovaci strom, ktery se stavi pomoci R,,).

e comp,,(X,i) — vysledek stroje po ¢ krocich prace je stale PR (for-cyklus — R,,)
e u;(comp,,(X,7) obsahuje qg) — qo je koncovy stav (pracuj, dokud neskonéis — while)

e Potom vysledna CRF g je déna jako g(kéd(S)) ~ result(s;(comp,, (X, 4) obsahuje qo)), kde result je jednoduché
funkce smazani okraju atp. BUNO je takovy stroj uplny a gg jeho jediny koncovy stav. Operator minimalizace
se vyskytuje jen jednou, proto je vhodné ho vysunout co nejvice “ven” v uzavorkovani.
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Pak také plati, ze mam-li ngjakou ¢astecnou funkci (tj. nemusi byt totalni), kterd je turingovsky vy¢islitelna, pak

je CR.

Kleenova véta
Véta (Kleenova o normalni formsé)
Pro kazdé k > 1 existuji

e CRF U, k + 1 proménnych

e PRP T k + 2 proménnych (Kleenetuv predikat)

e PRF U jedné proménné
e PRF s, k + 1 proménnych
takoveé, Ze:

1. Uy je univerzalni fgnkci pro t¥idu vSech CRF k proménnych. Uy (e, xq,...,x)) vyisluje e-tou CRF k proménnych.
Navic z odvozeni CRF lze efektivné ziskat e a naopak z e lze efektivné ziskat odvozeni pfislusné CRF.

2. (e, 1, .., 2) 2 U(pyTi(e, x1,. .., 2k, y)), kde T}, odpovida vypoctu Turingova stroje, y = (yo,¥1), Yo je doba
vypoctu, y1 vysledek a U vydéli z (yg,y1) druhou slozku.

3. sg je prosta funkce rostouci ve v8ech proménnych, o které plati (tato ¢ast Véty o normélni formé se nazyva S-m-n
véta):
Uan(€, 21, s 2my Tl o3 ) 2 U (S, 21, ooy 2m )y Ty - -5 T
Tm-‘rn(ev Za f) = Tn(Sm(€7 Z)’ f)

4. Ti(e,x1,. . x5, y) NTk(e,x1,. .., 2, 2) =y =2

Diky tomu lze CRF efektivné ocislovat. we(x1,...,x) pak znali e-tou funkci k& proménnych. Indexu e se Fika

Godelovo ¢islo funkce.

Dikaz

e Oklikou pres Univerzalni Turinguv stroj: ke kazdé CRF méme TS a jeho kod e. Vezmeme si proto UTS, ktery s
kody umi pocitat, a hledame jeho CRF.

e Péaska univerzalniho stroje vypada v obecném piipadé nésledovné:
Y blokl Y blok2 A blok3 x O; x Oy...Y

Prvni blok je aktualni konfigurace, druhy ¢islo stavu a tfeti aktualni policko, zbytek je program. Cisla kédujeme
unarné (x jako x + 1 ¢ar).

e Zakladni idea — bez proménnych x1, ...z, paska UTS vypada takto: Y M Y blok2 A blok3 x O; xOy...Y (M
je kod programu).

e Konstrukce U,,(e,z1,...,Tm):

— Zkontrolujeme, zda e po rozkédovani obsahuje né&jaky kod programu M.
— Jestlize ne, je vysledkem nulova funkce (syntax error).

— Jestlize ano, nejlev&jsi vyskyt M nahradime ||...|A|[...|A .. A]|...|M (kédovani vstupnich dat x1,...,zp;
substituce) a spustime program e na UTS, podle toho ziskame vysledek — ¥y,

e sip(e,y1,...,yr) odpovida: ¢ekej na x1,...,z;, pfidej k nim y1, ...,y a spust program e.

Vé&ta (Vlastnosti predikatu )
1. Predikat Wy (e, z1,...,z)! je rekurzivné spocetny, neni rekurzivni.
2. jeho negace ¥y(e,x1,...,x)T neni rekurzivné spocetna.

3. Dale ¥y nelze rozgitit do ORF. Dokonce pokud « je C‘RF, ktera je rozgifenim Wy, potom lze efektivné nalézt
vstup Z takovy, ze a(2)T.

Univerzalni funkce pro danou t¥idu funkci tedy bud nemize patfit do této t¥idy, nebo nemiize byt totélni.
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Dikaz

e 7 definice je zfejmé, 7e Wi(...)] je rekurzivné spoletny predikat. Sta¢i ukéazat, ze Wi(...)T neni rekurzivné
spocetny. Z toho pfimo plyne, Ze Uy (...)] neni rekurzivni.

e Bez Gjmy na obecnosti uvazujme k=1. Pouzijeme Cantorovu diagonalni metodu.

e Kdyby Wi(...)| byl rekurzivni, potom by W¥;(z,z)? byl také rekurzivni, tim spiSe rekurzivné spocetny. Tedy

pro n&jakou CRF ¢ by platilo ¥4 (z,z) 1< @(x)|. Vezmeme-li index funkce ¢ (oznacme jej xg), dostavame
Uy (z, z)t< Uy (x0,x)], po dosazeni x = xg dostavame Uy (xg, zo)t< VU1(xo,x0)), COZ je spor.

e Pro diikaz zbytku tvrzeni piedpokladejme, 7e h(e,z) je ORF rozsitenim ¥q(e,z). Potom 1—h(z,z) je ORF g.
Necht g ma index xg, tj. g(z) ~ V1 (zg, z). Protoze g je ORF, pro v8echna x plati W1 (zg, z)|, tedy ¥1(zo, z0)J-
Dostavame h(xg,zg) = V1 (g, 20), coz oviem vede ke sporu: 1V, (xq,xo) == h(zg, z0) = V1 (20, T0)-

e Pokud n&jaké CRF 3 je rozsirenim Uy, umim pro 3 (podle predch. ditkazu) najit e takové, ze S(e, e)t.

e Myslenka obsaZzena v pfedchozim dikazu je zaloZend na Cantorové diagonélni metodé. Spor na diagonale si
vynuti divergenci, nebot rovnost funkci je jenom podminéné, tedy v pfipadé divergence je vSe v poradku.



