Kapitola 7

Statnice - Rekurzivni a rekurzivné spocetné
mnoziny

7.1 Rekurzivné spocCetné mnoziny

Definice (Rekurzivni a rekurzivng spodetnia mnoZina)

Charakteristickd funkce mnoziny M oznacuje charakteristickou funkci predikatu nalezeni do mnoziny, tj. funkci cps (),
kde cpr(x) =} 1 prox € M a cp(x) 4= 0 pro = ¢ M.

Analogicky se definuje ¢astena charakteristickd funkce mnoziny — cps(z) =) 1 pro © € M a cpr(x) 1 pro « ¢ M.

Mnozina M je rekurzivni, je-li jeji charakteristickd funkce obecné rekurzivni (kazda char. fce je totalni, takze CRF
by bylo totéz). Mnozina M je rekurzivng spocetna, jestlize je definiénim oborem n&jaké CRF (neboli jestlize je jeji
Castecnd char. funkce ¢astecné rekurzivni).

Mnozina je rekurzivni, jestlize existuje program, ktery se na libovolném vstupu zastavi a rozhodne, zda do ni vstup
patii. Mnozina je rekurzivné spocetnd, jestlize existuje program, ktery se zastavi pravé na jejich prvcich. Je-li mnozina
rekurzivni, je i rekurzivné spocetnd, opacné to neplati.

Definice (dom,rng)

V nésledujicim dom znadi defini¢ni obor, rng obor hodnot.

Definice (z-ta rekurzivné spofetna mnoZina)

W, (2z-t& rekurzivné spofetna mnozina) = dom () = {y : v=(y)d}

Definice (K)
K={x:zeW,}={z: o ()} ={z: Vy(z,2)|}

Mnozina K vlastné odpovida halting problému. Plati o ni nasledujici tvrzeni.

Véta (Rekurzivni spodetnost K)

Mnozina K je rekurzivné spocetnd, neni rekurzivni, K neni rekurzivné spocetna.

Dikaz

K neni rekurzivni, nebof K neni rekurzivné spocetna. K neni rekurzivné spocetnd, nebot kdyby byla, méla by index
xo. Jednoduchou diagonalizaci dostavame zo € K < zog € W,, < x9 € K. Spor.

7.2 1-preveditelnost, m-pireveditelnost
Definice (1-pfeveditelnost, m-pfeveditelnost, 1-tplnost, m-aplnost)
e Mnozina A je 1-pievedilnd na B (znac¢ime A <; B), jestlize existuje prostd ORF f takova, ze v € A < f(x) € B.

e Mnozina A je m-pievedilnd na B (znalime A <,, B), jestlize existuje ORF f (ne nutnd prostd) takova, Ze
re€A& f(x) e B.

e Mnozina M je 1-uplné, jestlize M je rekurzivné spocetna a kazda rekurzivné spocetnd mnozina je na ni 1-
prevedilna.
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e Mnozina M je m-uplna, jestlize M je rekurzivné spocetnd a kazda rekurzivné spocetnd mnozina je na ni m-
prevedilna.

Véta (1-aplnost K)

Xy

Dikaz

Mgjme libovolnou rekurzivné spo¢etnou mnozinu W,.

Mé&jme CRF a(y, z, w), popisujici z-tou rekurzivné spocetnou mnozinu. Tedy a(y, z, w)l< y € W, < ¥y (z,y)|<
wz(y) 4 . w je tady fiktivni proménna, funkce « na jeji hodnoté nezilezi. Z s-m-n véty dostavame: a(y,z,w) =~
Us(a,y, z,w) ~ Vi(s2(a,y,2),w) ~ Pg,(a,y,z)(w). Oznacme h(y,z) = sz2(a,y,z) (s2 je PRF, tim spise ORF). y €
We & oy, z, )& Onyo) (WS Ony.o) (MY, 7))l My, ) € K Zde jsme mohli za w dosadit h(y, z), nebof hodnota
a na w nezalezi! Tedy W, <; K pomoci funkce Ay : h(y, x).

Lemma (K je 1-uplna)
Ko = {{y,z) : y € W,} je 1-tplna.

Dikaz
Ziejmé. K <; Ky a K je 1-uplné.

Lemma (Poznamky k 1-pfeveditelnosti)

—

. Relace <; a <,,, jsou tranzitivni, reflexivni.
2. A<, B=A%<,, B
3. B rekurzivni, A <,,, B = A rekurzivni.

4. B rekurzivné spocetna, A <,, B = A rekurzivné spocetna.

Dikaz
1. Ziejmeé.
2. Ziejmé.

3. Slozenim funkce dokazujici <,,, s procedurou, ktera rozhoduje o x € B, dostaneme proceduru rozhodujici o
x € A. Dostavame ca(x) = cp(f(z)).

4. Stejné.

Daisledek

K a K jsou m-nesrovnatelné.

Dikaz

Plyne z faktu, ze K je rekurzivné spoéetna, K neni, a z bodu 4 pfedchoziho lemma.

Definice (Rekurzivni permutace)

Permutace na N, kteréd je ORF, se nazyva rekurzivni permutace.

Definice (Rekurzivni isomorfismus)

Mnoziny A a B jsou rekurzivné isomorfni, jestlize existuje rekurzivni permutace p takové, ze p(A) = B. Znac¢ime
A= B.

Definice (1-ekvivalence a m-ekvivalence)
o A =1 B, jestliie A <4 BAB <4 A.

o A=, B, jestlize A <,, BA B <,, A.
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Véta (Myhillova)

A=B& A= B

Diikaz
Jedné se o vlastné o obdobu |Cantor-Bernsteinovy véty.
= Triviélni.
< Z piedpokladi mame dvé prosté ORF f, g prevadéjici vzajemné A na B a opa¢né. Chceme sestrojit rekurzivni
permutaci h takovou, ze h(A) = B.
Plan: v krocich budeme generovat graf h tak, ze v kroku n bude platit {0,...,n} C dom(h),{0,...,n} C rng(h).
Z toho plyne, ze h bude definovana na celém N a bude na. Soucasné zajistime, ze h bude prosta.
Navic budeme chtit, aby platilo y € A < h(y) € B, tedy aby h pfevadéla A na B.
Zatneme v bodé 0 a polozime h(0) = f(0). Rozlisime nésledujici ptipady:

1. f(0) = 0: v8e je v potadku, h(0) = f(0) =0a 0 € A< 0 € B, pokracujeme dalsim prvkem.
2. f(0) # 0: rozlisime dva podpiipady

(a) ¢(0) # 0: definujeme h(g(0)) = 0.
Tedy 0 € dom(h) Nrng(h).

(b) ¢(0) = 0: nemuzeme pouzit h(g(0)) = 0, protoZe v bodé 0 je jiz h definovdna. Najdeme tedy volny bod:
definujme h(g(f(0))) = 0. Urcite g(f(0)) # 0, protoze g je prosta a f(0) # 0. Timto jsme opét dostali bod
0 do defini¢ntho oboru h i oboru hodnot. Zaroven funkci i definujeme podle f a g, tedy prevadi vzajemné
A na B.

Indukéni krok: necht v kroku k je z prvni volny prvek. Vsechna ¢isla mensi neZ z méame v dom(h) N rng(h).
Podivame se, zda je f(z) volny. Jestlize ano, poloZzime h(z) = f(z). Jestlize f(z) neni volny, hledam “cik-cak” dalsi
volny (podobné jako pro 0, maximélné z prvku je blokovanych, tj. maximalné po z iteracich tohoto postupu dojdu k
volnému prvku).

Daisledek
K= KO .

Dikaz

Ziejmé, nebot K =1 K (ob& mnoZiny jsou 1-uplné).

7.3 Rekurzivné spocetné predikaty

Lemma (ORF — RSP)

Je-li Q) obecné rekurzivni predikat, potom Jy : @ je rekurzivné spocetny predikat.

Dikaz
11,Q je CRF, jeji definiéni obor je {3y : Q}.

Vé&ta (Univerzalni RSP)

Predikat JyTy (e, x1,..., 2k, y) je univerzalnim RSP pro t¥idu RSP k proménnych, tj. 1ze definovat index (Godelovo
Cislo) rekurzivné spocetného predikatu.

Diikaz

Z véty o normalni formé — numerace CRF nadm dava numeraci predikati.

Véta (Log. spojky a rek. spo¢etnost)

Konjukce a disjunkce zachovavaji rekurzivni spocetnost. Tedy prinik a sjednoceni rekurzivné spocetnych mnozin je
rekurzivné spocetna mnozina. Stejné pro predikity.
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Dikaz

Pro prunik spustime oba programy soucasné a ¢ekame, az se oba zastavi. Pro sjednoceni ¢ekdme, az se zastavi alespon
jeden.

Forméalné pro prunik ((w)s; znamend to, Ze w koduje usp. dvojici a vybirdme z ni prvni prvek; to je PRF):
51Tk (a, &, w1) A Fs2Ty(b, &, we) < Jw(Tk(a, &, (w)21) A Tk(b, Z, (w)2,2)). Uvedeny predikat je rekurzivné spoletny,
tedy ma néjaky index, tj. ekvivalence pokracuje: JwTky2(e, a,b, T, w) < JwTk(sz2(e, a,b), T, w)

Poznamka

Konjunkce a disjunkce tedy rek. spocetnost zachovavaji, o negaci (tj. doplitku) to ale uz samoziejmeé neplati.

Véta (Kvantifikace a rek. spoéetnost)

Omezend kvantifikace (Vy),<; a existen¢ni kvantifikace (pro k > 2) zachovévaji rekurzivni spocetnost.

Dikaz

Neforméalné: omezeny kvantifikator lze zkontrolovat for cyklem.
Formalné: (Vy)y<¢ 3s: Ti(e,x1,...,Tk—1,Y,s) < T kod (t+1)-tice w: (Vy)y<i Tr(e, T1,. .., Th=1,Y, (W)it+1,y)-

y muzeme zkouSet primitivni rekurzi, w minimalizaci, dostdvame tedy rekurzivné spocetny predikat, ktery ma néjaky
index b, dale miZeme pouzit S-m-n vétu. s : Ty11(b, e, z1,...,Tk-1,t,8) < Is: Tp(s1(b,€),21,...,2k—1,1,8).

Pro existen¢ni kvantifikdtor je situace jesté jednodussi. Kvantifikaci pfes dvé proménné prevedeme na kvantifikaci
pies jednu, kterou budeme povaZovat za kod dvojice a v predikdtu potom vydélime jednotlivé slozky (a pouZijeme
op&t S-m-n vétu). Dostavame predikat k—1 proménnych, proto je ve vété poZadavek na minimalni velikost k > 2.

Jy:3s: Tple,x1,...,T6-1,Y,5) © Jw : Tp(e,x1, ..., Th—1, (W)21, (W)2,2)
& Js: Ti(bye, a1, ... xp—1,8) < Is: Tp—1(s1(b,e), x1,...,2f—1,5)

Poznamka

Neomezena obecna kvantifikace (V) rekurzivni spocetnost nezachovéava.

Vé&ta (O selektoru)

Necht @ je RSP k + 1 proménnych. Potom existuje CRF o k proménnych takovéa, zZe:
@(xla e ;xk)\L® Hy : Q(xla e 7xk7y)

So(mlw"axk)\l/: Q(xla'"axk7()0(x17"'7xk))

Véta ik, ze pro kazdy rekurzivné spocetny predikat existuje CRF takov4, 7e konverguje, pravé kdyz existuje y
spliujici predikat. Tato funkce navic pfimo vraci jedno takové y, pro které predikat plati. Tato ¢ je selektor na grafu

Q.

Dikaz

Déno Z, hledame nejmensi dvojici (y, s) takovou, zZe za s kroku ovéfime, ze Q(Z,y) (tj. program pro @ konverguje za
s krokt). Pak vydame y.

Obecné: univerzalni vyjadreni RSP 3s : Tri1(e, &,y, s), hledime nejmensi w (kod dvojice) takové, ze o(Z) =~
(i Thy1(e, Z, (w)2,1, (wW)2,2))2,1. Funkce ¢ vraci prvni slozku z prvni dvojice, kterou najde (v usporadani daném nasim
kodovanim dvojic).

Véta (Vztah CRF a RS grafii)

Funkce je CRF < mé rekurzivné spoletny graf.

Dikaz

Je-li ¢ CRF, je jeji graf rekurzivné spocetny: (z1,..., x5, y) € Graf < Js: za s krokt program konverguje.
Opacng, je-li graf funkce ¢ rekurzivné spocetny, je selektor na ném CRF, ale selektor na grafu funkce je pfimo ona
funkce.
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Véta (Postova)
Mnozina M je rekurzivni, pravé kdyz M i M jsou rekurzivné spocetné.
Predikit @ je ORP, pravé kdyz @ i —Q jsou RSP.
Diikaz
“=": Trivialni. o
“<: Intuitivné: M = dom(Py), M = dom(P,). Pustime oba programy soucasné a ¢ekiame, ktery se zastavi. Zastavi
se pravé jeden.

Formélné: (x € M Ay =1)V (x € M Ay = 0) je rekurzivné spocetny predikat, selektor na ném je ORF, ktera je
charakteristickou funkci pro M.

7.4 Generovani rekurzivné spoc¢etnych mnozin

Lemma (Rek. spo&etnia mnoZina je obor hodnot CRF)

Kazda rekurzivné spocetnd mnozina je oborem hodnot néjaké CRF.

Dikaz

Pro kazdou mnozinu W, vytvorime mnozinu dvojic R = {{y,y) : y € W, }. Mnozina R je rekurzivné spoCetna, tedy
mé CRF selektor ¢, plati dom(p) = rng(yp) = W,.

Myslenka toho dikazu je, Zze body, kde ¢, konverguje, vyneseme na diagonélu a vytvoiime selektor. Jeho defini¢ni
obor bude zarovén jeho oborem hodnot.
Véta (CRF odpovida Rek. spo&etnym mnoZinam)

Kazdy obor hodnot CRF je rekurzivné spocetnd mnozina.

Dikaz

Mame CRF g a jeji obor hodnot. Zkonstruujeme pseudoinverzni funkciv h k CRF g, tj. funkci takovou, ze dom(h) =
rng(g) a to tak, Ze vyrobime RS predikit Q(z,y) < g(z) ~ y a to ma CRF selektor, ktery hledame — h.

Definice (Usekova funkce)

Funkce f je tisekova, jestlize jejim defini¢nim oborem je pocatecni tsek N (nebo celé N).

Véta (Rek. mnoziny a usekové CRF)

Rekurzivni mnoziny jsou pravé obory hodnot rostoucich dsekovych CREF.

Diikaz

= Definujeme CRF f, ktera bude rostouci a tsekova.
o Zatneme f(0) ~ pu,(x € M).
e Dale f(n+1) = p,(y > f(n) Ay € M)
<: Mame f rostouci usekovou CREF.

1. V piipads, Ze je f ma konefné dom (tohle ale nejsme schopni efektivné rozpoznat!), vime jak, zname D = dom/(f)
a tedy rng(f) je rekurzivni.

2. V pripadg, 7ze je f je v8ude definovana (totalni): y € M = rng(f) & Jz: (f(z) =) © <y : (f(z) =y)
Posledni ekvivalence plati, protoZe f je rostouci a usekova. Tedy y € M < y € {f(0),..., f(y)}.
Véta (O generovani)
Méjme nekone¢nou mnozinu M. Potom:
e Mnozina M je rekurzivni, pravé kdyz M lze generovat rostouci ORF.

e Mnozina M je rekurzivné spocetnd, pravé kdyz M lze generovat prostou ORF.
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Dikaz

Dusledek piedchozi, resp. nasledujici véty.

Véta (Rek. spoetné mnoZiny a prosté tisekové CRF)

Rekurzivné spocetné mnoziny jsou pravé obory hodnot prostych tsekovych CRF.

Dikaz

“&” Vime, obor hodnot CRF je rekurzivné spocetna mnozina (z véty o tom, ze CRF odpovidaji RSM).

“=7: M&me CRF ¢ (M = rng(p) pro ndjaké ¢, z lemmatu o tom, ze RSM je obor hodnot CRF).

Dukaz provedeme pomoci rekurzivni mnoziny B = {(z, s) : ¢(x)] pfesné za s krokt } . Je vidst, ze kazdé = bude
pouze v jednom z para (z, s).

Mnozinu B lze, protoze je rekurzivni, generovat pomoci rostouci tsekové CRF h. Funkce h generuje dvojice,
definujeme tedy g(z) ~ (h(x))2,1. Ziejmé& g je prosté, usekova a CRF (a generuje rng(p)).
Dusledek

Kazdé nekone¢néa rekurzivné spocetnd mnozina obsahuje nekonecnou rekurzivni podmnozinu.

Dikaz
Mgjme f, ktera prosté generuje M. Vyber rostouci podposloupnost. Ta je rekurzivni.
g(0) = £(0)
gn+1) = f(u;(f(4) > g(n)))

Obor hodnot g je nekone¢né rekurzivni mnozina a je podmnozinou M.
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