
Kapitola 10

Státnice - Stromové vyhledávací struktury

10.1 Binární vyhledávací stromy

De�nice

Binární vyhledávací strom T reprezentující mnoºinu prvk· S z (uspo°ádaného) univerza U je úplný strom (tj.
v²echny vnit°ní vrcholy mají 2 syny), ve kterém existuje bijekce mezi mnoºinou S a vnit°ními vrcholy taková, ºe pro
v vnit°ní vrchol stromu platí:

• v²echny vrcholy podstrom· levého syna jsou ≤ v

• v²echny vrcholy podstrom· pravého syna jsou > v.

Listy reprezentují jednotlivé intervaly mezi vnit°ními vrcholy. M·ºeme je vynechat, ale s nimi je to (jak pro koho)
logi£t¥j²í.

Základní operace na stromech

• MEMBER � test, zda prvek x je obsaºen ve strom¥ (vyhledání, zpravidla s vyuºitím invariantu )

• INSERT � vloºení prvku x do stromu

• DELETE � odebrání prvku x ze stromu

• MIN, MAX, ORD � nalezení prvního, posledního, k-tého nejv¥t²ího prvku

• SPLIT � rozd¥lení stromu podle x, které vyhodí, je-li ve strom¥

• JOIN � spojení dvou strom· (jsou dv¥ verze, s p°idáním prvku navíc, nebo bez n¥ho)

Obecná (nevyváºená) implementace

• INSERT: najít list reprezentující interval, kam vkládám, ud¥lat z n¥j normální uzel se vkládanou hodnotou a
dát mu dva listy s podintervaly.

• DELETE: najdu vrchol, má-li jednoho syna-lista, pak druhý syn ho nahradí na jeho míst¥, jinak najdeme a
dáme na jeho místo nejmen²í v¥t²í vnit°ní vrchol, jehoº levý syn je list, a pravého syna tohoto vrcholu dáme na
jeho místo.

• SPLIT: procházím stromem a hledám x, ost. prvky házím cestou do dvou strom· T1, T2, ve kterých si vºdy
uchovávám ukazatel na list, místo kterého vkládám (odkrojím syna, ve kterém hledám dál, místo n¥j vloºím list,
na který si pamatuju ukazatel).

• JOIN: s prvkem navíc, triviální � spojím stromy jako 2 syny nového prvku.

Tato struktura sama nepodporuje efektivní ORD, je nutné p°idat navíc poloºky, které ur£ují po£et list· v pod-
stromu kaºdého vrcholu. ORD je pak jen jde do pravých syn· a p°i£ítá levé podstromy kdyº m·ºe, jinak jde do levého
syna (a nep°i£te nic).

1



2 KAPITOLA 10. STROMY

Analýza algoritm·

De�nujme si pomocné hodnoty λ, π jako hodnoty nejbliº²ího men²ího (lev¥j²ího), resp. v¥t²ího (prav¥j²ího) prvku na
vy²²í úrovni, nebo −∞, resp. +∞, pokud tyto prvky neexistují.

Korektnost vyhledávání: Je-li T ′ podstrom t ∈ T , pak T ′ reprezentuje S ∩ (λ(t), π(t)) (a je to nejv¥t²í interval
nezastoupený mimo T ′). Pak pro vyhledání vrcholu x platí λ(t) < x < π(t), vy²et°uji-li vrchol t.

Díky tomu je korektní MEMBER a INSERT. U DELETE musím dokázat korektnost p°ípadu s p°ehazováním
vrchol· (dostávám bin. strom reprezentující S \ {x}).

Korektnost MIN, MAX, JOIN je z°ejmá, u SPLIT plyne z korektnosti hledání a toho, ºe moje ozna£ené listy
jsou nejlev¥j²í, resp. nejprav¥j²í.

Korektnost ORD plyne z toho, ºe v kaºdém kroku je k-tý prvek p°edstavován tolikátým v po°adí vrchol· akt.
vy²et°ovaného podstromu, kolik mi zbývá p°i£íst.

Sloºitost: Zpracování 1 vrcholu je vºdy O(1) a alg. se pohybuje po n¥jaké cest¥ od ko°ene k listu, která má O(h),
kde h je vý²ka stromu.

Vyvaºování

Chceme-li pro zachování efektivity operací zajistit, ºe vý²ka bude O(log |S|), p°idáme pro strom dal²í podmínky, které
bude muset spl¬ovat a operace je zachovávat.

Obrázek 10.1: Rotace

Pro vyvaºovací operace, které se snaºí zachovat logaritmickou vý²ku, se pouºívá pomocný algoritmusROTACE(u, v):

1. Vezmu v, jeho pravého syna u a podstromy (zleva) A,B,C.

2. P°ehodím v pod u, upravím ukazatel v otci a p°eházím podstromy.

Existuje i symetrický p°ípad, kdy se postupuje p°esn¥ opa£ným sm¥rem. N¥kdy se této dvojici operací °íká LL-
ROTACE a RR-ROTACE.

Obrázek 10.2: Dvojrotace

Dal²í pot°ebný algoritmus je DVOJROTACE(u, v, w):

1. Vezmu u, jeho levého syna v a pravého syna v � w

2. Se°adím je tak, ºe w je otec obou, u vpravo a v vlevo.

3. P°itom op¥t upravím ukazatele v nad°ízeném uzlu a p°epojím podstromy.

Taky existuje symetrický p°ípad. Jiné ozna£ení je LR-ROTACE a RL-ROTACE.
U obou operací lze aktualizovat i po£ty list· v podstrom¥ a ob¥ pracují v O(1).
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Alternativy k vyvaºování

Je velká pravd¥podobnost, ºe i bez vyvaºování strom z·stane O(log |S|) vysoký a operace na n¥m m·ºou tak (bez
vyvaºování) b¥hat i rychleji. Proto existují i pravd¥podobnostní postupy, nahrazující vyvaºování znáhodn¥ním posloup-
ností operací. Dal²í moºnost jsou samoopravující struktury � operace samy bez dal²ích uchovávaných dat obstarávají
vyvaºování, existuje strategie, která zajistí dobré chování bez ohledu na data. Nebo se sleduje chování struktury, a
kdyº za£ne být p°íli² pomalá, vytvo°í se nová � vyváºená. Poslední moºnost je upravit dat. strukturu podle známého
pravd¥podobnostního rozd¥lení dat.

AVL-stromy

AVL-stromy (Adel'son, Velskii, Landis) jsou nejstar²í vyváºené stromy, dodnes oblíbené, jednodu²e de�nované, ale
detailn¥ technicky sloºité.

Podmínka AVL pro vyvaºování: Vý²ka pravého a levého podstromu lib. vrcholu se li²í max. o 1.
De�nice: η(v) � vý²ka vrcholu (délka nejdel²í cesty z vrcholu do list·), ω(v) � rozdíl vý²ek levého a pravého

podstromu (∈ {−1, 0, 1}). Uchovávat pot°ebuji jenom ω.

Logaritmická vý²ka

Vý²ka celého stromu (η(ko°en)) vychází z toho, ºe podstrom AVL stromu je vºdy AVL strom. Vezmeme rekurzivní
vztahy pro nejv¥t²í a nejmen²í mnoºinu uzl· v AVL stromu vý²ky i:

Nejmen²í: mn(i) = mn(i− 1) +mn(i− 2) + 1

Nejv¥t²í: mx(i) = 2mx(i− 1) + 1

Indukcí dokáºeme, ºe mx(i) = 2i − 1 a mn(i) = Fi+2 − 1, kde Fi je i-té Fibonacciho £íslo (pro ty platí vzorec
Fi+2 = Fi+1 + Fi). Víme, ºe limi→∞ Fi =

√
5( 1+

√
5

2 )−i a z toho zlogaritmováním plyne pro AVL-strom o vý²ce i s n
prvky:

log

(
c1√

5

)
+ (i+ 2) log

(
1 +
√

5

2

)
< log(n+ 1) < i

A tedy 0.69i < log(n+ 1) < i, takºe i = Θ(log n).

Operace na AVL stromech

Operace MEMBER je stejná jako pro nevyváºené.
INSERT se musí po b¥ºném vloºení zabývat vyvaºováním. Jde zp¥t ke ko°eni a hledá, který nejniº²í vrchol x nemá

po vloºení vyváºené ω, p°i£emº cestou upravuje ω. Na vrcholu x se provede vhodná ROTACE nebo DVOJROTACE,
coº zajistí vyváºenost (existuje n¥kolik podp°ípad·).

Operace DELETE odstraní vrchol a pak vyvaºuje podobn¥ jako INSERT, ale pot°ebuje víc operací (aº O(log |S|)
rotací). Asymptotická sloºitost je ale stejná � logaritmická.

�erveno-£erné stromy

�erveno-£erný strom má tyto £ty°i povinné vlastnosti:

1. Kaºdý uzel má de�novanou barvu, a to £ernou nebo £ervenou.

2. Kaºdý list je £erný.

3. Kaºdý £ervený vrchol musí mít oba syny £erné.

4. Kaºdá cesta od libovolného vrcholu k list·m v jeho podstrom¥ musí obsahovat stejný po£et £erných uzl·. Pro
£erveno-£erné stromy se de�nuje £erná vý²ka uzlu (bh(x)) jako po£et £erných uzl· na nejdel²í cest¥ od uzlu k
listu.

Garantování vý²ky

Podstrom libovolného uzlu x obsahuje alespo¬ 2bh(x) − 1 interních uzl·. Díky tomu má £erveno-£erný strom vý²ku
vºdy nejvý²e 2 log(n+ 1) (kde n je po£et uzl·). (D·kaz prvního tvrzení indukcí podle h(x), druhého z prvního a t°etí
vlastnosti £erveno-£erných strom·)
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Algoritmy

U algoritm· INSERT a DELETE jde také o vloºení a následné vyvaºování. Bez poru²ení vlastností £erveno-£erných
strom· lze ko°en vºdy p°ebarvit na£erno, m·ºeme pro n¥ p°edpokládat, ºe ko°en stromu je vºdy £erný.

INSERT vypadá následovn¥:

• Vloºený prvek se p°ebarví na£erveno.

• Pokud je jeho otec £erný, m·ºeme skon£it � vlastnosti strom· jsou spln¥né. Pokud je £ervený, musíme strom
upravovat (p°edpokládejme, ºe otec p°idávaného uzlu je levým synem, opa£ný p°ipad je symetrický):

� Je-li i strýc £ervený, p°ebarvit otce a strýce na£erno a p°enést chybu o patro vý² (je-li d¥d £erný, kon£ím,
jinak m·ºu pokra£ovat aº do ko°ene, který uº lze p°ebarvovat beztrestn¥).

� Je-li strýc £erný a p°idaný uzel je levým synem, ud¥lat pravou rotaci na d¥dovi a p°ebarvit uzly tak, aby
odpovídaly vlastnostem strom·.

� Je-li strýc £erný a p°idaný uzel je pravým synem, ud¥lat levou rotaci na otci a p°evést tak na p°edchozí
p°ípad.

DELETE se provádí takto:

• Skute£n¥ odstran¥ný uzel (z p°epojování � viz obecné vyhledávácí stromy) má max. jednoho syna. Pokud od-
stra¬ovaný uzel byl £ervený, neporu²ím vlastnosti strom·, stejn¥ tak pokud jeho syn byl £ervený � to °e²ím
p°ebarvením toho syna na£erno.

• V opa£ném p°ípad¥ (tj. syn odebíraného � x � je £erný) musím ud¥lat násl. úpravy (p°edp., ºe x je levým synem
svého nového otce, v opa£ném p°ípad¥ postupuji symetricky):

� x prohlásím za �dvojit¥ £erný� (�porucha�) a této vlastnosti se pokou²ím zbavit.

� Pokud je (nový) bratr x (bu¤ w) £ervený, pak má 2 £erné syny � provedu levou rotaci na rodi£i x, prohodím
barvy rodi£e x a uzlu w a p°evedu tak situaci na jeden z násl. p°ípad·:

∗ Je-li w £erný a má-li 2 £erné syny, prohlásím x za £erný a p°ebarvím w na£erveno, rodi£e p°ebarvím
bu¤ na £erno (a kon£ím) nebo na �dvojit¥ £ernou� a propaguji chybu (mohu dojít aº do ko°ene, který
lze p°ebarovat beztrestn¥).
∗ Je-li w £erný, jeho levý syn £ervený a pravý £erný, vym¥ním barvy w s jeho levým synem a na w pouºiji
pravou rotaci, £ímº dostanu poslední p°ípad:
∗ Je-li w £erný a jeho pravý syn £ervený, p°ebarvím pravého syna na£erno, odstraním dvojit¥ £ernou z
x, provedu levou rotaci na w a pokud m¥l p·vodn¥ w (a x) £erveného otce, p°ebarvím w na£erveno a
tohoto (te¤ uº levého syna w) p°ebarvím na£erno.

MIN a MAX jsou stejné jako pro nevyváºené.
JOIN (s prvkem navíc): mám-li £ernou vý²ku u obou stejnou, není co °e²it, pokud ne, projdu po tom s v¥t²í bh(x)

do patra, kde se vý²ky rovnají, p·j£ím si p°ísl. podstrom a slepím s ním, vrátím celek zpátky a aplikuji vyvaºování,
jako kdybych vloºil 1 prvek (poru²ím vý²ku max. o 1).

SPLIT: rozhazuji podstromy do zásobník·, odkud je pak slepuji operací JOIN.
Kaºdý algoritmus pracuje jen s vrcholy na jedné cest¥ od ko°ene k list·m a s kaºdým d¥lá konstantn¥ £inností, takºe

v²echny algoritmy mají logaritmickou sloºitost. DELETE volá max. 2 rotace nebo 1 rotaci a 1 dvojrotaci, INSERT
zase max. 1 rotaci nebo dvojrotaci (i kdyº p°ebarvovat m·ºou rekurzivn¥ aº do ko°ene).

Váhov¥ vyváºené stromy (BB-α)

Dnes jsou uº na ústupu, ale ob£as se je²t¥ pouºívají. M¥jme 1/4 < α < 1−
√

2/2, ozna£me p(T ) po£et list· ve strom¥
T . Pak strom je BB-α, kdyº

α ≤
p(Tlevý(v))

p(Tv)
≤ 1− α

pro Tv jako podstrom ur£ený (kaºdým) vrcholem v. O BB-α stromech platí, ºe:

vý²ka(T ) ≤ 1 + log(n+1)−1
log 1

1−α

Takºe jsou také vyváºené a operace mají zaru£enou logaritmickou hloubku, vyvaºuje se na nich také rotacemi a
dvojrotacemi. Vºdy totiº existuje α ≤ d ≤ 1− α takové, ºe kdyº mám strom, jehoº oba podstromy spl¬ují vlastnosti
a navíc p(Tl)/p(T ) ≤ α a p(Tl)/p(T ) − 1 nebo p(Tl) + 1/p(T ) + 1 vyhovuje, vezmu ρ = p(T ′)

p(Tr)
, kde T ′ je ur£en levým

synem Tr, a pro ρ ≤ d provedu ROTACE(T , Tr), jinak DVOJROTACE(T , Tr, T ′) a dostanu BB-α strom (bez d·kazu).
Opa£ný p°ípad je popsaný symetricky.

Mají p¥knou vlastnost, kv·li které se pouºívaly: pro ∀α existuje c > 0 takové, ºe kaºdá posloupnost k operací
INSERT a DELETE volá max. c · k rotací a dvojrotací.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Obecn.C3.A1_.28nevyv.C3.A1.C5.BEen.C3.A1.29_implementace
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10.2 B-Stromy a jejich varianty

(a,b)-stromy

(a, b)-strom pro a ≤ b p°irozená je strom T , který spl¬uje následující podmínky:

• kaºdý vnit°ní vrchol v stromu T r·zný od ko°ene t má alespo¬ a a nejvíc b syn·

• v²echny cesty od ko°ene k list·m mají stejnou délku

Tato de�nice je ale pro praktické ú£ely p°íli² obecná � budeme chtít navíc podmínky:

• a ≥ 2 a b ≥ 2a− 1

• ko°en je bu¤ list nebo má alespo¬ 2 a nejvíc b syn·

Takový (a, b)-strom existuje pro kaºdý p°irozený po£et list·, jeho vý²ka je mezi logb n a 1 + loga(n
2 ), tedy O(log n).

Indukcí: strom o vý²ce h má 2ah−1 ≤ n ≤ bh list· (p°idáním h-té hladiny do stromu s k listy dostaneme strom s
ka ≤ n ≤ kb listy.

Reprezentace mnoºiny

Strom reprezentuje n¥jakou mnoºinu S (prvk· z univerza U), kdyº mám bijekci mezi uspo°ádáním S a lexikogra�ckým
uspo°ádáním list·.

Kaºdý vnit°ní vrchol v obsahuje informaci o po£tu syn· ρ(v), pole ukazatel· na syny Sv a pole Hv prvk· z U
takových, ºe i-tý je nejv¥t²í v S reprezentovaný v podstrom¥ i-tého syna. Listy mají jen sv·j prvek.

Pro kaºdý prvek krom¥ nejv¥t²ího existuje vnit°ní vrchol, který obsahuje jeho klí£, proto lze listy i vynechat a
ukládat data ve vnit°ních vrcholech (coº ale není moc p°ehledné). Vrcholy m·ºou mít i odkaz na otce, nebo si otce
m·ºu pamatovat p°i pr·chodech dol· (na vrcholech, ke kterým jsem nedo²el od ko°ene, otce nepot°ebuju).

Algoritmy

Máme pomocnou funkci VYHLEDEJ, který do hloubky projde stromem a vrátí nejbliº²í v¥t²í k n¥jakému prvku
(nebo prvek sám, je-li ve strom¥). Základní operace:

• MEMBER: p°ímo pouºije onu pomocnou operaci a pak zjistí, jestli na²el, co hledal

• INSERT: vyhledám místo kam, pokud tam prvek není, vytvo°ím nový list, p°ipojím na správné místo do Sv a
postupn¥ nahoru ²t¥pím, je-li pot°eba, extrémn¥ roz²t¥pím ko°en.

• DELETE: najdu prvek, najdu, kam je pov¥²ený a to jedno polí£ko v Sv a Hv zru²ím, opravím ρ, pokud dostanu
mén¥ neº a syn· v uzlu, spojím s bezprost°edním bratrem (má-li ten práv¥ a syn·), nebo p°esunu n¥jaký list z
bratra do mého uzlu.

Oba algoritmy pracují v O(log |S|) v nejhor²ím p°ípad¥.
JOIN (bez prvku navíc): P°epokládá maxS1 < minS2. Je-li h(T1) ≥ h(T2), najde v T1 hladinu o 1 nad p°ipojení

a v ní nejv¥t²í prvek / vytvo°í nadko°en T1 v p°ípad¥ rovnosti, slije do n¥j prvky obou ko°en· a p°ípadn¥ provede
²t¥pení. Jinak hledá a p°ipojuje v T2. Pot°ebuje £as O(|h(T1)− h(T2)|).

SPLIT: Prochází postupn¥ dol·, rozd¥luje uzly (podstromy s prvky < x, resp. ≥ x) a hází výsledky do 2 zásobník·.
Pokud odd¥lí více neº 1 krajní prvek, hodí na zásobník strom, jehoº ko°en je práv¥ odd¥lená £ást uzlu, jinak na zásobník
dává podstrom onoho krajního prvku. Tak pokra£uje aº k list·m, pokud tam najde p°ímo x, tak ho vyhodí. Stromy ze
zásobník· spojí postupným voláním JOIN � v 1 zásobníku jsou max. 2 stromy stejné vý²ky, celkem jich je k ≤ 2 loga |S|
a jejich zpracování trvá O(

∑k−1
i=1 (h(Ti)− h(Ti+1) + 1)) = O(h(T1) + k).

ORD: S takovouto reprezentací efektivn¥ nejde, proto musíme navíc ∀ uzel udrºovat pole Pv s po£ty vrchol· v jeho
jednotlivých podstromech a p°i vkládání a odebírání ho pr·b¥ºn¥ aktualizovat. Pak v ORD procházím do hloubky a
postupn¥ p°i£ítám velikosti p°esko£ených podstrom· (pokud bych se p°i£tením dal²ího dostal k 0, jdu na niº²í hladinu).

Implementace

• Pro vnit°ní pam¥´ se doporu£uje a = 2− 3 a b = 2a, pro vn¥j²í a ≈ 100 a b = 2a (tj. v obou p°ípadech vlastn¥
B-stromy).

• P°i p°ístupu více uºivatel· ke struktu°e je problém s aktualiza£ními operacemi � zamykání celého stromu není
efektivní: pouºije se vyvaºování shora dol·: algoritmus INSERT zamkne uzel, jeho otce a syny. Pak pokud je
po£et syn· = b, roz²t¥pí ho (p°edem), nebude se pak uº ²t¥pit zpátky.

� Aby tohle fungovalo (abych m¥l ≥ a syn· v²ude), je nutné b ≥ 2a.
� Podobn¥ funguje DELETE � najde-li uzel s a syny, provede �preventivn¥� slití nebo p°esun.
� Provádí se tak víc slití a ²t¥pení neº v p·vodní variant¥, ale asymptoticky je to furt stejné.
� Pro takovéto struktury na externí pam¥ti se doporu£uje a ≈ 100 a b = 2a+ 2.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#B-stromy
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B-Stromy

B-strom °ádu m je vlastn¥ (a, b) strom pro a = m
2 a b = m . V ur£itých implementacích se ov²em data nacházejí uº ve

vnit°ních vrcholech, potom má kaºdý uzel vºdy o 1 mén¥ datových záznam· neº potomk·. Pokud jsou data uloºena
aº v listech, jedná se o Redundantní B-strom.

Implementa£ní detaily:

• N¥kdy jdou z uzl· na data jen pointery, listy m·ºou mít jinou (jednodu²²í) dat. strukturu neº vnit°ní uzly.

• Pro implementaci je vhodné pamatovat si celou aktuáln¥ procházenou v¥tev v n¥jakém bu�eru.

• V redundantních stromech nemusím p°i odstran¥ní dat odstra¬ovat klí£ ve vnitrnich uzlech (lze podle toho hledat
i kdyz to tam neni).

• Vylep²ení � vyvaºování stránek� p°i p°ete£ení stránky se nejd°ív dívám, jestli není volno v sousedních. Pokud
ano, p°erozd¥lím a upravím klí£e � zaru£uje lep²í zapln¥ní, ale je pomalej²í. Podobn¥ je moºné vyvaºovat po£ty
se sousedy v p°ípad¥ vyhazování (i kdyº nemerguju).

Dal²í varianty

B* stromy � Na základ¥ vyvaºování stránek zp°ísníme podmínky na po£et uzl·: Ko°en ma min. 2 potomky, ost. uzly
minimáln¥ d(2m−1)/3e potomk·, v²echny v¥tve jsou stejné dlouhé. �t¥pení se odkládá, dokud nejsou sourozenci plní,
potom se ²t¥pí bu¤ 2 do 3 (jen s jedním sourozencem), nebo 3 do 4 (s ob¥ma) uzl·. P°i odebírání se slévají 3 uzly do
2 (nebo 4 do 3). �t¥pení a slévání jde zesloºitit je²t¥ na víc stránek.

Odloºené ²t¥pení � pouºívá stránku p°ete£ení, vkládá znova, aº kdyº se naplní. Stránka p°ete£ení m·ºe být
jedna pro jeden listový uzel, nebo ji m·ºe sdílet n¥jaká skupina list· � ²t¥pí se, aº kdyº jsou v²echny listy i p°ete£ení
zapln¥né. Tedy pokud má strom víc neº 1 úrove¬, má v²echny listy zapln¥né (za p°edpokladu nepouºití DELETE).
S odebíráním musím i slévat a ²t¥pit skupiny � jejich velikost není pevná.

Pre�xové stromy � pro redundantní B-stromy; klí£e jsou co nejkrat²í °et¥zce nutné k odli²ení list·, nikoliv celé
hodnoty, které se nacházejí aº v listech. P°i vkládání a ²t¥pení stránek se n¥jakou heuristikou hledá nejkrat²í pre�x,
který by dv¥ vznikající stránky odd¥lil. Mazaní a slévání � ºádná zm¥na. Dal²í zkrácení � u potomk· se neopakuje
p°edpona klí£e, kterou ma rodi£ � to ale hodn¥ zvý²í nároky na CPU.

B+ stromy � pro intervalové dotazy: zrychlení tím, ºe z°et¥zíme vºdy uzly v jedné hladin¥ (a nebo jenom listy),
tj. p°idáme do uzl· ukazatele na levého a pravého souseda.

Hladinov¥ propojené (a,b)-stromy s prstem (Finger trees) � pro vyhledávání navíc je²t¥ p°idáme odkaz
na otce do kaºdého uzlu a pro celou strukturu jeden �prst� � odkaz na n¥jaký list. Vyhledávání za£íná od prstu a
postupuje nahoru, dokud nenajde podstrom, v n¥mº by m¥l být hledaný prvek; potom se spustí dol·. Pokud je prvek
poblíº prstu, je to rychlej²í neº klasická varianta. Typicky máme funkci nastevní prstu na n¥jaký prvek a pokud se
motáme v jeho okolí, vyjde to lépe.

Prom¥nná délka zaznam· � modi�kace pro záznamy r·zné délky: ne²t¥pit podle po£tu záznam·, ale na zhruba
1/2 podle velikosti. Podmínka existence uzlu: sou£et délek záznam· v n¥m je ≥ B/2 kde B je délka uzlu(stránky) (pro
B* stromy 2B/3). Problémy: dlouhé klí£e mají tendenci propadávat ke ko°eni, tím se zmen²uje arita stromu; m·ºe se 1
stránka ²t¥pit i na 3 (pokud vkládám záznam del²í nez 1/2 stránky); vloºením záznamu m·ºe dojít ke zmen²ení stromu
(jak, to se ve skriptech nepí²e :( ) Nejde vyrobit nezávislé INSERT a DELETE, °e²ení: univerzální alg. nahrazování
°et¥zce °et¥zcem, INSERT a DELETE jsou jeho spec. p°íp. �e²eni sniºování arity stromu: minimalizace délky klí£·
(nalezeni klí£e min. délky, která navíc spl¬uje min. napln¥ni) � pro B* stromy docela sloºité.

Amortizované odhady po£t· ²t¥pení a slití a vyváºení

Obecn¥ m·ºe INSERT volat aº log(|S|)-krát ²t¥pení a DELETE log(|S|)-krát slití a jedno vyváºení (p°esun).
Za£ínáme-li s prázdným stromem a m¥°íme na n¥jaké posloupnosti n operací, zjistíme, ºe jde amortizovan¥ o O(1).

D·kaz pro (2, 4)-stromy:

• Pouºijeme bankovní metodu, kdy INSERT bude stát dv¥ jednotky a DELETE jednu.

• Za ²t¥pení a slití pak budeme platit vºdy jednu jednotku, vyváºení nebude stát nic, protoºe je v kaºdémDELETE
voláno max. jednou a asymptoticky nic nezkazí.

• V jednotlivých uzlech stromu budeme udrºovat následující po£ty jednotek podle stupn¥ uzl· (p°idáváme i stupn¥
1 a 5, které mají uzly t¥sn¥ p°ed ²t¥pením a sléváním):

ρ(v) 1 2 3 4 5
jednotek 2 1 0 2 4

• Potom INSERT a DELETE bez ²t¥pení díky své cen¥ udrºují (ob£as i p°eplácí) správné stavy jednotek v
uzlech � sníºení stupn¥ stojí max. 1 a zvý²ení max. 2 jednotky.
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• Dojde-li ke ²t¥pení uzlu stupn¥ 5 do uzl· stup¬· 3 a 2, £ty°i jednotky se zaplatí: jedna za rozd¥lení, jedna na
ú£et nového uzlu stupn¥ 2 a (max.) dv¥ za zvý²ení stupn¥ rodi£e.

• Dojde-li k vyvaºování (p°esunu), máme 2 jednotky, coº nám sta£í k vytvo°ení dvou uzl· stupn¥ 2 ze stup¬· 1 a
3 a p°ebývá nám p°i vyváºení uzl· stup¬· 1 a 4.

• Sléváme-li uzly stupn¥ 1 a 2, máme 3 jednotky celkem: jednou zaplatíme vlastní slití, jednou sníºení stupn¥
rodi£e a jedna zbyde.

Protoºe v²echny moºnosti zachovávají invariant, je vid¥t, ºe celkem bude max. 2n operací slití a ²t¥pení. D·kaz
(prý) jde roz²í°it i na libovolné a a b ≥ 2a (podle m¥ by m¥lo sta£it zachovat ceny za operace a po£ty jednotek v
krajních p°ípadech).

Pro b = 2a− 1 lze bohuºel jednodu²e nalézt takové posloupnosti operací, kde po£et slití a ²t¥pení je O(n log n), to
samé, máme-li paralelní operace p°i b = 2a+ 1. Proto se doporu£uje 2a, resp. 2a+ 2.

V hladinov¥ propojeném strom¥ platí, ºe posloupnost n operací MEMBER, INSERT, DELETE a PRST vyºaduje
O(log n+ £as na vyhledání prvk· ).

10.3 Trie

Trie je vlastn¥ stromová reprezentace slovníku. Její ozna£ení z°ejm¥ pochází od slova �retrieval�. Jejím úkolem je
reprezentovat mnoºinu S ⊆ U , kde U je tvo°eno v²emy slovy nad abecedou Σ, |Σ| = k o délce l. Na této mnoºin¥
budeme provád¥t operace MEMBER, INSERT a DELETE.

Poºadavek na délku se pouºije pouze u odhad· na sloºitost algoritm·. Ve skute£nosti ale není omezující � slova
m·ºeme vºdycky doplnit n¥jakými znaky mezery nebo lehce algoritmy upravit, aby s krat²ími slovy po£ítaly.

Základní varianta

De�nice

Trie je strom takový, ºe kaºdý vnit°ní vrchol má k syn·, odpovídajících v²em znak·m abecedy. Kaºdému vrcholu lze
rekurzivn¥ p°i°adit slovo nad abecedou Σ následujícím zp·sobem:

• Ko°eni pat°í prázdné slovo λ.

• a-tému synu pat°í slovo otce dopln¥né o a (kde a je libovolné písmeno).

Pro kaºdý vnit°ní vrchol trie musí platit, ºe tento vrchol je pre�xem n¥jakého slova z reprezentované mnoºiny S.
Kaºdý list obsahuje jeden bit, který udává p°ítomnost nebo nep°ítomnost slova, které p°edstavuje, v mnoºin¥ S.

Je vid¥t, ºe taková struktura je dost pam¥´ov¥ náro£ná � kaºdý vrchol pot°ebuje pam¥´ O(k) a celkem máme aspo¬
tolik vrchol·, co bod· mnoºiny, násobeno délkou cesty k nim, tedy O(kl|S|).

Operace

MEMBER je velice jednoduchý � postupn¥ sestupuje stromem podél syna, který odpovídá i-tému písmenu hledaného
slova v i-tém kroku. Pokud se dostane do listu d°ív neº dojde na konec slova, skon£í neúsp¥chem. Jinak vrátí informaci
o p°ítomnosti slova z listu, do kterého se dostal.

INSERT dojde do listu podobn¥ jakoMEMBER. Potom (je-li to pot°eba) m¥ní listy na vnit°ní vrcholy a vkládá
pokra£ování cesty aº do dosaºení délky slova. V posledním kroku upraví indikaci v listu.

DELETE vyhledá prvek a nastaví indikaci v jeho listu na FALSE. Pak se postupn¥ vrací a dokud nalézá jen samé
listy s FALSE, zru²í celý vrchol a zm¥ní ho na list s FALSE.

Algoritmus MEMBER projde aº l vrchol· a kaºdý v konstantním £ase (vrcholy se indexují p°ímo písmeny
abecedy), tedy je O(l). Algoritmy INSERT aDELETE vyºadují £as O(kl), protoºe úprava jednoho vrcholu vyºaduje
aº k operací.

Komprimované Trie

Trie upravíme tak, ºe vyházíme vrcholy, jejichº slovo je pre�xem stejné mnoºiny slov jako slovo jejich otc· (tj. vrcholy,
kde nedochází k ºádnému v¥tvení a je jen jedna moºnost pokra£ování). Ve vrcholech si te¤ ale místo toho musíme
udrºovat informaci o aktuální hloubce κ(v) a navíc v listech musíme drºet celé slovo, které reprezentují (abychom
neztratili písmena z vrchol·, které jsme vyházeli).

Operace pak bude t°eba upravit, ale protoºe takto upravené trie má jen S−1 vnit°ních vrchol·, pam¥´ová náro£nost
klesla na O(k|S|)
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Operace

MEMBER pracuje podobn¥, ale ve vrcholu v vºdy testuje κ(v) + 1-ní písmeno hledaného slova. Nakonec (protoºe
neotestoval v²echna písmena a mohlo by tedy dojít ke kolizi) navíc porovná slovo uloºené ve vrcholu se slovem, které
jsme hledali.

INSERT pro n¥jaké slovo x op¥t vyhledá místo pro vloºení a dojde do listu, kde najde jiné slovo y. Pak vezme
nejv¥t²í spole£ný pre�x slov x, y a v jeho míst¥ strom rozd¥lí � pokud ve správné hloubce uº je vnit°ní vrchol, pokra£uje
z n¥j, jinak nový d¥lící vrchol p°idá. Potom upraví hodnoty v listech.

DELETE zru²í informaci o mazaném slov¥ stejn¥ jako p°edtím. Navíc ale pokud zjistí, ºe otec �vy£i²t¥ného� listu
v hierarchii stromu má jen jednoho dal²ího potomka � vnit°ní uzel, nacpe tohoto potomka na jeho místo.

Je vid¥t, ºe INSERT a DELETE zm¥ní maximáln¥ jeden vnit°ní vrchol a pracují tak v O(k + l).

O£ekávaná hloubka

Odhady £as· pro operace MEMBER, INSERT a DELETE závisí na (maximální) délce slov l, ale takové hloubky
komprimované trie dosáhne jen v nejhor²ím p°ípad¥. Chceme proto odhad o£ekávané hloubky, za p°edpokladu, ºe
reprezentovaná mnoºina S je vzorkem dat z rovnom¥rného rozd¥lení (coº bývá £asto p°ibliºn¥ spln¥no).

Ozna£íme qd pravd¥podobnost, ºe komprimovaný trie nad mnoºinou S, |S| = n má hloubku aspo¬ dn = d. Pak je
na²e o£ekávaná (st°ední) hodnota hloubky:

E(dn) =

∞∑
i=1

i(qi − qi+1) =

∞∑
i=1

qi

Odhadneme proto velikost qd. Víme, ºe hloubka trie je men²í neº d, kdyº pre�xy o délce d slov z na²í mnoºiny
rozli²ují tato slova jednozna£n¥. Pravd¥podobnost, ºe toto nastane, je (po£et jednozna£ných pre�x· a k nim po£et
libovolných dopln¥ní do délky l, d¥leno po£tem jednozna£ných slov délky l, v²e nad abecedou o velikosti k):

P (jednozna£né rozli²ení o délce d) =
(k
d

n )kn(l−d)

(k
l

n )

Z toho:

qd ≤ 1− P (jednozna£né rozli²ení o délce d− 1) =

1− (k
(d−1)

n )kn(l−d+1)

(k
l

n )
≤ 1− (

∏n−1
i=0 (kd−1−i))kn(l−d+1)

knl
= 1−

∏n−1
i=0

(
1− i

kd−1

)
≤ 1− exp

(
−n2

kd−1

)
≤ n2

kd−1

Poslední kroky jsme mohli ud¥lat, protoºe platí (integrál s nerovností m·ºeme pouºít, protoºe daný logaritmus je
klesající, p°i výpo£tu integrálu pouºijeme substituci za 1− x

kd−1 ):∏n−1
i=0

(
1− i

kd−1

)
= exp

(∑n−1
i=0 ln

(
1− i

kd−1

))
≥

≥ exp
(∫ n

0
ln
(
1− x

kd−1

)
dx
)

= exp
(
(n− kd−1) ln

(
1− n

kd−i

)
− n

)
≤ exp

(
−n2

kd−1

)
O£ekávaná vý²ka stromu pak vyjde, poloºíme-li c = 2dlogk ne:

∞∑
i=1

qi =

c∑
i=1

qi +

∞∑
i=c+1

qi ≤
c∑

i=1

1 +

∞∑
i=c+1

n2

ki−1
= c+

n2

kc

( ∞∑
i=0

1

ki

)
≤ 2dlogk ne+

1

1− 1
k

Trie v tabulce

Pokud se vzdáme operací INSERT a DELETE, m·ºeme trie reprezentovat na extrémn¥ zcvrklém prostoru. Nejd°íve
si ho p°edstavme jako matici M dimenze r × s, kde kaºdý vnit°ní vrchol odpovídá jednomu °ádku a sloupce jsou
písmena abecedy. Potom na pozici M(v, a) je a-tý syn vrcholu v. Pole matice m·ºe obsahovat bu¤ odkazy na dal²í
vrcholy (identi�kátor °ádku), nebo p°ímo slova, která jsou obsaºena v reprezentované mnoºin¥, nebo prázdnou hodnotu
null. Ve vedlej²ím poli si musíme uchovat i hloubky vrchol· odpovídající nekomprimovanému trie � κ(v).

Komprese matic � uloºení do pole

Hodnoty null ale nep°iná²ejí novou informaci � sta£í p°i pr·chodu maticí na dal²í vrcholy testovat, zda nám stoupá
hodnota κ(v) a nakonec provést test shody s nalezeným prvkem. Díky tomu m·ºeme na místa, kde je null, v klidu
ukládat n¥co jiného.

Matici M tak m·ºeme reprezentovat dv¥ma poli

• V AL � v n¥m budou hodnoty z r·zných °ádk· matice

• RD (�row displacement�, �posunutí °ádku�) � bude udávat, kde za£íná který °ádek p·vodní matice M ve V AL
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Jednotlivé datové °ádky p·vodní matice se v poli V AL v klidu m·ºou p°ekrývat, pokud p°ekryté hodnoty jsou jen
null. Formáln¥ musíme zachovat, ºe kdyº M(i, j) je de�nováno, pak M(i, j) = V AL(RD(i) + j) a ºe kdyº M(i, j) a
M(i′, j′) jsou de�novány pro (i, j) 6= (i′, j′) , pak RD(i) + j 6= RD(i′) + j′.

Pro nalezení �dobrého� rozloºení °ádk· p·vodní matice do pole V AL se pouºívá algoritmus First-Fit Decreasing:

• Pro kaºdý °ádek p·vodní maticeM spo£teme, kolik míst je non-null a set°ídíme °ádky matice podle této hodnoty
v klesajícím po°adí

• Bereme °ádky podle set°íd¥ní a vkládáme je na první místo od za£átku pole V AL tak, ºe neporu²ují vý²e uvedené
podmínky.

Ozna£íme po£et v²ech non-null hodnot jako m a po£et non-null hodnot v °ádcích s alespo¬ l non-null hodnotami
jako ml. Pokud °ádky matice M spl¬ují pravidlo harmonického rozpadu, tj. ∀l : ml ≤ m

l+1 (tj. nap°. více neº polovina
°ádk· obsahuje jen jednu skute£nou hodnotu), pak pro kaºdý °ádek i platí RD(i) < m a algoritmus stavby polí
pot°ebuje O(rs+m2) £asu (d·kaz je hnusný).

Posouvání sloupc·

Protoºe podmínku harmonického rozpadu spl¬uje jen málo matic, upravíme si obecné matice tak, aby ji spl¬ovaly
taky. Vyuºijeme toho, ºe matici trochu �natáhneme� do po£tu °ádk· (tím se, pravda, zv¥t²í pole RD) a jednotlivé
sloupce v ní rozstrkáme tak, aby v jednom °ádku nevy²lo moc zapln¥ných míst najednou. Kde za£íná který sloupec si
zapamatujeme v dal²ím pomocném poli CD (�column displacement�, �posunutí sloupce�).

�Dobré� posunutí sloupc· nalezneme oby£ejným p°ístupem First-Fit, kdyº pro kaºdý sloupec j nalezneme nejmen²í
£íslo CD(j) spl¬ující:

m(j + 1)l ≤
m

f(l,m(j + 1))
∀l = 0, 1, . . .

Hodnota m(j) je po£et v²ech zapln¥ných míst v prvních j sloupcích práv¥ konstruované matice a m(j)l je po£et
zapln¥ných míst v °ádcích s alespo¬ l zapln¥nými místy.

Pozorování:

• Je vid¥t, ºe kaºdá funkce f musí spl¬ovat f(0,m(j)) ≤ m
m(j) ∀j, protoºe jinak by v algoritmu nemohla být

spln¥na testovaná podmínka pro l = 0 (protoºe mj = m(j)0).

• Dále musí funkce f spl¬ovat nerovnost f(l,m) ≤ l+1 ∀l, aby výsledná matice spl¬ovala podmínku harmonického
rozpadu.

Dá se ukázat (a je to hnusný d·kaz), ºe vhodná funkce je t°eba f(x, y) = 2x(2−
y
m ), protoºe spl¬uje ob¥ podmínky

a navíc výsledný vektor CD má délku s, vektor RD má délku men²í neº 4m log logm+ 15.3m+ r a vektor V AL má
délku men²í neº m+ s. Protoºe hodnoty CD indexují RD a hodnoty RD indexují V AL, plynou z toho omezení i na
hodnoty v nich uloºené.

�as celého algoritmu vytvá°ení matic je O(s(r +m log logm)2).

Dal²í komprese vektoru RD

Protoºe M má jen m de�novaných mít, z algoritmu pro výpo£et RD plyne, ºe jen max. m míst v tomto vektoru bude
r·zných od nuly. Proto m·ºeme pouºít následující kompresi (°ekn¥me, ºe nenulových míst je t):

1. Vektor RD rozd¥líme na n blok· o délce d.

2. Vytvo°íme nový vektor CRD o délce t, který obsahuje jen nenulové prvky p·vodního vektoru. Ozna£me jejich
p·vodní pozice ij , j = 0 . . . t− 1 a jejich pozice ve vektoru CRD jako v(ij).

3. Vytvo°íme vektor BASE o délce n, kde BASE(x) =

{
−1 ij ÷ d 6= x ∀j = 0, . . . t− 1

min{l; il ÷ d = x} jinak

4. Vytvo°íme matici OFFSET typu n× d, kde OFFSET (x, y) =

{
−1 x · d+ y 6= ij ∀j
j −BASE(x) x · d+ y = ij

5. Uloºíme matici OFFSET do vektoru OFF dimenze n tak, ºe z kaºdého °ádku vytvo°íme £íslo v soustav¥ o
základu d+ 1: OFF (x) =

∑d−1
k=0(OFFSET (x, k) + 1)(d+ 1)k.

Potom platí, ºe:

• v(h) = 0⇔ OFFSET (h÷ d, h mod d) = −1

• v(h) = 1⇒ h = BASE(h÷ d) +OFFSET (h÷ d, h mod d)

• OFFSET (i, j) = ((OFF (i)÷ (d+ 1)j) mod (d+ 1))− 1

Celá tahle legrace má smysl, jen pokud d� n, a t < n. Kdyº d ≤ dlog log ne, pak lze celé trie uloºit pomocí p¥ti
vektor· dimenze n s hodnotami men²ími neº 4n log log n.
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10.4 Haldy

Haldy se pouºívají pro m¥nící se uspo°ádané mnoºiny. Nevyºaduje se efektivní operace MEMBER (£asto se p°ed-
pokládá s argumentem operace informace o uloºení prvku). Poºadují se malé nároky na pam¥´ a rychlost ostatních
operací.

De�nice, operace

Halda je stromová struktura nad mnoºinou (dat) S, jejíº uspo°ádání je dáno funkcí f : S → R, spl¬ující lokální
podmínku haldy:

∀v ∈ S : f(otec(v)) ≤ f(v), p°ípadn¥ v duální podob¥.

Mnoºina je reprezentovaná haldou, kdyº p°i°azení prvk· vrchol·m haldy je bijekce, spl¬ující podmínku haldy.
R·zné druhy hald se li²í podle dal²ích podmínek, které musí spl¬ovat stromové struktury.

• Krom b¥ºných operací m·ºu m¥nit uspo°ádání: operace INCREASE a DECREASE zm¥ní velikost f na
n¥jakém daném prvku s se známým uloºením o +a, −a.

• Dal²í operace: DELETEMIN � smazání prvku s nejmen²í hodnotou f .

• Pro operaci DELETE budeme poºadovat p°ímé zadání uloºení prvku.

• Navíc de�nujeme operaci MAKEHEAP � vytvo°ení haldy p°i známé mnoºin¥ a f ,

• a MERGE � slití dvou hald do jedné, reprezentující S1 ∪ S2 a f1 ∪ f2, aniº by se ov¥°ovala disjunktnost.

Regulární haldy

Pro d-regulární strom (d ∈ N) s ko°enem r platí, ºe existuje po°adí syn· vnit°ních vrchol· takové, ºe o£íslování
prohledáváním z r do ²í°ky spl¬uje:

1. kaºdý vrchol má nejvý²e d syn·

2. kdyº vrchol není list, tak v²echny vrcholy s men²ím £íslem mají práv¥ d syn·

3. má-li vrchol mén¥ neº d syn·, pak v²echny vrcholy s v¥t²ími £ísly jsou listy

Potom takový strom s n vrcholy má max. jeden ne-list, který nemá práv¥ d syn·, jeho vý²ka je dlogd(n(d−1)+1)e.
�ísla syn· vrcholu s £íslem k jsou (k − 1)d+ 2, . . . , kd+ 1, £íslo otce je 1 + bk−2d c. Takto vytvo°ená halda umoº¬uje i
efektivní reprezentaci v poli.

Operace na regulárních haldách

• Není známa efektivní operace MERGE.

• Máme pomocné operace UP, DOWN, posunující prvek níº/vý² ve struktu°e, dokud není spln¥na podmínka
haldy (�probublávání�).

• INSERT jen vloºí nový prvek za poslední a spustí UP

• DELETE nahradí odstran¥ný prvek posledním listem a volá UP nebo DOWN podle pot°eby

• DELETEMIN odstraní ko°en, nahradí ho posl. listem a volá DOWN

• MIN jen vrátí ko°en

• INCREASE a DECREASE zm¥ní hodnotu f n¥jakého prvku a zavolají DOWN, resp. UP (pozor, je to
naopak, neº názvy napovídají).

• OperaceMAKEHEAP vytvo°í libovolný strom a pak postupn¥ od posledního ne-listu ke ko°eni volá na v²echno
DOWN.

U v²ech operací je korektnost zaji²t¥na podmínkou haldy (a tím, ºe UP a DOWN zaru£í její spln¥ní).

Sloºitost operací

B¥h DOWN vyºaduje O(d) a UP O(1) v kaºdém cyklu, takºe celkem jde o O(d log |S|) a O(log |S|).
Haldu lze vytvo°it opakovaným INSERTem v £ase |S| log |S|, ale pro v¥t²í mnoºiny je rychlej²í MAKEHEAP

� uvaºujeme-li, ºe operace DOWN vyºaduje £as odpovídající vý²ce vrcholu. Ve vý²ce k − i je di vrchol·. Tím
dostávám celkový £as O(

∑k−1
i=0 d

i(k − i)d), coº se dá odhadnout jako O(d2|S|).
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Aplikace

Heapsort � vytvo°ení haldy a postupné volání MIN a DELETEMIN. Lze ukázat, ºe pro d = 3, d = 4 je výhodn¥j²í
neº d = 2, empiricky je do cca 1000000 prvk· d = 6 nebo d = 7 nejlep²í. Pro del²í posloupnosti je moºné d zmen²it.

Dijkstra � normální Dijkstr·v algoritmus, jen vrcholy grafu uchovávám v hald¥, t°íd¥né podle aktuálního d (horního
odhadu vzdálenosti). Sloºitost O((m + n) log n), pro d = max{2, mn } je to O(m logd n) a pro husté grafy (m > n1+ε)
je lineární v m.

Leftist haldy

Leftist halda je binární strom (T, r). Ozna£me npl(v) délku nejkrat²í cesty z v do vrcholu s max. 1 synem. Leftist
halda musí spl¬ovat následující podmínky:

1. má-li vrchol 1 syna, pak je vºdy levý

2. má-li 2 syny l, p , pak npl(p)≤npl(l)

3. podmínka haldy na klí£e prvk· (ex. p°i°azení prvk· vrchol·m stromu)

Pro leftist haldu se de�nuje pravá cesta (posl. pravých syn·) a pokud máme takovou cestu délky k z vrcholu v,
víme, ºe podstrom v do hloubky k je úplný binární strom. Délka pravé cesty z kaºdého vrcholu je tedy logaritmická
ve velikosti podstromu.

Operace jsou zaloºeny na algoritmech MERGE a DECREASE.

• MERGE testuje prázdnost jednoho ze strom· (a pokud je jeden prázdný, vrátí ten druhý jako výsledek). Pokud
ne, volá se rekurzivn¥ na podstrom pravého syna ko°ene s men²ím klí£em dohromady s celým druhým a výsledek
p°ipojí místo onoho pravého syna. Pokud neplatí podmínka na npl, syny vym¥ní.

• INSERT je to samé co vytvo°ení jednoprvkové haldy a zavolání MERGE.

• DELETEMIN je zMERGEování syn· ko°ene (a jeho zahození).

• MAKEHEAP je vytvo°ení hald z jednotl. prvk·. Nacpu je do fronty a potom v cyklu vyberu dva první,
zmerguju a hodím výsledek na konec, dokud mám ve front¥ víc neº 1 haldu.

INCREASE a DECREASE se d¥lají jinak.

• Mám pomocnou operaci OPRAV, která odtrhne podstrom a dopo£ítá v²em vrchol·m správné npl. Po odtrºení
vrcholu a p°íp. p°ehození pravého syna doleva jde nahoru, dokud provádí zm¥ny npl (moºno aº do ko°ene),
vztahuje npl odspoda a p°íp. prohazuje syny.

• DECREASE se pak ud¥lá sníºením hodnoty ve vrcholu, zavoláním OPRAV, tj. jeho od°íznutím od zbytku
haldy, a MERGE podstromu a zbytku.

INCREASE: zapamatuju si levý a pravý podstrom vrcholu s mým prvkem a provedu na n¥j OPRAV (vyhodím
ho), potom vyrobím nový vrchol s mým prvkem se zvednutou hodnotou a jako samostatnou haldu ho zMERGEuju
s levým podstromem. Pravý podstrom zMERGEuju se zbytkem haldy a nakonec s tím zMERGEuju výsledek
MERGE levého podstromu a zvednutého prvku.

Sloºitost

1 b¥h MERGE bez rekurze je O(1), hloubka rekurze je omezena pravými cestami, takºe je to O(log(|S1|+ |S2|)). Z
toho plyne logaritmovost INSERT a DELETEMIN.

Pro MAKEHEAP se uvaºuje, kolikrát projdou haldy frontou: po k projití frontou mají velikost 2k−1 a tedy
fronta obsahuje d |S|

2k−1 e hald. Jeden MERGE je O(k) a jedno projití frontou pro v²echny haldy tedy trvá O(kd |S|
2k−1 e).

Celkem dostávám O(|S|
∑∞

k=1
k

2k−1 ) = O(|S|) (sou£et °ady je 4).
OPRAV chodí jen po pravé cest¥, takºe má logaritmickou sloºitost. INSERT, INCREASE a DECREASE se

díky ní dostanou taky na O(log |S|), protoºe jejich £ásti krom¥ MERGE a OPRAV mají konstantní sloºitost.

Binomiální haldy

Binomiální stromy se de�nují rekurentn¥ jako Hi, kde H0 je jednoprvkový a Hi+1 vznikne z dvou Hi, kdy se ko°en
jednoho stane dal²ím (krajním) synem ko°enu druhého. Pak strom Hi má 2i prvk·, jeho ko°en má i syn·, jeho vý²ka
je i a podstromy ur£ené syny ko°ene jsou práv¥ Hi−1, . . . ,H0.

Binomiální halda reprezentující S je seznam strom· Ti takový, ºe celkový po£et vrchol· v t¥chto stromech je |S|
a je dáno jednozna£né p°i°azení prvk· vrchol·m, respektující podmínku haldy. Kaºdý strom je p°itom izomorfní s
n¥jakým Hi a dva Ti, Tj , i 6= j nejsou izomorfní.

Existence binomiální haldy pro kaºdé p°irozené |S| plyne z existence dvojkového zápisu £ísla.
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Operace

Operace na binomiálních haldách jsou zaloºené na MERGE.

• MERGE pracuje stejn¥ jako binární s£ítání � za pomoci operace SPOJ (slepení dvou strom·, p°ilepím jako
syna toho, který má v ko°eni vy²²í klí£) slepí stromy stejného °ádu, p°ená²í výsledky do dal²ího spojování (p°enos
+ ob¥ haldy mající strom daného °ádu = vyplivnutí 1 stromu na výsledek a spojení zbývajících dvou).

• INSERT je MERGE s jednoprvkovou haldou.

• MIN je projití ko°en· a vypsání nejmen²ího.

• DELETEMIN je MIN, odebrání stromu s nejmen²ím prvkem v ko°eni a p°idání (MERGE) podstrom· jeho
ko°ene do haldy.

• INCREASE a DECREASE se d¥lají úpln¥ stejn¥ jako u regulárních hald.

• P°ímo není podporováno DELETE, jen jako DECREASE + DELETEMIN.

• MAKEHEAP se provádí opakováním INSERT.

Sloºitost MERGE je O(log |S1|+ log |S2|), protoºe 1 krok SPOJ je konstantní. Halda má nejvý²e log |S| strom·,
takºe MIN a DELETEMIN mají tuto sloºitost. Vý²ka v²ech strom· je ≤ log |S|, coº dává sloºitost INCREASE
O(log2 |S|) aDECREASE O(log |S|). Pro odhad sloºitostiMAKEHEAP se pouºije amortizovaná sloºitost p°i£ítání
jedni£ky k binárnímu £íslu, coº je O(1), tedy celkem O(|S|).

Líná implementace

Vynecháme p°edpoklad neexistence dvou izomorfních strom· v hald¥ a budeme �vyvaºování� provád¥t jen u operací
MIN a DELETEMIN, kdy se stejn¥ musí projít v²echny stromy. MERGE je pak prosté slepení seznam· hald.
Vyvaºování se provádí operací VYVAZ, která slou£í izomorfní stromy (podobn¥ jakoMERGE z pilné implementace).

Sloºitost INSERT a MERGE je O(1), ale DELETEMIN a MIN v nejhor²ím p°ípad¥ O(|S|).
Amortizovaná sloºitost vychází ale líp: pouºijeme potenciálovou metodu, kdyº za hodnocení kon�gurace w(H)

zvolíme po£et strom· v hald¥ |H|. INSERT a MERGE ho nem¥ní, resp. m¥ní o 1, takºe jsou stále O(1).
Operace VYVAZ pot°ebuje O(|H|), protoºe slití dvou strom· trvá konstantn¥ dlouho a nelze slévat víc strom·,

neº kolik jich je v hald¥. Krom¥ operace VYVAZ pot°ebuje MIN O(|H|) a DELETEMIN O(|H| + log |S|) (max.
stupe¬ stromu je logaritmický).

Dohromady vychází amortizovaná sloºitost pro MIN: am(o) = t(o) − w(H) + w(H ′) = O(|H| − |H| + log |S|),
protoºe výsledný po£et strom· |H ′| odpovídá pilné implementaci. Pro DELETEMIN podobn¥ dostanu O(|H| +
log |S| − |H|+ log |S|) = O(log |S|).

Fibonacciho haldy

De�nují se jako mnoºiny strom·, které spl¬ují podmínku haldy a musely vzniknout posloupností operací z prázdné
haldy. V²echny operace zachovávají podmínku, ºe jednomu vrcholu lze od°íznout max. dva syny. Strom má rank i,
má-li jeho ko°en i syn· (podobné jako izomor�smus s Hi u binomiálních hald).

Podmínka od°íznutí max. dvou syn· se zachovává pomocnou operací VYVAZ2. Kdyº vrchol není ko°en a byl mu
p°edtím n¥kdy od°íznut syn, je speciáln¥ ozna£ený. VYVAZ2 prochází od daného vrcholu ke ko°eni a dokud nalézá
ozna£ené vrcholy, odtrhává je i s jejich podstromy, ru²í jejich ozna£ení a vkládá do haldy jako zvlá²tní stromy. Kdyº
se vrchol stane ko°enem, ozna£ení se zapomene.

Operace

MERGE, INSERT, MIN a DELETEMIN jsou stejné jako v líné implementaci binomiálních hald, jen poºadavek
na isomor�smus s Hi je nahrazen poºadavkem na daný rank. Pomocné operace z binomiálních hald VYVAZ a SPOJ
jsou také stejné.

DECREASE, INCREASE a DELETE vycházejí z leftist hald. Pouºívají pomocnou operaci VYVAZ2

• DECREASE odtrhne podstrom ur£ený sniºovaným vrcholem (není-li to uº ko°en), zru²í u n¥j p°ípadné ozna£ení
a vloºí ho zvlá²´ do haldy, na odtrºené místo zavolá VYVAZ2.

• INCREASE provede to samé, jen je²t¥ roztrhá podstrom zvedaného vrcholu (odtrhne v²echny syny, zru²í jejich
p°íp. ozna£ení a vloºí jako samostatné stromy do haldy) a vloºí zvednutý vrchol do haldy zvlá²´.

• DELETE je to samé co INCREASE, bez p°idání vrcholu zp¥t do haldy.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St%C3%A1tnice_-_Odhady_slo%C5%BEitosti#Algoritmus_.28Potenci.C3.A1lov.C3.A1_metoda.29
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Korektnost a sloºitost

Operace SPOJ podobn¥ jako u binomiálních hald vyrobí ze dvou strom· ranku i jeden strom ranku i + 1. Operace
VYVAZ2 zajistí, ºe od kaºdého vrcholu krom¥ ko°en· byl odtrºen max. 1 syn � kdyº odtrhnu dal²ího, odtrhu i tento
vrchol a propaguju operaci nahoru.

Sloºitost operací:

• MERGE a INSERT je O(1) (stejn¥ jako u binomiálních hald)

• MIN má O(|H|) (nem¥ní ozna£ení vrchol·)

• DELETEMIN O(|H|+maxrank(H)), kdemaxrank udává maximální rank stromu v hald¥ (m·ºe navíc odzna£it
n¥které vrcholy)

• DECREASE je O(1 + c), kde c je po£et odzna£ených vrchol· (navíc ozna£í max. 1 vrchol)

• INCREASE a DELETE jsou O(1 + c+ d), kde navíc d je po£et syn· zvedaného nebo odstra¬ovaného vrcholu
(také ozna£í navíc max. 1 vrchol).

Pro výpo£et amortizované sloºitosti pouºijeme potenciálovou metodu a zvolíme hodnotící funkci w jako po£et
strom· v hald¥ + 2× po£et ozna£ených vrchol·. M·ºeme °íct, ºe amortizovaná sloºitost MERGE, INSERT a
DECREASE je O(1).

Ozna£me max. rank strom· v lib. hald¥ reprezentující n-prvkovou mnoºinu jako ρ(n). Amortizovaná sloºitostMIN,
DELETEMIN, INCREASE a DELETE pak je O(ρ(n)) (pro MIN a DELETEMIN je vzorec amortizované
sloºitosti podobný jako u binomiálních hald, pro INCREASE a DELETE je to vid¥t p°ímo ze vzorc·).

Pro odhad ρ(n) je pot°eba znát fakt, ºe i-tý nejstar²í syn libovolného vrcholu má aspo¬ i− 2 syn· (plyne z toho,
ºe se slévají jen stromy stejného °ádu a odtrhnout lze max. jednoho syna).

Vezmeme tedy nejmen²í strom Tj ranku j , který toto spl¬uje. Ten musí být sloºením Tj−1 a Tj−2 (vzniká tak,
ºe se slijí dva Tj−1 a potom se na tom, který je pov¥²ený jako syn nového ko°enu, provede DECREASE a tím se
z n¥j stane Tj−2 ). Z minimálního po£tu syn· se dá odvodit i rekurence |Tk| ≥ 1 + 1 + |T0| + · · · + |Tk−2|, která dá
indukcí to samé.

Potom |Tk+1| = Fk, kde Fk je k-té Fibonacciho £íslo. Pro Fibonacciho £ísla platí, ºe limk→∞ Fk = 1√
5

(
1+
√
5

2

)k
.

Proto je ρ(n) = O(log(n)) , coº dává logaritmickou amortizovanou sloºitost proMIN, DELETEMIN, INCREASE
a DELETE. Z toho pochází i název Fibonacciho haldy.

Aplikace

Fibonacciho haldy se díky své rychlosti INSERT, DECREASE a DELETEMIN £asto pouºívají v grafových
algoritmech. Praktické porovnání rychlosti s jinými haldami v²ak není dosud p°esn¥ prostudováno.

Motivací pro vývoj Fibonacciho hald byla moºnost aplikace v Dijkstrov¥ algoritmu. Dává totiº sloºitost celého
algoritmu O(m + n log n), coº by m¥lo být lep²í pro velké, ale °ídké grafy proti d-regulárním haldám. O prakticky
zji²t¥ném �zlomu� ale nevíme.


