Kapitola 11

Statnice - HaSovani

11.1 Hashovani

Zakladni motivaci pro hashovani je slovnikovy problém, kdy mame za tkol reprezentovat mnozinu S prvka z néjakého
univerza U a provadét na ni nasledujici operace:

¢ MEMBER (je tieba, aby tato operace probihala velmi rychle)
¢ INSERT
e DELETE

Aby byl MEMBER rychly, bylo by nejlep$i mit v paméti pole biti o velikosti U. V pfipads, ze |S| << |U| (a
navic U muZe byt neunosné velké), pouziji hashovaci funkei h: U — {0,...,m — 1} a mnoZzinu S reprezentuji polem
s m policky tak, ze x € S je uloZen na indexu h(x). Pfedpokladejme, 7e funkce h se da spocitat v ¢ase O(1) — jiné
funkce vlastné nemaji smysl, protoze nepfinasi dostatecné zrychleni.

Problém je, kdyZ nastane kolize: x # y, h(z) = h(y). Jednotlivé druhy hashovéni, které nésleduji, se lisi strategiemi
predchazeni a feSeni kolizi.

Pro nasledujici analyzy si oznacime:

e |S|=n
o U=N

e Load factor (faktor zaplnéni) — o = .

Hashovani se separovanymi Fetézci

V tomto typu hashovani se kolize fesi fetézenim ve spojacich: pro kazdé polic¢ko zalozime zv1ast spojak vsech prvki,
které se do né&j hashuji. VSechny algoritmy je musi projit. Pfedpoklddejme, Ze fetézce jsou prosté — nic se v nich
neopakuje. V nejhorsim piipadé maji vSechny prvky stejny hash a mame jen jeden seznam.

Pameétova narocnost je pro kazdy seznam O(1 4 1(7)), kde (i) je délka toho seznamu.

Existuji dvé varianty — neuspoiddana a s s usporadanymi prvky v fetézcich. Lisi se jediné v lo¢ekdvaném poctu
testt pro netspésné hledani (kdyz dojdu v fetézci za misto, kde by byl hledany prvek, mtazu skoncit).

Pro odhad slozitosti alogritmi pfedpokladame, ze:

e Hashovaci funkce h rozdéluje data rovnomérné
e Sama reprezentovand mnozina S je ndhodny vybér z U s rovnomérnym rozdélenim
Tyto predpoklady v praxi ale splnény byt nemusi.

Ocekavana prumérna délka rFetézcia

Pro odhad sloZitosti se poc¢ita ocekavana délka Fetdzci. Oznacme délku i-tého fetdzce jako 1(i). Potom pravdépo-
dobnost, zZe tento Fetézec mé délku [, odpovida binomickému rozdéleni:

- () () (-3)”

Toto je jen aproximace (pro nekone¢nou velikost univerza i seznamt), pro piipad, ze N >> n?m, ale lze pouzit.
Ocekavand délka fetézce pak vychazi jako (rozepiSu faktorial a vytknu >, pak zménim rozsah sumace 1...n (protoze
nasobeni | = 0 mi nic nedd), pak mizu z [ — 1 udélat [ a sumovat 0...n —1):
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Vlastné tu ale objevujeme Ameriku tim, Ze pocitame stifedni hodnotu binomicky rozdélené veli¢iny s parametrem

L — ze vzorce nam vyjde to samé. Stejné tak rozptyl ze vzorce vyjde 2 (1 — L).

Ocekavana délka nejdelsiho fetézce
Tento udaj vSak sam o sobé& nestagi, poCita se i o¢ekavany nejhorsi pfipad (ofekivana délka nejdelsiho Fetézce). Ta

se definuje nasledovné:

EMS = jP( max1(i ZP (max1(i) > )

J

Z toho (pravdépodobnost disjunkce jeva je < soucet jednotlivych pravdépodobnosti; vycisleni: pocet podmnozin
spravné velikosti a pravdépodobnost, Ze maji stejny hash):

P(maxl >j) < ZP (n>(1)a Hk O(n_ )(i)jfl < n(

n
i) m 4! m m

Najdeme mezni hodnotu jo, pro které n(Z)7~1 1 < 1. Ozna¢me ko = min{k|n < k!}. Potom jo < ko. Ze Stirlingovy
formule plyne, Ze log 2! = ©(zlogx). Z toho odvodlme (hodné neformélng, asymptoticky):

log ko! = ko log kg = O(logn)
log ko + loglog kg ~ log kg = O(loglogn)

_ kologko logn

)

logko  ‘loglogn
A jo = O(ko). Pro a < 1 plati, 7e EMS = O(jo) :

= n.._q1 . = n - ) 1
EMS = ZPmaxl ) >4) <Zm1n{1n Zl—i— Z n(%)J ﬁ)SJH,Z ﬁ—~-~§]0+70
J Jj=jo+1 Jj=jo+1
A tedy odekavana délka nejdelsiho Fetdzce je O(lolgoi gn)

Ocekavany pocet testi

Testy jsou porovnani toho, co hledame, s n&jakym prvkem, nebo zjisténi, ze fetézec je prazdny. Jejich ofekavany pocet
je dalgi odhad efektivity struktury. RozliSujeme tispé$né a netspésné hledani.
Neuspésné hledani (Je-li délka Fetdzce 0, jeden test stejné provedu, jinak otestuji cely Fetézec):

1. n _
E(T):pn70+§ lpn,l:(l—E)"-l-E%ea—l—a
l

S usporadanymi fetézci konéim difv (e +1+ 5 — L(1 —e™®)).
Pocet testii pro tispésné vyhledavéani je roven prumeru poctu testi proveden;’rch pri vlozeni kazdého z prvki, tj. 1
+ ocekavana délka fetézce pii kazdém vkladani: - Z ( —) =1+5-=1+3

Hashovani s pfemistovanim

Nevyhodou separovanych fetézci je nutnost alokovat dal§i pamét, to je neefektivni. Proto zavedeme do hashovaci
tabulky pomocné ukazatele a celé fetézce nacpeme piimo do ni (a zfetézené prvky prosté rozhézime na jiné adresy).
Pro hashovani s premistovanim se v tabulce uchovava navic jednoduse odkaz na piedchozi a nasledujici prvek retézce.
Pokud vkladame na misto, kde uz je né&jaky prvek z jiného fetézce, piehodime tento cizi prvek jinam.

Algoritmy jsou témér stejné jako pro separované fetézce, jen pti DELETE prvniho prvku fetézce je nutné na jeho
misto pfesunout druhy (pokud existuje)

nez 1 test, proto jsou INSERT a DELETE pomalejsi.
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Hashovani se dvéma ukazateli

Od predchoziho se 1isi tim, Ze misto ukazatele na pfedchozi prvek pouZzivi odkaz na zacatek retézce BEGIN. Retézec
tak uz nemusi za¢inat na indexu svého hashe.

Misto pfesouvani prvki algoritmy méni BEGIN (ten je na j-tém policku vyplnén, pravé kdyZ existuje fetézec prvka
s hashem j).

e INSERT v&echno vklada na konec fetézce, zaklada-li novy, do BEGIN (na misté ur¢ené hashem) piSe, kde se
ve skute¢nosti nachéazi

e DELETE jen upravuje odkazy na nasledujici, nebo BEGIN (pokud maZe posledni prvek fetézce).

Kvili tomu, Ze Tetézce zafinaji jinde nez na svém misté, je pocet testlt o néco veétsi:
T B8 & A7 (n=1)(n=2) |, n—1 o L a
e Uspésné hedani: 1 + G2 +5 =1+ % +3

e Netsp&sné hledanf priblizme 14+ % + o + (2 + a) — 2.

Sriistajici (coalesced) hashovani

Srustajici hashovani pouzivé jen jeden ukazatel v hashovaci tabulce navic — odkaz na dalsi prvek NEXT. Retézce tak
obsahuji hodnoty s raznymi hashi. Prvek s vkladame vzdy do Fetézce, obsahujiciho h(s)-té policko v tabulce.
Existuji rtizné varianty:

e Standardni (bez pomocné paméti, “late” a “early” insertion) — |LISCH, EISCH

e Bezpiivlastkové (s pomocnou paméti, “late”, “early” a “varied” insertion) — LICH, VICH, EICH.

Bez pomocné paméti — LISCH a EISCH

LISCH je “late insertion”, tedy ptidava se za posledni prvek fetézce. EISCH (“early insertion”) pfidava za prvni prvek
fetézce.

e Algoritmus MEMBER je stejny pro oba (jen projiti fetézce po odkazech NEXT).
e Alg. INSERT:

— U LISCH projiti celého fetézce (v piipadé Zze neni prazdny, jinak jednoduse vloZim na spravné policko) s
testy na pritomnost prvku, potom vlozeni na libovolné volné misto v tabulce a pfipojeni na konec fetézce.

— Pro EISCH vlozeni na néjaké volné misto v tabulce a jen pfepojeni ukazatelat NEXT — ptipojeni do Fetézce
za prvni prvek (pokud je fetézec neprazdny).

Algoritmy DELETE nejsou znamy, kromé primitivnich. Problémem je u nich zachovini ndhodného uspotradani
prvki v Tetézcich, které se predpoklada pro dodrzeni oekdvanych ¢ast operaci. Je ale mozné také prvky jen oznacit
jako odstranéné a jejich mista pouzit p¥i vkladani dalgich (to ale zpomaluje hledani).

EISCH je kupodivu o n&co rychlejsi na tusp&iné vyhledani (je v&tsi pravdépodobnost prace s novym prvkem),
oCekavany pocet testu je stejny.

Pocet testl v neuspésném piipadé: Spocteme prumér pies viechny posloupnosti délky n+1 (kde hledame n+1 .
prvek v mnoziné ostatnich n ). Oznacme c,; pocet fetézcti délky [, které piispivaji celkem 1 +2+---+1 =10+ (é)
porovnanimi k sumé:

n0 + Yoy lent + 201 (é)cnvl
mn+1

Tady c,,0 predstavuje pocet prazdnych radka, tedy c,o = (m — n)m”, le,,; je souCet délek vSech fetézci v
reprezentacich n-prvk. mnozin, tedy Z?:l lep = nm™.

Posledni ¢len ozna¢ime S,,. Pii INSERTu do n — 1-prvkové mnoziny jsou 2 moznosti vzniku fetézce délky I: bud
piidavam do fetézce (délky I — 1), nebo Fetézec (ptv. délky [) nezménim. Z toho vyjadiime rekurentni vztah pro S,
(apravy: rozepsani rozdilii, vykréceni, rozpis 1 jako 12 — 1+ 1= (1) +1):

S, = Z (;) (m — Z)Cnfl,l + ; (;) (l — 1)Cn71,l—1 =mSp_1 — ;lQCn,l,l = (m + 2)5'”71 + (n — 1)m”—1)

l

. n+2 n+1 .
Pak pomoci vztahu T = Y"1 | ic" = =€ (?_*520 ¢ spocitaného z (c — 1)T¢ = ne ! + (X1, —c') — c ziskdme

nerekurentni vztah (Sy = 0, obréceni sumace a vytknuti m + 27~1):
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n—1 n—1 A
. . 1
S, = (m+2)""1S + ;:0 (m+2)in—1—i)m" 17" = (m+2)"! ;21 i <mT_T|L_2> = Z(m(m +2)" —m" = 2nm”

A tedy ocekavany pocet testu vyjde:

1 2\" 2n 1
1+=-((1+=) - 1—-=|~1+-(e2*—-1-2
+4(<+m> m) —|—4(e @)

Pocet testii pro tspédny piipad spoc¢teme pro LISCH jako pocet testi pii vkladani prvku. Metoda EISCH pro
tento postup nespliuje predpoklady. Porovnéni kli¢a pifi neispésném vyhledavéni je stejné pii pfistupu na obsazené
policko, neporovnavam ale nic pfi pfistupu na neobsazené policko, takZze dostavam:

n 1 2\" 2n 1 2\" 2n
—+ = 1+—)] —-1—— ) =- 1+— —14 —
m 4 m m 4 m m

Priamér pro postupné vkladani vsech prvka pak dava:

n—1 i . n
1 2 21 m 2 2n n—1 1 o
1 -((1+—) - 1+—)=1+—((1+—) —1—— ~l+—(e**—1-2 —
+;4<( +m> +m> +8n << +m) m)+ 4dm +8a(6 a)+4

Pro metodu EISCH vychazi (bez dikazu):

7:((1-1—;)71—1)%;(6“—1)

Vsechny odhady maji odchylku O(%)

S pomocnou paméti — LICH, VICH, EICH
V této variantd rozddlime pamét na dvé ¢asti:

e (hash-funkci) pfimo adresovatelna

e pomocnd ¢ast (bez pristupu hash-funkcei)

Pii kolizich nejdiive ukladame do fadkit z pomocné ¢asti, pak teprve do piimo adresovatelné, tedy oddalujeme
sriustani Fetézci. Chovéni se tak az do urcitého okamziku podobé separovanym.
Existuji tii varianty podle chovéani algoritmu INSERT:

e LICH vzdy piidava na konec Fetézce
e EICH v pfipadé neprazdného fetézce vzdy za 1. prvek

e VICH vizdy za posledni prvek v pomocné paméti nebo (pokud zadné v pomocné paméti nejsou) za 1. prvek
fetézce (tj. chova se na pomocné paméti jako LICH a v piimo adresovatelné ¢asti jako EICH).

Algoritmy az na VICH se chovaji stejné jako ve standardnim srustajicim hashovanil, rozhodujici je vybér volného
tfadku pro vlozeni: napf. “vzdy vyber z nejvyssi adresy” muze zaruc€it pouzivani pomocné paméti. Také tu neni piirozené
efektivni DELETE.

Odhad slozitosti: definujeme si néasledujici hodnoty:

e n — pocet ulozenych prvku
e m — velikost pfimo adresovatelné paméti

e m' — celkova velikost paméti

e o = -2 — faktor zaplnéni
m
m

e = — adresovaci faktor
m

e )\ - jediné nezap. feeni rovnice et + A = 4

Pokud je a < A\, pak pro vSechny verze vychazi ocekdvany pocet testi e F + % v neispésném piipadé a 1 + %

’

v Usp&sném (chyba: O(log \;”W)

V piipadg, Ze a > AS (zalinaji srustat fetdzce), se metody li§i a vychazi divnosti. V netsp&sném piipadé je VICH
a LICH lepsi nez EICH, v uspésném vede VICH pied EICH a LICH (vzdy o jednotky procent). Doporucena hodnota
B = 0.86. Na hledéani volného fadku se v praxi hodi napf. spojovy seznam volnych fadka.
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Linearni pridavani
Tato anésledujici metoda nepouzivi zadné dodatecné polozky v hashovaci tabulce a zaroven fetézce kolidujicich prvki
uklada piimo do ni. Nalezeni dalsitho prvku z fetézce je piimo v algoritmu.

Linearni piridavani je nejjednodussim feSenim takové situace: v piipadé kolize pii INSERTu nalezne nejblizsi vyssi
volné poli¢ko a vlozi novy prvek tam. Predpokladame “cyklickou” pamét, tj. kdyz dojdeme na konec, vkladame od
zacatku.

Problémem je tvofeni shluki — pfi velkém zaplnéni se operace dost zpomaluji. Také nepodporuje efektivni DELETE
(a ani primitivni zpisoby nejsou moc rychlé). V praxi je dobré uchovavat pocet uloZzenych prvki nebo mit zardzku
(nikdy neobsazované pole), abychom védéli, kdy dojde k pFeplnéni.

2
Ocekéavany pocet testi je 5 <1 + ( ) ) v netspésném a s (1 + (1 a)) v uspésném piipadé (bez dukazu).

Dvojité hashovani

Dvojité hashovani je vylepSeni pfedchozi metody| tak, aby nevznikaly shluky. Vybér nasledujiciho radku bude zavisly
na predchozim, ale s rovnomérnym rozloZzenim. Na to pouziji druhou hashovaci funkci hs.

Pii operacich INSERT pak hledam nejmensi ¢ od 0, Ze (hi(z) + 4 - ho(z)) mod m je volné policko, tj. postupné
pricitdm hs(x) a modulim. Stejny postup je i pro operaci MEMBER.

Je nutné, aby ho(x) /m, tj. abych mé&l prosté posloupnosti (a z kazdého policka tak mohl vést fetézec po celé
tabulce). Idea, Ze iterace hy tvoii pro kazdé x ndhodnou permutaci pamétovych mist, neni uplné piesna, ale v praxi
staci, aby z hi(x) = h1(y) plynulo, Ze ha(x) a ha(y) budou odlisné.

Funkce navic musime volit “chytie” (i linearni pfidavani je spec. piip. dvojitého hashovani, kdy hy = 1). Pak tato
metoda je znatelné rychlejsi nez lin. pridavani. Pfedpoklad nadhodnosti pouzity v teoretické analyze sice splnit nelze,
ale priblizit se mu ano.

Ocekavany pocet testt

Piedpokladéame, Ze iterovani funkce ho tvori ndhodné permutace (coz, jak bylo fefeno, neni uplné presné).
Pro netispé8ny piipad: oznacme g;(n, m) pravdépodobnost, zZe pfi zaplnéni = je pro néjaké x prvnich i — 1 policek,

kam bych ho mohl vlozit, plnych. Potom ¢;(n,m) = % a tedy ¢;(n,m) = Zq;_1(n—1,m—1).
j=0
Ocekavany pocet testi je (pfedposledni rovnost plyne z rekurentniho vztahu pro ¢;, posledni krok dokazat indukei):
- - n m+1
1)( =1+—Cn-1m-1)= —
jE:0]+ (gj(n,m) — gj41(n,m)) jgzoq]nm +m (n m—1) e

vvvvvv

1 1 m+1 1 m+1 1 1
— C(i,m) = — —l———~—In{ ——— |~ -1
n; (i,m) n;n m—1+1 an(m—n+1> an(l—a)
Srovnani
Podle poctu testu:
neudspésné uspésné
1. | separované usporadané fetézce | separované (usp. i neusp.) Fetézce, pfemistovani
2. | separované fetézce, premistovani | dva ukazatele
3. dva ukazatele VICH
4. VICH, LICH LICH
5. EICH EICH
6. LISCH, EISCH EISCH
7. dvojité hashovani LISCH
8. linearni ptidavani dvojité hashovani
9. linearni pridavani

e VICH je pfi vhodném « lepsi nez hashovéani se dvéma ukazateli.
e Lineérni pridavani se neda pouzit pro a > 0.7, dvojité hashovani pro a > 0.9.

e Separované Fetézce a obecné srustajici hashovani pouzivaji vic paméti, pfemistovani a dvojité hashovani zas vic
¢asu, tj. nelze fict, které je jednoznacné lepsi.
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Implementac¢ni dodatky
e Pro hledani volnych fadki se v&tSinou pouZiva seznam (zasobnik).

e Pieplnéni se vétsinou fesi drZzenim « v rozumném intervalu ((1/4,1)) a piFehashovanim do jinak velké tabulky
(2% - m) pfi pfe- nebo podteceni

e V praxi se doporuc¢uje piehashovani odkladat (nap¥. pomocnymi tabulkami) a provadét pfi necinnosti systému.

DELETE se ve strukturach, které ho nepodporuji, fesi oznacenim policka jako smazaného s moznosti vyuziti pii
vkladéani. V piipadé, ze polovina poli je blokovana timto zpiisobem, se vSe prehashuje. Pro sristajici hashovani se toto
pouzivat nemusi, mame metody na zachovani ndhodnosti rozdéleni dat.

V praxi je vyhodné, zname-li néco o rozdéleni vstupnich dat, aby ho hashovaci funkce kopirovala (vétsinou to
ale nejde), jinak musime predpokladat rovnomérnost, coz zaruceno zdaleka neni. Nutnost rovnomérného rozdéleni
vstupnich dat lze obejit (viz nize).

11.2 Univerzalni hashovani

Abychom nemuseli pfedpokladat rovnomérné rozlozeni vstupnich hashovanych dat (coz zdaleka neni vzdy zaruceno),
budeme mit misto pevné hash-funkce néjakou mnozinu H, z niz funkci ndhodné rovnomérné vyberu. Analyza slozitosti
se pak déla pies viechny h € H a plati pro viechny S C U —i nerovnomérné (S je dana pevné a h se k ni voli; |U| = N).

Pro formalizaci analyz je nutné mit analytické zadani funkci h a znat piesnou velikost mnoZiny |H|. To obejdeme
ocislovanim funkci H = {h;;i € I} a pocitanim s indexovou mnozinou (o¢ekavana hodnota je prumér pies I). Pii
pouziti skuteéné velikosti H v odhadech bychom dostali horsi vysledky, protoze nékteré funkce s riznymi indexy se
miizou ve skutecnosti ukazat jako identické, a to tu zanedbavame.

Definice: Systém funkei H = {h;;i € I} : U — {0,...,m — 1} je c-univerzalni, pokud:

Va,y € Uz #y: |{i € I hi(x) = hi(y)}| < <.

Tj. zarucCuje se, ze pro kazdé dva ruzné prvky ma maximalné€ ¢ funkei kolizi.

Existence c-univerzalnich systémi
Piedpokladejme, Ze universum ma tvar U = {0,1,..., N — 1} kde N je ng&jaké prvocislo a vezmeme funkce typu
hap(x) = ((ax +b) mod N) modm

Jsou dobfe pouzitelné, protoze se daji pocitat rychle. Protoze N je prvoéislo, mizeme pracovat v Zy, coz je téleso.
Rovnice hgp(x) = hap(y) je ekvivalentni s:

N
He{0,....m—1}ATr,s€{0,...,[—]|—1}:(ax+b=i+rm) mod NA(ay+b=i+sm) mod N
m

Z Frobeniovy véty o jednoznatnosti feSeni linedrnich rovnic plyne, ze pro kazdé r,s,i existuje jen jedna dvojice
a,b , které vyhovuje. Pocet feSeni soustavy je tedy omezeny ¢islem m - [%12 (i — m hodnot, r,s — (%1 hodnot pro
dana z,y).

Pak je systém c-univerzalni pro ¢ = ([%])2/ (%)2 a jeho velikost opdovida N2.

Vlastnosti

Vyrobime si pomocnou funkci

_ J1prohi(z) = hi(y),z #y
6i (-T, y) - ..
0 jinak
Chceme potom spocitat soucet 6;(x, S) = 3_, 5 0i(2,y). Z vysledku vidime ocekivanou délku fetézce pro libovolnou
(jednu) mnozinu dat. Tohle pak se¢tu pies vSechny mé hash-funkce a z c-univerzality dostanu

7]
251‘(%5) - ZZéi(I?ZJ) < Z Cﬂ — {(|S| " e pro @ €S
iel yes iel yeSaty |Sle jinak

Z toho dopocitam (podélenim |I|) horni odhad o¢ekavaného §;(z, .S).

Vysledek: ofekavany ¢as operaci MEMBER, INSERT a DELETE v c-univerzalnim hashovani je O(1+ca) (kde
faktor naplnéni o = %) Cas n po sobé jdoucich operaci na ptivodné prazdné tabulce je O(n(1 + $a)). To neni lepsi
hodnota nez maji separované fetézce (O(1 4 «)), ale u nich pFedpokladdm rovnomeérné rozdéleni dat.

Vybér vhodné funkce neni aplné jednoduchy, protoze funkci miZe celkem byt napi az N2, tj. nelze ho provést
jednoduchym zavoldnim generdtoru nahodnych ¢isel, nybrz napt. ndhodnym vybrianim kazdého bitu indexu funkce.
Proto je vyhodné najit co nejmensi c-univerzalni systémy (viz dale).


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Univerz�ln�_hashov�n�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Doln�_odhady_velikosti_univerz�ln�ch_syst�m�
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Dolni odhady velikosti univ. systému

Ocislujme hash-funkce z I a induktivné definujme mnoziny U; jako nejvétsi podmnoziny U;_1 takoveé, ze h;,—1(U;) je
jednoprvkova. Plati |U;| > [U;;l] tedy |U;| > [ 2] - velikost téchto mnozin klesé s logaritmem a |I| > 2 ([log,, N|—
1). Takze velikost univ. systému roste alespon imeérné logaritmu velikosti univerza.

Dolni odhad ¢

5-univerzalni systém: Zvolme ¢t € N a k nému vezméme t-té prvocislo p; tak, ze tlnp, > mln N. Definujme systém
funkei H = {ge.au(x)|t <1 <2t,c,d €{0,1,...,po—1}} kde ((c(z mod p;)+d) mod ps;) mod m. Z¥ejmé |H| = tp3,.
Odhadem |G = {(¢,d,1); heai(z) = heai(y)}, kdyZ si mnozinu rozdélime na Gy = {(¢,d,l) € G;x mod p; # y
mod p;} a G2 = {(c¢,d,l) € G;x mod p; =y mod p;}, se da dokazat, 7e systém je 5-univerzalni, za dalsich podminek
i 3.25-univerzalni.
Dolni odhad c: Plati: ¢ > 1 — . Spocitdme ), >
nerovnosti, u; , = [{x € U, h(x) =1i}|):

P Op(z,y) — pro pevnou h mame (z Cauchy-Schwarzovy

Zéh(xy Zuzhuzh_l)z(z =0 uzh) _N= Ni_N

m
z,yclU

Tedy Y pem dopyer 0(2:y) > 7|H|Ng_m). Zaroven plati Yy >0, v 0(2,y) <20, e cﬂ NZC%, coz mi dava
vysledek.

11.3 Perfektni hashovani

Zékladni ideou perfektniho hashovani je nalézt hash-funkci, ktera pro danou mnozinu S nedéla zadné kolize, takze ope-
race MEMBER bude velice rychla. Potom je nevyhoda, Ze nelze prirozenym zptisobem realizovat operaci INSERT,
tj. v praxi se nesmi moc ¢asto vyskytovat.

Tabulka by neméla byt o mnoho vétsi nez mnozina S a funkce h rychle spocitatelna a jeji realizace nezabirat moc
paméti (tedy zadna zadavani tabulkou).

Definice

e Hashovaci funkce h je perfektni pro mnozinu S, pokud pro Vz,y € S,z # y : h(z) # h(y)

e Soubor funkci H : U — {0,...,m — 1} je (N, m,n)-perfektni, pokud V.S C U takové, Ze |S| = n existuje h € H
perfektni pro S.

Odhady velikosti

Kazd4 funkce h je perfektni pro Z{H?:_Ol |h=1(i;)};0 <ig < -+ <in—1 < m} mnozin (s¢itdme pies viechny mnoziny
hashia h(S) a pro kazdou z nich uvazujeme v8echny moznosti, jak mohla vzniknout). Z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti
plyne, Ze tento vyraz nabyvd maxima, kdyz Vi : |h=1(i)| = % Kazda funkce je tedy perfektni pro max. (TS)(%)”
mnozin. Z toho plyne:

()
n

N (N\?
() (3%)

Jiny odhad lze provést jako u c-univ. systému s ocislovanymi funkcemi |H| = {hq,..., ht}. Pouzivam induktivné
definované mnoziny U; , kde Uy = U a U; je nejvétsi podmnozina U;_; , kde je zrovna funkce h; konstantni.
Dostavame |U;| > % tj. U] > logNl

logm *

H| >

ale z perfektnosti plyne |U;| < 1. Dostavame t >

mt ?

Existence

Reprezentujme soubor funkci H = {hi,...,h;} na univerzu velikosti N pomoci matice M (H) typu N x ¢, takze
M(H)z,; = hi(x), tj. v jednom sloupci jsou vysledky jedné hashovaci funkce pro vSechny prvky univerza.

Pak 7adné funkce z H neni perfektni pro mnozinu S C U , kdyZ podmatice M (H) tvofena fadky piislusejicimi
prvkim S nemad prosty sloupec. Takovych matic je maximalné (pocet v8ech funkci minus pocet prostych, to celé krat
libovolné doplnéni na N fadek):

(mn _ Tﬁ(m _ Z)) X m(N—n)t

=0
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Podmnozin U velikosti n je pak (]Z), ¢imZz vynasobeno mam pocet matic neodpovidajicich (N, m,n)-perfektnimu
systému. Viech matic je mVt. Potom existuje (N, m, n)-perfektni systém, kdyz:

()i e

=0

n2

Prigernymi kejklemi dostaneme podminku existence ¢ > n(ln N)e .

Konstrukce funkce

Chceme splnit rychlou spocitatelnost a pamétovou nenaro¢nost. Pfedpokladame univerzum prvociselné velikosti a
funkce typu:
hi(z) = (kxz mod N) mod m

Ozna¢me b¥ = |{z € S;(kz mod N) mod m = i}|. Potom pokud hj(x) neni perfektni, pak néjaké b¥ = 2 a mam
S 0 2 nt2

Odhadnu vyraz o (7 (0F)2) — n) = Y enyesthil <k < N hg(x) = hy(y)}. Z vlastnosti modula mam
takovych k£ pro dand x,y nejvyse QL%J = 2L%J Dostavam tedy odhad 2(N — 1)% a z ngj vidim, 7e existuje
takové k, ze Z?;Bl(bff < W + n, tedy pro tabulku velikosti m > n(n — 1) mam perfektni funkci.

Dé se dokézat trochu slabsi predpoklad, ze P(k; Y2,  (bF)? < w +n) > 1/4, ktery je zakladem pravdépo-
dobnostniho algoritmu.

Pak mam deterministicky algoritmus, ktery pro m = n(n — 1) + 1 nalezne perfektni hy v ¢ase O(nN) a pravdépo-

dobnostni, ktery pro m = 2n(n — 1) najde perfektni iy v €ase O(n). Mam tedy konstrukeci perfektni hash-funkce, ta
ale nesplituje pozadavek na malou tabulku (m = ©(n?)).

Mensi tabulka

Zmengime-li velikost tabulky na m = n, bude vyse uvedeny algoritmus schopny nalézt funkeci, pro kterou plati z:(bic )2 <
3n (32(b¥)? < 4n v pravdépodobnostni varianté). Kazdou kolizi pak mazeme “rozstrkat” perfektni funkci nad miniaturni
tabulkou a celkova velikost vSech tabulek bude mnohem mensi:

e Vezmeme nalezenou funkci a najdeme viechny nepréazdné mnoziny S; = {s € S; hi(s) = i}

e Pro jim odpovidajici ¢; = |S;|(]Si] — 1) + 1 (dvojnasobek v pravdép. metods) najdeme k; takové, 7e hy, je
perfektni funkce pro .S; do tabulky velikosti c;.

e Definujme d; = Z;;g ¢;, potom pokud hi(z) =1, pak g(z) = d; + hii(x) je perfektni, jeji hodnota spocitatelna
v ¢ase O(1) a hashuje do tabulky velikosti O(3n) (O(6n) s pravdép. piipadé), je naleznutelnd v ¢ase O(nN)
(O(n)) a pro jeji ulozeni do paméti jsou potieba hodnoty k a k;, vyzadujici O(nlog N) paméti.

Pro vypocet g(x) potfebuji 2 nasobeni, 2 modulo a 1 séitani (pro d; v paméti), tabulka ma velikost > ¢; < Y (bF)? <

3n. Takova funkce ale stale nespliiuje pozadavek na malo paméti pro ulozeni.

“Mala” funkce

logm
loglogm

Vime, Ze pro m € N je pocet prvocisel, ktera ho déli O( )- Z toho tivahou o délitelich ¢isla D = [, o, (s; —

s;) <N "* na n-prvkové S a vzorce hustoty prvoéisel p; < 2t Int dostanu, 7e existuje p o velikosti O(In D) = O(n? In N)
takové, ze ¢p(z) = x mod p je perfektni pro S.

Deterministické nalezeni trva O(n3lognlog N) (test perfektnosti kazdého systému je O(nlogn)). Proto pouzi-
jeme pravdépodobnostni algoritmus (mezi 4cn? In N pfir. &isly je aspoii 1/2 prvocisel, ktera vyhovuji): nejdiiv najde
prvocislo a pak testuje perfektnost. Ocekavany pocet testt je O(In(4cn?In N)), celkové sloZitost algoritmu je pak
O(nlogn(logn + loglog N)). Najde zhruba az 2x v&tsi prvocislo nez deterministicky.

Tuto funkci pouZzijeme ke konstrukci vysledné hash-funkce:

1. Nalezneme prvocislo gy, aby ¢q, () = mod ¢y byla perfektni pro S
2. Polozime S1 = {¢4,(s)|s € S}, pak najdeme prvocislo ¢; € (n(n —1)+1,2n(n —1) +2)
3. K nému existuje I € (1,9 — 1) takové, 7e hi(x) = ((Iz mod ¢o) mod ¢1) je perfektni pro Sy

4. Polozime So = {hi(s)|s € S1} a najdeme perfektni g pro S do tabulky s méné nez 3n fadky (viz vyse, pocita se
ale do univerza o velikosti ¢)-

5. Pak f(z) = g(hi(¢q,(z))) je perfektni.

Funkce qo je uréena 1 &slem o velikosti O(n?log N), h; 2 &isly o velikosti O(n?) a O(qo), g je uréena n + 1 &isly o
O(q1), tj. celkem zadani vyzaduje O(nlogn + logn + loglog N) paméti.


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Men��_tabulka

