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Kapitola 1

Státnice - Informatika - I2: Softwarové
systémy

http://www.m�.cuni.cz/studium/bcmgr/ok/i3b52.htm

1.1 Databázové systémy

• Formální základy databázové technologie

• Databázové modely a jazyky

• Implementace databázových systém·

1.2 Softwarové inºenýrství

• Programovací jazyky a p°eklada£e

• Objektov¥ orientované a komponentové systémy

• Analýza a návrh softwarových systém·

1.3 Systémové architektury

• Opera£ní systémy (státnice)

• Distribuované systémy

• Architektura po£íta£· a sítí

1.4 Spolehlivé systémy

• Modely a veri�kace program·

• Vestav¥né systémy a systémy reálného £asu

• Moderní softwarové systémy

1.5 Po£íta£ová gra�ka

• Geometrické modelování a výpo£etní geometrie

• Analýza a zpracování obrazu, po£íta£ové vid¥ní a robotika

• 2D po£íta£ová gra�ka, komprese obrazu a videa

• Realistická syntéza obrazu, virtuální realita

1.6 Okruhy povinné pro obory I2 a I3
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Kapitola 2

Státnice - Metody tvorby algoritm·

2.1 Popis sloºitosti algoritm·

De�nice (Velikost dat, krok algoritmu)

Velikost dat je obvykle po£et bit·, pot°ebných k jejich zapsání, nap°. data D jako pro £ísla a1, . . . , an je velikost dat
|D| =

∑n
i=1dlog aie.

Krok algoritmu je jedna operace daného abstraktního stroje (nap°. Turing·v stroj, stroj RAM), zjednodu²en¥ jde
o n¥jakou operaci, proveditelnou v konstantním £ase (nap°. aritmetické operace, porovnání hodnot, p°i°azení � pro
jednoduché £íselné typy).

De�nice (�asová sloºitost)

�asová sloºitost je funkce f : N → N taková, ºe f(|D|) udává po£et krok· daného algoritmu, pokud je spu²t¥n na
datech D.

De�nice (Asymptotická sloºitost)

�ekneme, ºe funkce f(n) je asymptoticky men²í nebo rovna neº g(n), zna£íme f(n) je O(g(n)), práv¥ tehdy, kdyº

∃c > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ f(n) ≤ c · g(n)

Funkce f(n) je asymptoticky v¥t²í nebo rovna neº g(n), zna£íme f(n) je Ω(g(n)), práv¥ tehdy, kdyº

∃c > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ c · g(n) ≤ f(n)

Funkce f(n) je asymptoticky stejná jako g(n), zna£íme f(n) je Θ(g(n)), práv¥ tehdy, kdyº

∃c1, c2 > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ c1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c2 · g(n)

Funkce f(n) je asymptoticky ost°e men²í neº g(n) (f(n) je o(g(n)), kdyº

∀c > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ f(n) < c · g(n)

Funkce f(n) je asymptoticky ost°e v¥t²í neº g(n) (f(n) je w(g(n)), kdyº

∀c > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ c · g(n) < f(n)

Poznámka

Asymptotická sloºitost zkoumá chování algoritm· na velkých datech, za°azuje je podle toho do kategorií. Zanedbává
multiplikativní a aditivní konstanty.

2.2 Rozd¥l a panuj

De�nice (Metoda rozd¥l a panuj)

Rozd¥l a panuj je metoda návrhu algoritm· (ne strukturované programování), která má 3 kroky:

1. rozd¥l � rozd¥lí úlohu na n¥kolik podúloh stejného typu, ale men²í velikosti

2. vy°e² � vy°e²í podúlohy a to bu¤ p°ímo pro dostate£n¥ malé, nebo rekurzivn¥ pro v¥t²í

3. sjedno´ � sjednotí °e²ení podúloh do °e²ení p·vodní úlohy

7
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Aplikace

• QUICKSORT

• Hledání mediánu

Analýza sloºitosti algoritm· rozd¥l a panuj

Poznámka (Vytvo°ení rekurentní rovnice)

Pro £asovou sloºitost algoritm· typu rozd¥l a panuj zpravidla dostávám n¥jakou rekurentní rovnici.

• T (n) budiº doba zpracování úlohy velikosti n, za p°edpokladu, ºe T (n) = Θ(1) pro n ≤ n0.

• D(n) budiº doba na rozd¥lení úlohy velikosti n na a podúloh stejné velikosti nc .

• S(n) budiº doba na sjednocení °e²ení podúloh velikosti nc na jednu úlohu velikosti n. Dostávám rovnici

T (n) =

{
D(n) + aT (nc ) + S(n) n > n0

Θ(1) n ≤ n0

Poznámka

P°i °e²ení rekurentních rovnic:

• Zanedbávám celo£íselnost (n2 místo dn2 e a b
n
2 c)

• Nehledím na konkrétní hodnoty aditivních a multiplikativních konstant, asymptotické notace pouºívám i v zadání
rekurentních rovnic, i v jejich °e²ení.

V¥ta (Substitu£ní metoda)

1. Uhodnu asymptoticky správné °e²ení

2. Indukcí ov¥°ím správnost (zvlá²t¥ horní a dolní odhad)

V¥ta (Metoda �kucha°ka� (Master Theorem))

Nech´ a ≥ 1, c > 1, d ≥ 0 ∈ R a nech´ T : N→ N je neklesající funkce taková, ºe ∀n tvaru ck platí

T (n) = aT (
n

c
) + Θ(nd)

Potom

1. Je-li logc a 6= d, pak T (n) je Θ(nmax{logc a,d})

2. Je-li logc a = d, pak T (n) je Θ(nd logc n)

V¥ta (Master Theorem, varianta 2)

Nech´ 0 < ai < 1, kde i ∈ {1, . . . , k} a d ≥ 0 jsou reálná £ísla a nech´ T : N→ N spl¬uje rekurenci

T (n) =

k∑
i=1

T (ai · n) + Θ(nd)

Nech´ je £íslo x °e²ením rovnice
∑k
i=1 a

x
i = 1. Potom

1. Je-li x 6= d (tedy
∑k
i=1 a

d
i 6= 1), pak T (n) je Θ(nmax{x,d})

2. Je-li x = d (tedy
∑k
i=1 a

d
i = 1), pak T (n) je Θ(nd log n)

2.3 Dynamické programování

Dynamické programování je metoda °e²ení problem·, které v sob¥ obsahují p°ekrývající se subproblémy.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_T��d�n�#Quicksort
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_T��d�n�#Po�adov�_statistiky_(hled�n�_medi�nu)
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P°íklad

Typickým p°íkladem je výpo£et �bonaciho £ísla. Fib. posloupnost je de�nována jako:

f(0) = 1, f(1) = 1

f(n+ 2) = f(n+ 1) + f(n)

Výpo£et t°eba 4. £ísla by pak byl f(4) = f(3)+f(2) = f(2)+f(1)+f(1)+f(0) = f(1)+f(0)+f(1)+f(1)+f(0) = 5.
Vidíme, ºe jsme f(2) po£ítali dvakrát, f(1) t°ikrát a f(0) dvakrát. Ve v¥t²ím m¥°ítku toto zbyte£n¥ po£ítání vede k
exponenciální sloºitosti algoritmu. Lep²í cestou je po£ítat �od spodu�, kdy pomoci f(0) a f(1) spo£teme f(2), pak s
jeho pomoci f(3) nakonec f(4) s lineární sloºitosti.

V dynamickém programování se nap°íklad vytvo°í mapa Fibonacciho £ísel a jejich hodnot. P°ed tím, neº za£nu
po£ítat hodnotu n¥jakého Fibonacciho £ísla, se podívám do mapy.

Nutné podmínky

V dynamickém programování vyuºíváme:

1. P°ekrývání podproblému � problém lze rozd¥lit na podproblémy, jejichº °e²ení se vyuºívá opakovan¥.

2. Optimální podstruktury � optimální °e²ení lze zkonstruovat z optimálních °e²ení podproblém·.

Postupy

Obvykle se pouºívá jeden ze dvou p°ístup· k dynamickému programování:

• Top-down � problém se rekurzivn¥ d¥lí na podproblémy a po jejich vy°e²ení se zapamatují výsledky, které se
pouºijí p°i p°ípadném op¥tovném °e²ení daného podproblému.

• Bottom-up � nejd°íve se spo£ítají v²echny moºné podproblémy (viz p°íklad s Fibonacciho posloupnosti), které
se potom skládají do °e²ení v¥t²ích problém·. Tento p°ístup je výhodn¥j²í z hlediska po£tu volání funkci a místa
na zásobník·, ale ne vºdy musí být z°ejm¥, které v²echny subproblémy je t°eba p°edem spo£ítat.

Pouºití

Problém batohu � máme v¥ci r·zné váhy a batoh ur£ité nosnosti. Které v¥ci máme dát do batohu, abychom jej co
nejlépe zaplnili (jednorozm¥rná varianta problému batohu)? Speciální p°ípad je sou£et podmnoºiny (SP). Algoritmus
je popsán v sekci o NP-úplnosti.

Uzávorkování sou£inu matic tak, aby po£et skalárních sou£in· byl co nejmen²í. D¥lá se pomocí 2 £tvercových
matic (M a K) °ádu rovného po£tu násobených matic, kde pracujeme jen nad diagonálou. Hodnota na Mij udává
minimální po£et skalárních sou£in· p°i nejlep²ím uzávorkování matic i aº j, hodnota Kij ur£uje matici, která rozd¥luje
závorkování na dv¥ podmnoºiny matic. Hodnotu Mij lze zkonstruovat ze v²ech Mik a Mkj pro i < k < j.

2.4 Hladové algoritmy

Motivace

Problém 1

Dán souvislý neorientovaný graf G = (V,E) a funkce d : E → R+, udávající délky hran. Najd¥te minimální kostru
grafu G, tj. kostru G′ = (V,E′) tak, ºe

∑
e∈E′ d(e) je minimální.

Problém 2

Je dána mnoºina S = {1, . . . , n} úkol· jednotkové délky. Ke kaºdému úkolu je dána lh·ta dokon£ení di ∈ N a pokud
wi ∈ N, kterou je úkol i penalizován, není-li hotov do své lh·ty. Najd¥te rozvrh (permutaci úkol· od £asu 0 do £asu
n), který minimalizuje celkovou pokutu.

Problém 3

Je dána mnoºina S = {1, . . . , n} úkol·. Ke kaºdému úkolu je dán £as jeho zahájení si ukon£ení fi, si ≤ fi. Úkoly
i a j jsou kompatibilní, pokud se intervaly [si, fi) a [sj , fj) nep°ekrývají. Najd¥te co nejv¥t²í mnoºinu (po dvou)
kompatibilních úkol·.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_-_NP-�plnost#P.C5.99.C3.ADklad
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Matroid

De�nice (Matroid)

Matroid je uspo°ádaná dvojice M = (S, I), spl¬ující:

• S je kone£ná neprázdná mnoºina (prvky matroidu M)

• I je neprázdná mnoºina podmnoºin S (nezávislé podmnoºiny), která má

1. d¥di£nou vlastnost: B ∈ I ∧A ⊆ B ⇒ A ∈ I,

2. vým¥nnou vlastnost: A,B ∈ I ∧ |A| < |B| ⇒ ∃x ∈ B\A : A ∪ {x} ∈ I.

V¥ta (O velikosti maximálních nezávislých podmnoºin)

V²echny maximální (maximální vzhledem k inkluzi) nezávislé podmnoºiny v matroidu mají stejnou velikost.

D·kaz

Z vým¥nné vlastnosti, nech´ A,B ∈ I maximální, |A| < |B|, pak A ∪ {x} ∈ I, x /∈ A, coº je spor.

De�nice (Váºený matroid)

Matroid M = (S, I) je váºený, pokud je dána funkce w : S → R+ a její roz²í°ení na podmnoºiny mnoºiny S je
de�nováno p°edpisem:

A ∈ S ⇒ w(A) =
∑
x∈A

w(x)

Problém 1 a 2 � zobecn¥ný

Pro daný váºený matroid nalezn¥te nezávislou podmnoºinu s co nejv¥t²í vahou (optimální mnoºinu). Protoºe váhy
jsou kladné, vºdy se bude jednat o maximální nez. mnoºinu.

Problém 1 je spec. p°ípad tohoto, protoºe m·ºeme uvaºovat grafový matroid (nad hranami) � MG = (S, I), kde
S = E a pro A ⊆ E platí A ∈ I, pokud hrany z A netvo°í cyklus (tj. indukovaný podgraf tvo°í les).

D¥di£ná vlastnost této struktury je z°ejmá, vým¥nnost se dá dokázat následovn¥: m¥jme A,B ⊆ E, |A| < |B|. Pak
lesy z A,B mají n − a > n − b strom· (v£. izolovaných vrchol·). V B musí být strom, který se dotýká ≥ 2 r·zných
strom· z A. Ten obsahuje hranu, která není v ºádném strom¥ A a netvo°í cyklus a tak ji m·ºu k A p°idat.

Váhovou funkci p°evedu na hledání maxim: w(e) = c− d(e), kde c je dost velká konstanta, aby v²echny váhy byly
kladné. Algoritmus pak najde max. mnoºinu, kde hrany netvo°í cyklus. Implicitn¥ bude mít n − 1 hran, takºe p·jde
o kostru a její w bude maximální, tedy p·vodní váha minimální.

Pro problém 2 zavedeme pojem kanonického rozvrhu � takového rozvrhu, kde jsou v²echny v£asné úkoly rozvrºeny
p°ed v²emi zpoºd¥nými a uspo°ádány podle neklesající lh·ty dokon£ení (tohle na celkové pokut¥ nic nezm¥ní a máme
bijekci mezi mnoºinou v£asných úkol· a kanonickými rozvrhy).

Optimální mnoºinu pak lze hledat jen nad kanonickými rozvrhy � nezávislou mnoºinou úkol· nazvu takovou,
pro kterou existuje kanonický rozvrh tak, ºe ºádný úkol v ní obsaºený není zpoºd¥ný. Potom hledání max. nezávislé
mnoºiny p°i ohodnocení pokutami je hledání nejmen²í pokuty (odeberu co nejvíc z moºné celkové pokuty).

Pak zbývá dokázat, ºe takto vytvo°ená struktura je matroid. D¥di£ná vlastnost je triviální � vyhodím-li n¥co z
nezávislé mnoºiny, nechám v rozvrhu mezery a bude platit stále. Pro vým¥nnou vlastnost zavedu pomocnou funkci
Nt(C) = |{i ∈ C|di ≤ t}|, udávající po£et úkol· z mnoºiny C se lh·tou do £asu t. Pak mnoºina C je nezávislá, práv¥
kdyº ∀t ∈ {1, . . . , n} : Nt(C) ≤ t.

Pak máme-li 2 nezávislé A, B, |B| > |A|, ozna£íme k nejv¥t²í okamºik takový, ºe Nk(B) ≤ Nk(A), tj. od k+ 1 dál
platí Nt(A) < Nt(B). To skute£n¥ nastane, protoºe |B| = Nn(B) > Nn(A) = |A|. Pak ur£it¥ v B je ost°e víc úkol·
s di = k + 1 neº v A, tj. ∃x ∈ B\A se lh·tou k + 1. A ∪ {x} je nezávislá, protoºe Nt(A ∪ {x}) = Nt(A) pro t ≤ k a
Nt(A ∪ {x}) ≤ Nt(B) pro t ≥ k + 1.

Hladový algoritmus na váºeném matroidu

Algoritmus (Greedy)

Mám zadaný matroid M = (S, I), kde S = {x1, . . . , xn} a w : S → R+. Potom

1. A := ∅, set°i¤ a p°ezna£ S sestupn¥ podle vah

2. pro kaºdé xi zkou²ej: je-li A ∪ {xi} ∈ I, tak A := A ∪ {xi}

3. vra´ A jako maximální nezávislou mnoºinu
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Pokud p°idám n¥jaké xi, nikdy nezru²ím nezávislost mnoºiny; s uº p°idanými prvky se nic nestane. �asová sloºitost
je Θ(n log n) na set°íd¥ní podle vah, testování nezávislosti mnoºiny závisí na typu matriodu (f(n)), takºe celkem n¥co
jako Θ(n log n+ n · f(n)).

D·kaz

• Vyhození prvk·, které samy o sob¥ nejsou nezávislé mnoºiny, nic nezkazí (z d¥di£né vlastnosti).

• První vybrané xi je �legální� (nezablokuje mi cestu), protoºe mezi max. nez. mnoºinami ur£it¥ existuje taková,
která jím mohla vzniknout (z vým¥nné vlastnosti � vezmeme první prvek, který je sám o sob¥ nez. mn. a s
pomocí n¥jaké max. nez. mnoºiny B ho doplníme, vzniklé {xi} ∪ (B\{xj}) musí být také maximální).

• Nalezení optimální mnoºiny obsahující pevné (první vybrané) xi v M = (S, I) je ekvivalentní nalezení optimální
mnoºiny v M ′ = (S′, I ′), kde S′ = {y ∈ S|{xi, y} ∈ I} a I ′ = {B ⊂ S\{xi}|B ∪ {xi} ∈ I} (je-li S′ neprázdná, je
to matroid, vlastnosti se p°enesou z p·vodního; pokud je S′ prázdná, tak algoritmus kon£í) a tedy kdyº vyberu
xi, nezatarasím si cestu k optimu � sta£í ukázat, ºe A ∪ {x} je optimální v M práv¥ kdyº A je optimální v M ′.

• Takºe kdyº budu vybírat (indukcí opakovan¥) xi podle váhy, dojdu k optimální mnoºin¥.

Algoritmus (Hladový algoritmus na problém 3)

Máme S = {1, . . . , n} mnoºinu úkol· s £asy start· si a konc· fi. Provedeme:

1. A := ∅, f0 := 0, j := 0

2. set°i¤ úkoly podle fi vzestupn¥ a p°ezna£

3. pro kaºdé i zkou²ej: je-li si ≥ fj , pak A := A ∪ {i} a j := i

4. vra´ A jako max. mnoºinu nekryjících se úkol·

Sloºitost je n log n na set°íd¥ní, zbytek uº lineární. Sice to funguje, ale tahle struktura NENÍ matroid � nespl¬uje
vým¥nnou vlastnost. Algoritmus má ale stejný d·kaz jako p°edchozí na matroidech (legálnost hladového výb¥ru �
existuje max. mnoºina obsahující prvek 1 � a existenci optimální mnoºiny � p°evod na �men²í� zadání).
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Kapitola 3

Státnice - Odhady sloºitosti

3.1 Dolní odhady sloºitosti problém·

De�nice (Sloºitost problému)

Sloºitost problému je sloºitost asymptoticky nejlep²ího moºného algoritmu, který °e²í daný problém (ne nejlep²ího
známého).

Kaºdý konkrétní algoritmus dává horní odhad sloºitosti. Dolní odhady (aº na triviální � velikost vstupu, výstupu)
jsou sloºit¥j²í.

V¥ta (Dolní odhad sloºitosti mediánu)

Pro výb¥r k-tého z n prvk· je t°eba alespo¬ n− 1 porovnání, tj. problém je Ω(n).

D·kaz

Intuitivn¥ pot°ebuju medián, i kdyby mi spadnul z nebe, porovnat se v²emi ostatními prvky, abych v·bec zjistil, jestli
to je medián ...

V¥ta (Dolní odhad sloºitosti t°íd¥ní)

Pro kaºdý t°ídící algoritmus, zaloºený na porovnávání prvk·, existuje vstupní posloupnost, pro kterou provede Ω(n log n)
porovnání.

D·kaz

Nakreslím si rozhodovací strom jako model algoritmu � v²echny vnit°ní uzly odpovídají n¥jakému porovnání, které
algoritmus provedl, jejich synové jsou operace, které nasledovaly po r·zných výsledcích toho porovnání (BÚNO jsou-li
prvky r·zné, bude strom binární). Listy odpovídají set°íd¥ným posloupnostem. Aby byl algoritmus korektní, musí mít
strom listy se v²emi n! moºnými po°adími prvk·.

Pro plýtvající algoritmus mohou existovat listy, neodpovídající ºádné permutaci, tj. porovnává stejnou dvojici
prvk· dvakrát (a jedna z moºností uº nem·ºe nastat). Pro rovnom¥rné rozd¥lení je o£ekávaný £as pr·m¥rná délka
cesty od ko°ene k list·m, nejhor²í £as je vý²ka stromu.

Ozna£ím vý²ku jako h, pak po£et list· je ≤ 2h a tedy n! ≤ 2h, tj. h ≥ log n!, pro dolní odhad Ω(n log n) sta£í
odhad faktoriálu n! < n

n
2 , p°ípadn¥ m·ºu pouºít Stirling·v vzorec n! ≈

√
2πn(ne )n a dostávám Θ(n log n).

3.2 Amortizovaná sloºitost

De�nice (Amortizovaná sloºitost)

Typicky se pouºívá pro po£ítání £asové sloºitosti operací nad datovými strukturami, po£ítá pr·m¥rný £as na 1 operaci
p°i provedení posloupnosti operací. Dává realisti£t¥j²í odhad sloºitosti posloupnosti v²ech operací, neº m¥°ení v²ech
nejhor²ím p°ípadem.

Známe 3 metody amortizované analýzy:

• agrega£ní

• ú£etní

• potenciálová

13

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Algoritmus_(Agrega�n�_metoda)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Algoritmus_(ڣetn�_metoda)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Algoritmus_(Potenci�lov�_metoda)
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Problémy:

• Inkrementace binárního £íta£e � do binárního £íta£e délky k postupn¥ p°i£teme n-krát jedni£ku. Po£et bitových
operací na 1 p°i£tení je v nejhor²ím p°ípad¥ O(log n), ale amortizovan¥ dojdeme k O(1).

• Vkládání do dynamického pole � za£nu s prázdným polem délky 1 a postupn¥ vkládám n prvk·. Pokud je
stávající pole plné, alokujeme dvojnásobné a kopírujeme prvky. Po£et kopírování prvk· na jedno vloºení je aº
O(n), ale amortizovan¥ op¥t O(1).

Algoritmus (Agrega£ní metoda)

Spo£ítáme nejhor²í £as pro celou posloupnost n operací � T (n), amortizovaný £as na 1 operaci je pak T (n)
n .

• Binární s£ítání: v pr·b¥hu n p°i£tení se i-tý bit p°eklopí b n2i c-krát, takºe celková cena p°eklopení je ≤ n ·∑∞
i=0

1
2i = 2n, tj. amortizovan¥ na jedno p°i£tení 2n

n = Θ(1)

• Vkládání: cena i-tého vloºení do pole je ci =

{
i pokud ∃k : i− 1 = 2k

1 jinak
. Celkem dostávám T (n) =

∑n
i=1 ci =

n+
∑blognc
j=0 2j ≤ n+ 2n = 3n, takºe na jedno vloºení vyjde 3n

n = Θ(1).

Algoritmus (Ú£etní metoda)

Od kaºdé operace vyberu ur£. pevný �obnos�, kterým onu operaci �zaplatím�. Pokud n¥co zbyde, dám to na ú£et, pokud
bude oprace naopak draº²í neº onen obnos, z ú£tu vybírám. Z·statek na ú£tu musí být stále nezáporný � pokud usp¥ji,
obnos je amortizovaná cena 1 operace.

• Binární s£ítání: P°i kaºdém p°i£tení je práv¥ jeden bit p°eklopen z 0 na 1. Proto kaºdému bitu zavedeme ú£et
a za p°i£tení budeme vybírat 2 jednotky. Jedna je pouºita na p°eklopení daného bitu z 0 na 1 a druhá uloºena
na práv¥ jeho ú£et; p°ekláp¥ní z 1 na 0 jsou hrazeny z ú£t· (protoºe kaºdý bit, který má nastavenu 1 má na ú£tu
práv¥ 1 jednotku, projde to). Amortizovaná cena tedy vyjde 2 = Θ(1).

• Vkládání: Od kaºdého vloºení vyberu 3 jednotky � na vlastní vloºení, na p°ekopírování práv¥ vloºeného prvku
p°i p°í²tím vloºení a na p°í²tí p°ekopírování odpovídajícího prvku v levé polovin¥ pole (na pozici n − s

2 ), který
obnos ze svého vloºení vy£erpal. Po expanzi je celkem na v²ech ú£tech 0, jindy víc, tj. amortizovaná cena operace
je 3 = Θ(1).

Algoritmus (Potenciálová metoda)

Je to podobné bankovní, roli ú£tu hraje n¥jaká funkce w, která popisuje vhodnost jednotlivých kon�gurací D0, D1, . . ..
Pot°ebuji potom, aby w(Di) ≥ 0 ∀i. Amortizovaná sloºitost i -té operace o je potom:

am(oi) = T (oi) + w(Di+1)− w(Di)

Sloºitost nejhor²ího p°ípadu celé posloupnosti operací m·ºe být mnohem �rychlej²í� neº posloupnost nejhor²ích
p°ípad· jednotlivých operací:

n∑
i=1

T (oi) ≤
n∑
i=1

am(oi) + w(D0)



Kapitola 4

Státnice - NP-úplnost

4.1 T°ídy P a NP, polynomiální p°evody, NP-úplnost

De�nice (Úloha)

• Úloha je situace, kdy pro daný vstup (instanci úlohy) chceme získat výstup se zadanými vlastnostmi.

• Optimaliza£ní úloha je úloha, kde cílem je získat optimální (zpravidla nejv¥t²í nebo nejmen²í) výstup s danými
vlastnostmi.

• Rozhodovací problém je úloha, jejímº výstupem je ANO/NE.

De�nice (Kódování vstup·)

Kaºdá instance problému Q je kódována jako posloupnost 0 a 1, tj. instance je slovo v abeced¥ {0, 1}∗. Kódy v²ech
instancí problému Q tvo°í jazyk L(Q) nad abecedou {0, 1}∗, který se d¥lí na

• L(Q)Y � kódy instancí s odpov¥dí ANO (jazyk kladných instancí)

• L(Q)N � kódy instancí s odpov¥dí NE (jazyk záporných instancí)

Rozhodovací problém pak je rozhodnutí, zda x ∈ L(Q)Y nebo x ∈ L(Q)N (kde x je kód n¥jaké instance Q), kdyº
p°edpokládáme, ºe rozhodnutí x ∈ L(Q) lze ud¥lat v polynomiálním £ase vzhledem k |x|.

De�nice (Deterministický Turing·v stroj)

DTS obsahuje °ídící jednotku, £tecí a zápisovou hlavu a (nekone£nou) pásku. Program sestává z:

1. Kone£né mnoºiny Γ páskových symbol·, Σ ⊂ Γ vstupních symbol· a ∗ ∈ Γ prázdného symbolu

2. Kone£né mnoºiny Q stav· °ídící jednotky, která obsahuje startovní stav q0 a 2 terminální stavy qY , qN

3. P°echodové funkce δ : (Q\{qY , qN})× Γ→ Q× Γ× {←, •,→}

DTS s programem M p°ijímá x ∈ Σ∗, práv¥ kdyº pro vstup x se M zastaví ve stavu qY . Jazyk rozpoznávaný
programem M je L(M) = {x ∈ Σ∗|M prijima x}.

DTS s programemM °e²í problém Q, práv¥ kdyº výpo£etM skon£í pro kaºdý vstup x ∈ Σ∗ a platí L(M) = L(Q)Y .
Nech´ M je program pro DTS, který skon£í pro ∀x ∈ Σ∗. �asová sloºitost programu M je dána funkcí TM (n) =

max{m|∃x ∈ Σ∗, |x| = n, výpo£et na DTS s programem M a vstupem x skon£í po m krocích stroje}. Pokud existuje
polynom p tak, ºe TM (n) ≤ p(n)∀n, pak M je polynomiální DTS program.

De�nice (T°ída P)

Problém Q je ve t°íd¥ P, práv¥ kdyº existuje polynomiální DTS program M , který °e²í Q.

De�nice (Nedeterministický Turing·v stroj)

Stejný jako DTS, ale místo p°echodové funkce δ je zde zobrazení δ, které kaºdé dvojici z Q × Γ p°i°azuje mnoºinu
moºných pokra£ování výpo£tu, tj. trojic z Q× Γ× {←, •,→}.

NTS s programem M p°ijímá x ∈ Σ∗, práv¥ kdyº existuje p°ijímající výpo£et programu M (tj. b¥h M , kdy na
vstupu je x a kon£í se ve stavu qY ). Jazyk rozpoznávaný programem M je L(M) = {x ∈ Σ∗|M prijima x}.

�as, ve kterém M p°ijímá x ∈ Σ∗ de�nujeme jako po£et krok· nejkrat²ího p°ijímajícího výpo£tu nad daty x.
�asová sloºitost programu je dána funkcí:

15
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TM (n) =

{
1 neexistuje x delky n, ktere je prijimano
max{m|∃x ∈ Σ∗, |x| = n,M prijima x v case m}

Pokud existuje polynom p takový, ºe TM (n) ≤ p(n), pak M je polynomiální NTS program.

De�nice (T°ída NP)

Problém Q je ve t°íd¥ NP, práv¥ kdyº existuje polynomiální NTS program M , který °e²í Q. Na rozdíl od determinis-
tického p°ípadu netrváme na tom, ºe výpo£et musí skon£it i pro nep°ijímané instance.

Poznámka (Jiný model NTS)

P°idáme dal²í pásku (orákulum) a stroj pracuje ve 2 fázích:

1. Nedeterministicky hádá � zapí²e problém do orákula.

2. Deterministicky ov¥°uje obsah orákula � práce DTS na p·vodním vstupu plus obsahu orákula.

Je to ekvivalentní s p·vodním � omezíme-li po£et moºných p°echod· NTS na 2 (tím ho jen zpomalíme) a zapisujeme-
li do orákula v¥tve pokra£ování výpo£tu (pak sta£í na jednu jeden bit), p°evedeme ve²kerý nedeterminismus £ist¥ na
napln¥ní orákula.

De�nice (T°ída co-NP)

Problém Q je ve t°íd¥ co-NP, práv¥ kdyº existuje polynomiální NTS programM takový, ºe L(M) = L(Q)N . O pom¥ru
mnoºin co-NP a NP nevíme nic, jen to, ºe podmnoºinou jejich pr·niku je P.

P°evody a NP-úplnost

De�nice (Polynomiáln¥ vy£íslitelná funkce)

Funkce f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ je polynomiáln¥ vy£íslitelná, práv¥ kdyº existuje polynom p a algoritmus A takový, ºe
pro kaºdý vstup x ∈ {0, 1}∗ dává výstup f(x) v £ase nejvý²e p(|x|).

De�nice (Polynomiální p°evoditelnost)

Jazyk L1 je polynomiáln¥ p°evoditelný na jazyk L2 (pí²eme L1 ∝ L2), práv¥ kdyº existuje polynomiáln¥ vy£íslitelná
funkce f taková, ºe

∀x ∈ {0, 1}∗ : x ∈ L1 ≡ f(x) ∈ L2

De�nice (NP-t¥ºký, NP-úplný problém)

• Problém Q je NP-t¥ºký, práv¥ kdyº ∀Q′ ∈ NP : L(Q′)Y ∝ L(Q)Y .

• Problém Q je NP-úplný, práv¥ kdyº je Q NP-t¥ºký a Q ∈ NP.

Je-li n¥jaký NP-t¥ºký problém p°evoditelný na jiný, pak ten musí být také NP-t¥ºký.

4.2 P°íklady NP-úplných problém· a p°evody mezi nimi

Cook-Levinova v¥ta

Existuje NP-úplný problém.

D·kaz pro KACHL

Máme mnoºinu barev B, £tvercová sí´ S s obvodem obarveným barvami z B a mnoºinu K typ· kachlík·, kde je kaºdý
typ de�nován svou horní, dolní, levou a pravou barvou.

Lze sí´ S vykachlíkovat pomocí kachlík· z mnoºiny K (stejný typ lze pouºít libovoln¥krát, kachlíky ale nelze otá£et)
tak, aby:

• barvy kachlík· p°ilehlé k obvodu sít¥ souhlasily s barvami p°edepsanými tomto na obvodu sít¥ a

• kaºdá dvojice barev na dotyku dvou kachlík· byla rovn¥º shodná?



4.2. P�ÍKLADY NP-ÚPLNÝCH PROBLÉM� A P�EVODY MEZI NIMI 17

NP-úplné problémy

Splnitelnost (SAT)

CNF (booleovská formule v konjunktivní normální form¥, tj. konjunkce disjunkcí) F na n prom¥nných. Existuje
pravdivostní ohodnocení prom¥nných, které spl¬uje formuli F?

D·kaz transformací KACHL ∝ SAT: pomocí prom¥nných xijk, kde xijk = 1, pokud na pozici [i, j] se nachází
kachlík typu k. Jednotlivé klauzule se vytvo°í tak, aby zaru£ovaly, ºe na kaºdé pozici je práv¥ jeden kachlík, ºe kachlíky
navazují horizontáln¥, vertikáln¥ i na kraje st¥ny.

3-SAT

Kubická CNF (vºdy jen 3 prom¥nné v jedné disjunkci) F na n Booleovských prom¥nných. Existuje pravdivostní
ohodnocení prom¥nných, které spl¬uje formuli F?

Transformace SAT ∝ 3-SAT: sta£í kaºdou klauzuli (disjunkci) rozloºit s pomocí nových volných prom¥nných na
n¥kolik kubických klauzulí: (ai,1 ∨ ai,2 ∨ ai,3 ∨ · · · ∨ ai,ki) odpovídá (ai,1 ∨ ai,2 ∨ yi,1)∧ (¬yi,1 ∨ ai,3 ∨ yi,2)∧ (¬yi,2 . . . )∧
· · · ∧ (¬yi,ki−3 ∨ ai,ki−1 ∨ ai,ki)

3-COLOR

T°íobarvení grafu: M¥jme neorientovaný graf G = (V,E). Lze obarvit vrcholy ve V t°emi barvami tak, aby ºádná
hrana v E nem¥la na obou koncích vrcholy stejné barvy?

Obrázek 4.1: Transformace 3-SAT ∝ 3-COLOR

Transformace 3-SAT ∝ 3-COLOR: Vytvo°ím pro v²echny prom¥nné a jejich negace vrcholy grafu a spojím
se t°emi body (z nichº kaºdý musí být jinak barevný podle obrázku), aby prom¥nné musely mít barvu T nebo F.
Prom¥nné a negace jsou taky spojené, aby bylo jednozna£n¥ dána hodnota kaºdé z nich. Pro kaºdou klauzuli 3-SAT
p°idám grafík podle obrázku (napojím na prom¥nné, které p°edstavují literály klauzule a na druhé stran¥ na barvu
F), aby prom¥nné v n¥m ne²ly obarvit FFF.

KLIKA

M¥jme neorientovaný graf G = (V,E) a p°irozené £íslo k. Existuje V ′ ⊆ V , |V ′| = k, indukující úplný podgraf grafu
G?

Transformace SAT ∝ KLIKA � pro kaºdý literál vytvo°ím bod grafu, spojím v²echny body odpovídající literál·m
r·zných klauzulí, pokud se nejedná o komplementární prom¥nné, tj. mezi xi a ¬xi nevede hrana.

Nezávislá Mnoºina (NM)

M¥jme neorientovaný graf G = (V,E) a p°irozené £íslo q. Existuje V ′ ⊆ V , |V ′| = q, taková, ºe uvnit° V ′ nejsou ºádné
hrany?

Transformace KLIKA ∝ NM: sta£í prohodit hrany a ne-hrany.

Vrcholové pokrytí (VP)

Máme neorientovaný graf G = (V,E) a p°irozené £íslo r. Existuje V ′ ⊆ V , |V ′| = r taková, ºe kaºdá hrana má ve V ′

alespo¬ jeden vrchol?
Transformace NM ∝ VP: NM je dopln¥k VP (vedou-li hrany do VP, uº nem·ºou vést mezi ostatními vrcholy).
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Obrázek 4.2: Transformace VP ∝ HK

Hamiltonovská Kruºnice (HK)

Máme neorientovaný graf G = (V,E). Obsahuje G hamiltonovskou kruºnici, tj. jednoduchou kruºnici, která prochází
kaºdým vrcholem práv¥ jednou?

Transformace VP ∝ HK: Na |V | pomyslných linkách naskládám pro kaºdou hranu p·vodního grafu dvanáctici
vrchol· spojených podle obrázku (widget). Krajní body v²ech linek spojím s vrcholy odpovídající p·vodnímu VP
v1, . . . , vr. Protoºe widgety lze projít jen £áste£n¥ (2x po linkách) nebo úpln¥ (jednou v²echny), bude HK vést £ás-
te£ným pr·chodem p°es widgety, pokud oba vrcholy p°íslu²né jejich hran¥ p·vodního grafu pat°í do VP a úplným
jinak.

Obchodní cestující (TSP)

Máme úplný neorientovaný graf G = (V,E), váhy w : E → Z+
0 a £íslo k ∈ Z+. Existuje v G hamiltonovská kruºnice

s celkovou váhou nejvý²e k? N¥kdy se po£ítá nad neúplným grafem a poºaduje se hamiltonovský sled, tj. je moºné
opakovat vrcholy; to se ale na tuto de�nici snadno p°evede.

Transformace HK ∝ TSP: sta£í nastavit váhy tak, ºe w(e) = 1, pokud e byla v p·vodním grafu a w(e) = 2 jinak.
Je-li cht¥ná váha rovna po£tu hran p·vodního grafu, °e²ení dává HK v n¥m.

Sou£et podmnoºiny (SP)

Jsou daná £ísla a1, . . . , an, b ∈ Z+. Existuje mnoºina index· S ⊆ {1, . . . , n} taková, ºe
∑
i∈S ai = b?

Transformace VP ∝ SP: vyrobím inciden£ní matici grafu (°ádky odp. vrchol·m, sloupce hranám), kde budou
jedni£ky na místech, kde daná hrana vede z daného vrcholu. P°idám k ní matici, jejíº °ádky i sloupce odpovídají
hranám a jedni£ky jsou pouze na diagonále (tj. kaºdá hrana má jedni£ku ve �svém� °ádku a sloupci). �Nalevo� od
inciden£ní matice p°idám sloupec plný jedni£ek. �ádky matice interpretuju jako £ísla ve £ty°kové soustav¥ (v kaºdém
sloupci jsou t°i jedni£ky, proto nedojde nikdy k p°esunu °ád·) a hledám sou£et podmnoºiny jako £íslo, které má na
za£átku velikost VP (se£te se ze sloupce jedni£ek) a následují samé dvojky (pro kaºdou hranu).

4.3 Silná NP-úplnost, pseudopolynomiální algoritmy

P°íklad

SP není exponenciální, ale polynomiální v po£tu a velikosti £ísel. Algoritmus (dynamické programování):
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1. Nech´ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an a A je bitové pole délky b (kde 1 na pozici i bude indikovat moºnost vytvo°ení
podmnoºiny se sou£tem i).

2. V²echny prvky pole A nastav na 0.

3. Pro i od 1 do n opakuj (hl. cyklus):

(a) A[ai] := 1

(b) Pro j od ai−1 do b zkou²ej: kdyº A[j] = 1 a j + ai ≤ b, nastav A[j + ai] := 1

4. Je-li A[b] = 1, podmnoºina se sou£tem rovným b existuje.

Po i-tém pr·chodu hlavním cyklem obsahuje A jedni£ky práv¥ u v²ech sou£t· neprázdných podmnoºin {a1, . . . , ai}.
D·kaz � indukcí. Celk. sloºitost je O(n · b), coº je exponenciální vzhledem k binárn¥ kódovanému vstupu, ale polyno-
miální, máme-li na vstupu £ísla konstantní délky.

De�nice (Pseudopolynomiální algoritmus)

Nech´ je dán rozhodovací problém Π a jeho instance I. Pak de�nujeme:

• kód(I) � délka zápisu (po£et bit·) instance I v binárním kódování (£i jiném na n¥j polynomiáln¥ p°evoditelném)

• max(I) � velikost nejv¥t²ího £ísla, vyskytujícího se v I (NE délka jeho binárního zápisu!)

Algoritmus se nazývá pseudopolynomiální, pokud je jeho £asová sloºitost omezena polynomem v prom¥nných
kód(I) a max(I). Kaºdý polynomiální algoritmus je tím pádem pseudopolynomiální.

Poznámka (O £íselných problémech)

Pokud pro n¥jaký problém Π platí, ºe ∀I : max(I) ≤ p(kód(I)) pro n¥jaký polynom p, pak v²echny pseudopolynomiální
algoritmy, °e²ící tento problém, jsou zárove¬ polynomiální.

V²echny problémy, kde tato rovnice neplatí(tj. neexistuje p, ºe by platila), nazýváme £íselné problémy.

V¥ta (O pseudopolynomialit¥ a NP)

Nech´ Π je NP-úplný problém a není £íselný. Pak pokud P6=NP, nem·ºe být Π °e²en pseudopolynomiálním algoritmem.

Poznámka

Ani ne kaºdý £íselný problém je °e²itelný pseudopolynomiálním algoritmem.

V¥ta (O pseudopolynomialit¥ a podproblémech)

Nech´ Π je rozhodovací problém a p polynom. Potom Πp ozna£me mnoºinu instancí (podproblém) problému Π, pro
které platímax(I) ≤ p(kód(I)). Potom máme-li pseudopolynomiální algoritmus A, který °e²í problém Π, ur£it¥ existuje
polynomiální algoritmus, °e²ící Πp. Toto platí pro libovolné p.

D·kaz

Algoritmus A′, °e²ící Πp v polynomiálním £ase, otestuje x na p°ítomnost v Πp (spo£ítá kód(x) a max(x)) a pokud
x ∈ Πp, chová se stejn¥ jako A, takºe b¥ºí v £ase q(kód(x),max(x)) ≤ q(kód(x), p(kód(x))) = q′(kód(x)).

De�nice (Siln¥ NP-úplný problém)

Rozhodovací problém Π je siln¥ NP-úplný, pokud Π ∈NP a existuje polynom p takový, ºe podproblém Πp je NP-úplný.

V¥ta (O silné NP-úplnosti)

Nech´ problém Π je siln¥ NP-úplný. Potom, pokud P6=NP, neexistuje pseudopolynomiální algoritmus, který by °e²il
Π.

D·kaz

Plyne z p°edchozí v¥ty.
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P°íklady

TSP je siln¥ NP-úplný. Je to £íselný problém, protoºe váhy hran nejsou omezené. Kdyº váhy na hranách omezím,
dostanu NP-úplný podproblém (jde na n¥j p°evést HK).

3-ROZD�LENÍ je siln¥ NP-úplné. Problém: máme a1, . . . a3m, b ∈ N takové, ºe ∀j : 1
4b ≤ aj ≤ 1

2b a navíc∑3m
j=1 aj = mb. Existuje S1, . . . Sm disjunktní rozd¥lení mnoºiny {1, . . . , 3m} takové, ºe ∀i :

∑
j∈Si aj = b?

D·kaz se provádí p°evodem z 3DM (t°ídimenzionální párování na tripartitních grafech), v²echna £ísla konstruovaná
pro p°evod jsou polynomiáln¥ velká vzhledem ke |G| (v p°evodu V P ∝ SP byla exponenciáln¥ velká).



Kapitola 5

Státnice - Aproxima£ní algoritmy a
schémata

5.1 Aproxima£ní algoritmy

De�nice (Aproxima£ní algoritmus)

Aproxima£ní algoritmus b¥ºí v polynomiálním £ase a vrací °e²ení �blízká� optimu. Je nutné mít n¥jakou míru kvality
°e²ení. Ozna£me:

• C∗ hodnotu optimálního °e²ení

• C hodnotu nalezenou aproxima£ním algoritmem

A p°edpokládejme nezáporné hodnoty °e²ení.

De�nice (Pom¥rová chyba)

�ekneme, ºe algoritmus °e²í problém s pom¥rovou chybou ρ(n), pokud pro kaºdé zadání velikosti n platí:

max{C
∗

C
,
C

C∗
} ≤ ρ(n)

De�nice (Relativní chyba)

�ekneme, ºe algoritmus °e²í problém s relativní chybou ε(n), pokud pro kaºdé zadání velikosti n platí:

|C − C∗|
C∗

≤ ε(n)

Poznámka (O p°evodu chyb)

Z jedné chyby se dá vyjád°it druhá:

• V p°ípad¥ maximaliza£ní úlohy: ε(n) = C−C∗
C∗ = C

C∗ − 1 = ρ(n)− 1

• V p°ípad¥ minimaliza£ní úlohy: ε(n) = C∗−C
C∗ = 1− 1

ρ(n)

P°íklad (Aproxima£ní algoritmy pro vrcholové pokrytí)

• �Brát vrcholy od nejvy²²ího stupn¥, dokud nemám celé pokrytí� nemá konstantní relativní chybu � ex. protip°í-
klad, kdy ρ(k) ≤ a · ln k

• �Vzít libovolnou hranu, dát do pokrytí její dva konce, odstranit její incidentní hrany a projít tak celé E� má
relativní chybu 2 � ºádné 2 hrany nemají spole£ný vrchol, tj. mám pokrytí o velikosti 2×|mn. disj. hran|. Kaºdé
vrcholové pokrytí je ale ≥ |mn. disj. hran|.
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P°íklad (Aproxima£ní algoritmy pro TSP)

Omezení na trojúhelníkovou nerovnost � po°ád je NP (p°evod HK→TSP zachovával trojúhelníkovou nerovnost).
Algoritmus:

1. Najdi minimální kostru T

2. Zvol lib. vrchol a pomocí DFS nad T v PRE-ORDERu o£ísluj vrcholy.

3. Cesta (s opakováním) po kost°e T p°es v²echny vrcholy := X. Pak w(X) = 2w(T ) (kaºdou hranou kostry jdu
tam a zp¥t).

4. Výslednou HK H vyrobím zkrácením cesty (vypou²t¥ním jiº nav²tívených vrchol·), z trojúhelníkové nerovnosti
w(H) ≤ w(X). Celkem tedy dává w(H) ≤ w(X) ≤ 2w(H∗), protoºe w(T ) ≤ w(H∗) (H∗ je kostra, bez jedné
hrany).

Bez omezení � pro ºádné konstantní ρ neexistuje polynomiální algoritmus, °e²ící obecný TSP s pom¥rovou chybou ρ.

Mohu totiº mít HK v grafu G = (V,E), pak zadání TSP zkonstruovat jako K|V |(V, V ×V ), kde w(e) =

{
1 e ∈ E
|V |ρ e /∈ E

.

Pak by aproxima£ní algoritmus s chybou ρ musel ur£it¥ vºdy vrátit p°esné °e²ení, takºe by musel být NP-t¥ºký.

5.2 Aproxima£ní schémata

De�nice (Aproxima£ní schéma)

Aproxima£ní schéma pro optimaliza£ní úlohu je aproxima£ní algoritmus, který má jako vstup instanci dané úlohy a
£íslo ε > 0, a který pro libovolné ε pracuje jako aproxima£ní algoritmus s relativní chybou ε. Doba b¥hu m·ºe být
exponenciální jak vzhledem k n � velikosti vstupní instance, tak vzhledem k 1

ε .

De�nice (Polynomiální aproxima£ní schéma)

Polynomiální aproxima£ní schéma je takové aproxima£ní schéma, které pro kaºdé pevné ε > 0 b¥ºí v polynomiálním
£ase vzhledem k n (ale stále m·ºe být exponenciální vzhledem k 1

ε .

De�nice (Úpln¥ polynomiální aproxima£ní schéma)

Úpln¥ polynomiální aproxima£ní schéma je polynomiální aprox. schéma, b¥ºící také v polynomiálním £ase vzhledem
k 1
ε (tj. algoritmus s konstantn¥-krát men²í relativní chybou b¥ºí v konstantn¥-krát del²ím £ase).

Úplná polynomiálna aproxima£ná schéma pre problém batohu

Zadanie pre �dvojrozmernú variantu� problému batohu je n hmotností predmetov w1, w2, . . . wn, obmedzenie W na
celkovú hmotnos´ a hodnoty predmetov v1, v2, . . . , vn. Úlohou je nájs´ takú mnoºinu S ⊂ {1, 2, . . . , n}, aby

∑
i∈S wi ≤

W a
∑
i∈S vi bolo £o najvä£²ie.

Nech V = max{v1, v2, . . . , vn}. Zade�nujme si W (i, v) ako najmen²ia hmotnos´ takej podmnoºiny predmetov
{w1, . . . wi}, ktorých celková hodnota je práve v. Potom:

W (i, v) =


0 v = 0

∞ i = 0, v > 0

W (i− 1, v) vi > v

min{W (i− 1, v), wi +W (i− 1, v − vi)} inak

V tre´om prípade nepridáme vec i, lebo by sme prekro£ili cenu v (spome¬me si na de�níciu W (i, v)), v ²tvrtom ju
pridáme ak nám nepokazí hmotnos´.

Pomocou tohto môºeme napísa´ algoritmus vyuºívajúci dynamické programovanie a ako výsledok vrátime max{v|W (n, v) ≤
W}. Tento algoritmus bude ma´ zloºitos´ n2V , £o je iba pseudopolynomiálny algoritmus. Ten v²ak môºeme upravi´.

Upravme si zadanie tak, ºe hodnoty v²etkých predmetov oreºeme o najniº²ie bity. Ak chceme relatívnu chybu ε > 0,
tak oreºeme b = dlog εVn e bitov (nahradíme ich nulami) (pre£o práve to©ko bude vysvetlené niº²ie). Tým sme získali
novú in²tanciu problému batohu, kde hmotnosti a limit sú rovnaké, ale pre kaºdé i je hodnota predmetu v′i = 2bb vj

2b
c.

Ná² algoritmus bude potrebova´ £as O(n
2V
2b

) (pretoºe ignorujeme nulové bity na konci kaºdej hodnoty predmetu).
Rie²enie S′, ktoré dostaneme bude moºno rôzne od optima S pôvodnej úlohy, ale bude plati´:∑

i∈S
vi ≥

∑
i∈S′

vi ≥
∑
i∈S′

v′i ≥
∑
i∈S

v′i ≥
∑
i∈S

(vi − 2b) ≥
∑
i∈S

vi − n2b
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Prvá nerovnos´ platí, lebo S je optimum v pôvodnej úlohe, druhá lebo v′i ≤ vi, tretia lebo S′ je optimum novej
úlohy, ²tvrtá lebo v′i ≥ vi − 2b a posledná lebo |S| ≤ n. Na²e rie²enie je teda najviac n2b pod optimom. Dolný odhad
optima je V (predpokladáme, ºe kaºdý predmet sa samotný vmestí do batoha, iná£ môºeme príli² ´aºké predmety
vyhodi´ ako preprocessing). Relatívna chyba je teda approx−opt

opt ≤ approx−opt
V ≤ n2b

V = ε

Takºe pre zadané ε oreºeme b = dlog εVn e bitov a dostaneme algoritmus, ktorého relatívna chyba je ε a jeho £asová
zloºitos´ je O(n

2V
2b

) = O(n
3

ε ), £o je polynomiálne aj v n aj v 1
ε , preto je to úplná polynomiálna aproxima£ná schéma.
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Kapitola 6

Státnice - Algoritmicky vy£íslitelné funkce

6.1 �áste£n¥ rekurzivní funkce

K. Gödel v 30. letech vynalezl primitivní rekurzivní funkce, pozd¥ji spole£n¥ s dal²ími £áste£n¥ rekurzivní funkce. Jde
o funkcionální p°ístup k algoritm·m. Lze se na n¥ dívat i jako na logiku 1. °ádu: základní funkce jsou axiomy, máme
operátory � odvozovací pravidla � a z toho vyrábíme formule � rekurzivní funkce.

De�nice (Podmín¥ná rovnost, konvergence, divergence)

• ' zna£í �podmín¥nou rovnost�, tj. v p°ípad¥, ºe alespo¬ jedna strana má smysl, tak má smysl i druhá a rovnají
se.

• P1(D)↓ zna£í, ºe predikát je de�nován, tj �konverguje� (ob£as se zna£í ! místo ↓)

• P1(D)↑ zna£í, ºe predikát není de�nován, tj. �diverguje�

Zna£ky konvergence, divergence i podmín¥né rovnosti se vztahují jak na predikáty, tak na funkce.

De�nice (Základní funkce)

• o(x) ' 0 ∀x ∈ N (�nula�)

• s(x) ' x+ 1 ∀x ∈ N (�následník�)

• Ijn(x1, . . . , xn) ' xj 1 ≤ j ≤ n (�projekce�, vybrání jedne ze sloºek)

De�nice (Základní operátory)

• Rn (n ≥ 1) � primitivní rekurze
Funkcím f (n−1 prom¥nných) a g (n+1 prom¥nných) p°i°adí Rn(f, g) = h, kde h(0, x2, . . . , xn) ' f(x2, . . . , xn)
a h(y + 1, x2, . . . , xn) ' g(y, h(y, x2, . . . , xn), x2, . . . , xn) (analogické k for-cyklu).

• Smn � substituce
Funkci f (m prom¥nných) a m funkcím gi (v²echny n prom¥nných) p°i°adí funkci h (n prom¥nných) p°edpisem
h = Smn (f, g1, . . . , gm) ≡ h(x1, . . . , xn) ' f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)) (analogické k podprogramu).

• Mn � minimalizace
Funkci f (n+ 1 prom¥nných) p°i°adí h (n prom¥nných) tak, ºe

h(x1, . . . , xn)↓ ∧h(x1, . . . , xn) ' y ≡ f(x1, . . . , xn, y)↓,' 0 ∧ f(x1, . . . , xn, j)↓, 6' 0 ∀j < y

(analogické k while-cyklu).

Dal²í zna£ení:

• µyP (x, y) je funkce prom¥nné x, která vrátí nejmen²í y takové, aby platil predikát P (x, y). Lze jí sestrojit pomocí
operátoru minimalizace.

De�nice (T°ída primitivn¥ a £áste£n¥ rekurzivních funkcí)

• T°ída primitivn¥ rekurzivních funkcí je nejmen²í t°ída funkcí f : Nk → N, která obsahuje základní funkce a je
uzav°ená na Rn a Smn .

• T°ída £áste£n¥ rekurzivních funkcí je nejmen²í t°ída, která obsahuje zákl. funkce a je uzav°ená na Rn, Smn a Mn.
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Poznámka (Vlastnosti zákl. funkcí a operátor·)

• V²echny zákl. funkce jsou v²ude de�nované (�totální�) a efektivn¥ vy£íslitelné.

• V²echny zákl. operátory zachovávají efektivní vy£íslitelnost.

• Rn, Smn zachovávají totálnost.

• PRF jsou efektivn¥ vy£íslitelné a totální.

De�nice (Odvození funkce)

Odvození funkce je kone£ná posloupnost funkcí, z nichº kaºdá je bu¤ funkce základní, nebo vzniká z uº odvozených
funkcí pomocí n¥jakého operátoru. Ke kaºdé funkci si pamatujeme, jak vznikla (toto v praxi hraje roli programu).

De�nice (Obecn¥ rekurzivní funkce)

Funkce je obecn¥ rekurzivní (ORF), jestliºe je �RF a totální.

Operace s PRF, predikáty

Poznámka (N¥které PRF)

Pomocí PRF lze popsat nap°.:

• sou£et

• sou£in

• mocninu, faktoriál

• operaci x−̇y, kde x−̇y = x− y pro x ≥ y, jinak 0

• operátory sg a sg (testy na nenulovost, resp. nulovost argumentu)

• minimum, maximum, absolutní hodnotu rozdílu

De�nice (Charakteristická funkce)

M¥jme predikát P (libovolné tvrzení) o n prom¥nných. Potom cP je jeho charakteristická funkce, kdyº je to v²ude
de�novaná funkce daná následovn¥:

cP (x1, . . . , xn) '

{
1 pokud P (x1, . . . , xn)

0 jinak

�áste£ná charakteristická funkce pro n¥jaký predikát P o n prom¥nných je funkce f o n prom¥nných taková, ºe
f(x1, . . . , xn) ↓⇔ P (x1, . . . , xn) a f(x1, . . . , xn) ↓⇒ f(x1, . . . , xn) = 1.

De�nice (PR, OR, RS Predikáty)

�ekneme, ºe predikát je primitivn¥ (obecn¥) rekurzivní, jestliºe jeho charakteristická funkce je primitivn¥ (obecn¥)
rekurzivní. Predikát je rekurzivn¥ spo£etný, jestliºe jeho £áste£ná charakteristická funkce je £áste£n¥ rekurzivní.

S funkcemi a predikáty se operuje docela ned·sledn¥, dají se v podstat¥ ztotoºnit.

Poznámka (Jiná moºnost nahlíºení)

�RF odpovídají funkcionální logice 1. °ádu:

• termy £íselné: 0, x, x+ 1, . . .

• termy funk£ní: o, I1
1 , s, R2(I1

1 , S
1
3(s, I2

3 )), . . .

• pravidlo aplikace: Ap(f, x) = · · · = f(x) (kde �. . .� je proces vyhodnocení termu, potenciáln¥ nekone£ný, dává z
funkce £íselný term)

• pravidlo zobecn¥ní: λxy(x+ y) dává z £íselného termu x+ y funkci
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Poznámka (Operace zachovávající PR)

PR jsou:

• Roz²í°ení po£tu prom¥nných, konstantní funkce

• Permutace a ztotoºn¥ní prom¥nných

• Kódování Nk do N � iterace Cantorova diagonálního kódování dvojic (〈x, y〉2 = (x+y)(x+y+1)
2 + x)

• Opa£ná operace � dekódování

• Funkce p(i) � i-té prvo£íslo

• Predikát rovnosti a <, >

• Logické spojky ∨,∧,¬, omezené kvanti�kátory (kvanti�kace spo£etn¥ mnoha prvk·)

• Gödelovo prvo£íselné kódování: slovo ai0 . . . aik do p(0)i0 · · · · · p(k)ik

Ackermannova funkce

De�nice (Ackermannova funkce)

Ackermannova funkce je funkce de�novaná jako:

A(0, x) =


1 x = 0

2 x = 1

x+ 2 x > 1

A(y, 0) = 1

A(y + 1, x+ 1) = A(y,A(y + 1, x))

De�nice (Strukturální sloºitost)

De�nujeme strukturální sloºitost � hloubku rekurze (intuitivn¥: po£et vno°ených for-cykl· � syntakticky, ne výpo£tem)
jako 0 pro základní funkce a

h(Rn(P,Q)) = max(h(P ), h(Q) + 1), h(Smn (P,Q0, . . . , Qk)) = max(h(P ), h(Q0), . . . , h(Qk))

Pak Ri je t°ída PRF, které lze získat pomocí PR-term· hloubky ≤ i a PRF samo je ∪∞i=1Ri

V¥ta (O Ackermannov¥ funkci)

Ackermannova funkce není PRF, ale je ORF.

D·kaz

• Ur£it¥ je ORF � d·kaz se provádí trans�nitní indukcí typu ω2; pro výpo£et kaºdé hodnoty pot°ebuji jen kone£n¥
mnoho p°edchozích hodnot � sta£í mi µz, kde z je nejmen²í kus N2, který sta£í k výpo£tu A(y, x) (dá práci
dokázat, ºe je kone£ný, pot°eba ordinál·, lexikogra�ckého uspo°ádání).

• A roste rychleji neº kaºdá PRF: ∀ϕ PRF (jedné prom¥nné) ∃x0 : ∀x ≥ x0 : ϕ(x) < A(x, x).

• Uvaºujme A(y, x) jako matici funkcí fy(x). Potom ur£it¥ fi ∈ Ri\Ri−1 a fy(x) je (aº na kone£n¥ mnoho x)
rostoucí. Navíc pro libovolnou ϕ ∈ Ri existuje x0 takové, ºe ∀x ≥ x0 : ϕ(x) < fi+1(x), tedy fi+1 majorizuje
v²echny funkce z Ri

• Nech´ pro spor má A(x, x) hloubku i. Potom A(x, x) = ϕ(x) < fi+1(x) pro n¥jaké pevné i. Potom ale A(x, x) <
fi+1(x) < fx(x) = A(x, x), tj. pro x > i+ 1 máme spor.

V¥ta (O vztahu PRF, ORF a �RF)

Platí PRF⊂ ORF ⊂ �RF a inkluze jsou ostré.

D·kaz

Pro ORF⊂ �RF mám funkci g(x, y) ' y + 1 a h(x) ' µy(g(x, y) ' 0), ta není nikde de�novaná. Pro PRF⊂ ORF
mám Ackermannovu funkci.



28 KAPITOLA 6. VY�ÍSLITELNÉ FUNKCE

6.2 Univerzální funkce

De�nice (Univerzální funkce)

M¥jme T � spo£etnou mnoºinu �RF jedné prom¥nné. Potom U(i, x) je univerzální funkce t°ídy T , jestliºe:

• ∀ p°irozené i : λxU(i, x) ∈ T

• ∀ϕ ∈ T : ∃i0 : ϕ = λxU(i0, x)

A U tedy indexuje v²echny funkce t°ídy T . Podobn¥ se de�nují i univerzální funkce pro �RF více prom¥nných.
Platí, ºe {λxU(i, x)}y≥0 je posloupnost v²ech funkcí z T , takºe U ur£uje numeraci prvk· T

V¥ta (O univerzální funkci PRF)

Existuje ORF, která je univerzální pro t°ídu PRF (jedné prom¥nné). Taková funkce pak nem·ºe být PRF.

D·kaz

• Se°adím v²echny PR-termy (PR-programy) do posloupnosti (máme 3 axiomy a 3 odvozovací pravidla, se°azení
je moºné).

• Potom U(x, y) := hx(y), kde hx vy£ísluje x-tý program.

• Sporem nech´ U(x, y) je PRF. Pak i U(x, x) je PRF, 1−̇U(x, x) je PRF, z toho 1−̇U(x, x) = U(x0, x). Dosadím
x = x0 a mám spor, nebo´ ob¥ strany jsou de�novány (toto je p°íklad pouºití Cantorovy diagonální metody).

De�nice (Turingovsky vy£íslitelná funkce)

Vezmeme Turingovy stroje s vn¥j²í abecedou, jejíº prvním znakem je � |�. �ísla 0, 1, . . . zapisujme na pásku jako
|, ||, |||, . . ., n-tice odd¥lujme znakem λ. Potom:

• �ekneme, ºe stroj M je n-aritmetický, pokud pro kaºdou n-tici p°ir. £ísel x1, . . . , xn reprezentovanou po£áte£ní
kon�gurací S platí: je-li M pouºitelný k S (zastaví-li se výpo£et nad ní) a je-li výsledná kon�gurace T , pak v T
je na pásce n¥jaké jedno p°irozené £íslo a hlava stroje M stojí nad jeho posledním znakem |.

• Stroj je dále n-aritmetický typu 0/1, pokud má abecedu {|, λ} a jediný koncový stav.

• �ekneme, ºe M vy£ísluje funkci f o n prom¥nných, pokud M je n-aritmetický a pro kaºdou n-tici p°ir. £ísel
x1, . . . , xn v po£. kon�guraci S platí: M je pouºitelný, práv¥ kdyº je f pro x1, . . . , xn de�novaná a je-li f
de�novaná, pak ve výsledné kon�guraci T je na pásce stroje £íslo f(x1, . . . , xn) a hlava stojí nad jeho posledním
znakem.

• �ekneme, ºe funkce je turingovsky vy£íslitelná, pokud existuje n¥jaký n-aritmetický TS (typu 0/1), který ji
vy£ísluje.

V¥ta (O ekvivalenci TS a �RF)

Funkce n prom¥nných je £áste£n¥ rekurzivní, práv¥ kdyº existuje n-aritmetický Turing·v stroj typu 0/1, který ji
vy£ísluje.

D·kaz

�⇐�: Kaºdá �RF je T-vy£íslitelná.
D·kaz indukcí podle sloºitosti funkce � pro základní funkce to jist¥ platí, Rn,Mn, S

m
n toto zachovávají (Smn znamená

pouºití více pásek, vy£íslení a sloºení, Rn znamená vy£íslení f a y-krát �oto£ení� g, Mn je vy£íslování f na vstupu a
zv¥t²ujícím se po£ítadle cykl·, dokud nedostanu 0 � pak vrátím hodnotu po£ítadla).

�⇒�: Pro kaºdý TS M existuje �RF, která dává stejný výsledek
Je nutné zavést kódy kon�gurací; TS navíc nemají ºádné podt°ídy, tedy nelze postupovat induktivn¥. Platí:

• stepM (X) � jeden krok stroje je PR záleºitost (pracuje se nad kon�guracemi TS UqsV , z obou stran obalenými
spec. znakem h, pak slovo není nekone£né a lok. zm¥na se dá spo£ítat). Existuje ur£it¥ PR funkce, která popisuje
lokální zm¥nu (jde vlastn¥ o rozhodovací strom, který se staví pomocí Rn).

• compM (X, i) � výsledek stroje po i krocích práce je stále PR (for-cyklus � Rn)

• µi(compM (X, i) obsahuje q0) � q0 je koncový stav (pracuj, dokud neskon£í² � while)

• Potom výsledná �RF g je dána jako g(kód(S)) ' result(µi(compM (X, i) obsahuje q0)), kde result je jednoduchá
funkce smazání okraj· atp. BÚNO je takový stroj úplný a q0 jeho jediný koncový stav. Operátor minimalizace
se vyskytuje jen jednou, proto je vhodné ho vysunout co nejvíce �ven� v uzávorkování.
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Pak také platí, ºe mám-li n¥jakou £áste£nou funkci (tj. nemusí být totální), která je turingovsky vy£íslitelná, pak
je �R.

Kleenova v¥ta

V¥ta (Kleenova o normální form¥)

Pro kaºdé k ≥ 1 existují

• �RF Ψk k + 1 prom¥nných

• PRP Tk k + 2 prom¥nných (Kleene·v predikát)

• PRF U jedné prom¥nné

• PRF sk k + 1 prom¥nných

takové, ºe:

1. Ψk je univerzální funkcí pro t°ídu v²ech �RF k prom¥nných. Ψk(e, x1, . . . , xk) vy£ísluje e-tou �RF k prom¥nných.
Navíc z odvození �RF lze efektivn¥ získat e a naopak z e lze efektivn¥ získat odvození p°íslu²né �RF.

2. Ψk(e, x1, . . . , xk) ' U(µyTk(e, x1, . . . , xk, y)), kde Tk odpovídá výpo£tu Turingova stroje, y = 〈y0, y1〉, y0 je doba
výpo£tu, y1 výsledek a U vyd¥lí z 〈y0, y1〉 druhou sloºku.

3. sk je prostá funkce rostoucí ve v²ech prom¥nných, o které platí (tato £ást V¥ty o normální form¥ se nazývá S-m-n
v¥ta):
Ψm+n(e, z1, . . . , zm, x1, . . . , xn) ' Ψn(sm(e, z1, . . . , zm), x1, . . . , xn)
Tm+n(e, ~z, ~x) ≡ Tn(sm(e, ~z), ~x)

4. Tk(e, x1, . . . , xk, y) ∧ Tk(e, x1, . . . , xk, z)⇒ y = z

Díky tomu lze �RF efektivn¥ o£íslovat. ϕe(x1, . . . , xk) pak zna£í e-tou funkci k prom¥nných. Indexu e se °íká
Gödelovo £íslo funkce.

D·kaz

• Oklikou p°es Univerzální Turing·v stroj: ke kaºdé �RF máme TS a jeho kód e. Vezmeme si proto UTS, který s
kódy umí po£ítat, a hledáme jeho �RF.

• Páska univerzálního stroje vypadá v obecném p°ípad¥ následovn¥:

Y blok1 Y blok2 ∆ blok3 ×O1 ×O2 . . . Y

První blok je aktuální kon�gurace, druhý £íslo stavu a t°etí aktuální polí£ko, zbytek je program. �ísla kódujeme
unárn¥ (x jako x+ 1 £ar).

• Základní idea � bez prom¥nných x1, . . . xk páska UTS vypadá takto: Y M Y blok2 ∆ blok3 ×O1×O2 . . . Y (M
je kód programu).

• Konstrukce Ψm(e, x1, . . . , xm):

� Zkontrolujeme, zda e po rozkódování obsahuje n¥jaký kód programu M .

� Jestliºe ne, je výsledkem nulová funkce (syntax error).

� Jestliºe ano, nejlev¥j²í výskyt M nahradíme || . . . |λ|| . . . |λ . . . λ|| . . . |M (kódování vstupních dat x1, . . . , xn;
substituce) a spustíme program e na UTS, podle toho získáme výsledek � Ψk

• sk(e, y1, . . . , yk) odpovídá: £ekej na x1, . . . , xj , p°idej k nim y1, . . . , yk a spus´ program e.

V¥ta (Vlastnosti predikátu Ψk)

1. Predikát Ψk(e, x1, . . . , xk)↓ je rekurzivn¥ spo£etný, není rekurzivní.

2. jeho negace Ψk(e, x1, . . . , xk)↑ není rekurzivn¥ spo£etná.

3. Dále Ψk nelze roz²í°it do ORF. Dokonce pokud α je �RF, která je roz²í°ením Ψk, potom lze efektivn¥ nalézt
vstup ~z takový, ºe α(~z)↑.

Univerzální funkce pro danou t°ídu funkcí tedy bu¤ nem·ºe pat°it do této t°ídy, nebo nem·ºe být totální.
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D·kaz

• Z de�nice je z°ejmé, ºe Ψk(. . .)↓ je rekurzivn¥ spo£etný predikát. Sta£í ukázat, ºe Ψk(. . .)↑ není rekurzivn¥
spo£etný. Z toho p°ímo plyne, ºe Ψk(. . .)↓ není rekurzivní.

• Bez újmy na obecnosti uvaºujme k=1. Pouºijeme Cantorovu diagonální metodu.

• Kdyby Ψ1(. . .)↓ byl rekurzivní, potom by Ψ1(x, x)↑ byl také rekurzivní, tím spí²e rekurzivn¥ spo£etný. Tedy
pro n¥jakou �RF ϕ by platilo Ψ1(x, x) ↑⇔ ϕ(x) ↓. Vezmeme-li index funkce ϕ (ozna£me jej x0), dostáváme
Ψ1(x, x)↑⇔ Ψ1(x0, x)↓, po dosazení x = x0 dostáváme Ψ1(x0, x0)↑⇔ Ψ1(x0, x0)↓, coº je spor.

• Pro d·kaz zbytku tvrzení p°edpokládejme, ºe h(e, x) je ORF roz²í°ením Ψ1(e, x). Potom 1−̇h(x, x) je ORF g.
Nech´ g má index x0, tj. g(x) ' Ψ1(x0, x). Protoºe g je ORF, pro v²echna x platí Ψ1(x0, x)↓, tedy Ψ1(x0, x0)↓.
Dostáváme h(x0, x0) = Ψ1(x0, x0), coº ov²em vede ke sporu: 1−̇Ψ1(x0, x0) ' h(x0, x0) ' Ψ1(x0, x0).

• Pokud n¥jaká �RF β je roz²í°ením Ψ1, umím pro β (podle p°edch. d·kazu) najít e takové, ºe β(e, e)↑.

• My²lenka obsaºená v p°edchozím d·kazu je zaloºená na Cantorov¥ diagonální metod¥. Spor na diagonále si
vynutí divergenci, nebo´ rovnost funkcí je jenom podmín¥ná, tedy v p°ípad¥ divergence je v²e v po°ádku.



Kapitola 7

Státnice - Rekurzivní a rekurzivn¥ spo£etné
mnoºiny

7.1 Rekurzivn¥ spo£etné mnoºiny

De�nice (Rekurzivní a rekurzivn¥ spo£etná mnoºina)

Charakteristická funkce mnoºinyM ozna£uje charakteristickou funkci predikátu náleºení do mnoºiny, tj. funkci cM (x),
kde cM (x) =↓ 1 pro x ∈M a cM (x) ↓= 0 pro x /∈M .

Analogicky se de�nuje £áste£ná charakteristická funkce mnoºiny � cM (x) =↓ 1 pro x ∈M a cM (x) ↑ pro x /∈M .
Mnoºina M je rekurzivní, je-li její charakteristická funkce obecn¥ rekurzivní (kaºdá char. fce je totální, takºe �RF

by bylo totéº). Mnoºina M je rekurzivn¥ spo£etná, jestliºe je de�ni£ním oborem n¥jaké �RF (neboli jestliºe je její
£áste£ná char. funkce £áste£n¥ rekurzivní).

Mnoºina je rekurzivní, jestliºe existuje program, který se na libovolném vstupu zastaví a rozhodne, zda do ní vstup
pat°í. Mnoºina je rekurzivn¥ spo£etná, jestliºe existuje program, který se zastaví práv¥ na jejích prvcích. Je-li mnoºina
rekurzivní, je i rekurzivn¥ spo£etná, opa£n¥ to neplatí.

De�nice (dom, rng)

V následujícím dom zna£í de�ni£ní obor, rng obor hodnot.

De�nice (x-tá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina)

Wx (x-tá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina) = dom(ϕx) = {y : ϕx(y)↓}

De�nice (K)

K = {x : x ∈Wx} = {x : ϕx(x)↓} = {x : Ψ1(x, x)↓}

Mnoºina K vlastn¥ odpovídá halting problému. Platí o ní následující tvrzení.

V¥ta (Rekurzivní spo£etnost K)

Mnoºina K je rekurzivn¥ spo£etná, není rekurzivní, K není rekurzivn¥ spo£etná.

D·kaz

K není rekurzivní, nebo´ K není rekurzivn¥ spo£etná. K není rekurzivn¥ spo£etná, nebo´ kdyby byla, m¥la by index
x0. Jednoduchou diagonalizací dostáváme x0 ∈ K ⇔ x0 ∈Wx0

⇔ x0 ∈ K. Spor.

7.2 1-p°eveditelnost, m-p°eveditelnost

De�nice (1-p°eveditelnost, m-p°eveditelnost, 1-úplnost, m-úplnost)

• Mnoºina A je 1-p°evedilná na B (zna£íme A ≤1 B), jestliºe existuje prostá ORF f taková, ºe x ∈ A⇔ f(x) ∈ B.

• Mnoºina A je m-p°evedilná na B (zna£íme A ≤m B), jestliºe existuje ORF f (ne nutn¥ prostá) taková, ºe
x ∈ A⇔ f(x) ∈ B.

• Mnoºina M je 1-úplná, jestliºe M je rekurzivn¥ spo£etná a kaºdá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina je na ni 1-
p°evedilná.

31
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• Mnoºina M je m-úplná, jestliºe M je rekurzivn¥ spo£etná a kaºdá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina je na ni m-
p°evedilná.

V¥ta (1-úplnost K)

K je 1-úplná. Tedy halting problem je vzhledem k 1 am-p°evoditelnosti nejt¥º²í mezi rekurzivn¥ spo£etnými problémy.

D·kaz

M¥jme libovolnou rekurzivn¥ spo£etnou mnoºinu Wx.
M¥jme �RF α(y, x, w), popisující x-tou rekurzivn¥ spo£etnou mnoºinu. Tedy α(y, x, w)↓⇔ y ∈Wx ⇔ Ψ1(x, y)↓⇔

ϕx(y) ↓ . w je tady �ktivní prom¥nná, funkce α na její hodnot¥ nezáleºí. Z s-m-n v¥ty dostáváme: α(y, x, w) '
Ψ3(a, y, x, w) ' Ψ1(s2(a, y, x), w) ' ϕs2(a,y,x)(w). Ozna£me h(y, x) = s2(a, y, x) (s2 je PRF, tím spí²e ORF). y ∈
Wx ⇔ α(y, x, w)↓⇔ ϕh(y,x)(w)↓⇔ ϕh(y,x)(h(y, x))↓⇔ h(y, x) ∈ K Zde jsme mohli za w dosadit h(y, x), nebo´ hodnota
α na w nezáleºí! Tedy Wx ≤1K pomocí funkce λy : h(y, x).

Lemma (K0 je 1-úplná)

K0 = {〈y, x〉 : y ∈Wx} je 1-úplná.

D·kaz

Z°ejmé. K ≤1 K0 a K je 1-úplná.

Lemma (Poznámky k 1-p°eveditelnosti)

1. Relace ≤1 a ≤m jsou tranzitivní, re�exivní.

2. A ≤1 B ⇒ A ≤m B

3. B rekurzivní, A ≤m B ⇒ A rekurzivní.

4. B rekurzivn¥ spo£etná, A ≤m B ⇒ A rekurzivn¥ spo£etná.

D·kaz

1. Z°ejmé.

2. Z°ejmé.

3. Sloºením funkce dokazující ≤m s procedurou, která rozhoduje o x ∈ B, dostaneme proceduru rozhodující o
x ∈ A. Dostáváme cA(x) = cB(f(x)).

4. Stejn¥.

D·sledek

K a K jsou m-nesrovnatelné.

D·kaz

Plyne z faktu, ºe K je rekurzivn¥ spo£etná, K není, a z bodu 4 p°edchozího lemma.

De�nice (Rekurzivní permutace)

Permutace na N, která je ORF, se nazývá rekurzivní permutace.

De�nice (Rekurzivní isomor�smus)

Mnoºiny A a B jsou rekurzivn¥ isomorfní, jestliºe existuje rekurzivní permutace p taková, ºe p(A) = B. Zna£íme
A ≡ B.

De�nice (1-ekvivalence a m-ekvivalence)

• A ≡1 B, jestliºe A ≤1 B ∧B ≤1 A.

• A ≡m B, jestliºe A ≤m B ∧B ≤m A.
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V¥ta (Myhillova)

A ≡ B ⇔ A ≡1 B

D·kaz

Jedná se o vlastn¥ o obdobu Cantor-Bernsteinovy v¥ty.
⇒ Triviální.
⇐ Z p°edpoklad· máme dv¥ prosté ORF f, g p°evád¥jící vzájemn¥ A na B a opa£n¥. Chceme sestrojit rekurzivní

permutaci h takovou, ºe h(A) = B.
Plán: v krocích budeme generovat graf h tak, ºe v kroku n bude platit {0, . . . , n} ⊆ dom(h), {0, . . . , n} ⊆ rng(h).

Z toho plyne, ºe h bude de�novaná na celém N a bude na. Sou£asn¥ zajistíme, ºe h bude prostá.
Navíc budeme chtít, aby platilo y ∈ A⇔ h(y) ∈ B, tedy aby h p°evád¥la A na B.
Za£neme v bod¥ 0 a poloºíme h(0) = f(0). Rozli²íme následující p°ípady:

1. f(0) = 0: v²e je v po°ádku, h(0) = f(0) = 0 a 0 ∈ A⇔ 0 ∈ B, pokra£ujeme dal²ím prvkem.

2. f(0) 6= 0: rozli²íme dva podp°ípady

(a) g(0) 6= 0: de�nujeme h(g(0)) = 0.
Tedy 0 ∈ dom(h) ∩ rng(h).

(b) g(0) = 0: nem·ºeme pouºít h(g(0)) = 0, protoºe v bod¥ 0 je jiº h de�nována. Najdeme tedy volný bod:
de�nujme h(g(f(0))) = 0. Ur£it¥ g(f(0)) 6= 0, protoºe g je prostá a f(0) 6= 0. Tímto jsme op¥t dostali bod
0 do de�ni£ního oboru h i oboru hodnot. Zárove¬ funkci h de�nujeme podle f a g, tedy p°evádí vzájemn¥
A na B.

Induk£ní krok: nech´ v kroku k je z první volný prvek. V²echna £ísla men²í neº z máme v dom(h) ∩ rng(h).
Podíváme se, zda je f(z) volný. Jestliºe ano, poloºíme h(z) = f(z). Jestliºe f(z) není volný, hledám �cik-cak� dal²í
volný (podobn¥ jako pro 0, maximáln¥ z prvk· je blokovaných, tj. maximáln¥ po z iteracích tohoto postupu dojdu k
volnému prvku).

D·sledek

K ≡ K0.

D·kaz

Z°ejmé, nebo´ K ≡1 K0 (ob¥ mnoºiny jsou 1-úplné).

7.3 Rekurzivn¥ spo£etné predikáty

Lemma (ORF → RSP)

Je-li Q obecn¥ rekurzivní predikát, potom ∃y : Q je rekurzivn¥ spo£etný predikát.

D·kaz

µyQ je �RF, její de�ni£ní obor je {∃y : Q}.

V¥ta (Univerzální RSP)

Predikát ∃yTk(e, x1, . . . , xk, y) je univerzálním RSP pro t°ídu RSP k prom¥nných, tj. lze de�novat index (Gödelovo
£íslo) rekurzivn¥ spo£etného predikátu.

D·kaz

Z v¥ty o normální form¥ � numerace �RF nám dává numeraci predikát·.

V¥ta (Log. spojky a rek. spo£etnost)

Konjukce a disjunkce zachovávají rekurzivní spo£etnost. Tedy pr·nik a sjednocení rekurzivn¥ spo£etných mnoºin je
rekurzivn¥ spo£etná mnoºina. Stejn¥ pro predikáty.
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D·kaz

Pro pr·nik spustíme oba programy sou£asn¥ a £ekáme, aº se oba zastaví. Pro sjednocení £ekáme, aº se zastaví alespo¬
jeden.

Formáln¥ pro pr·nik ((w)2,1 znamená to, ºe w kóduje usp. dvojici a vybíráme z ní první prvek; to je PRF):
∃s1Tk(a, ~x,w1) ∧ ∃s2Tk(b, ~x, w2) ⇔ ∃w(Tk(a, ~x, (w)2,1) ∧ Tk(b, ~x, (w)2,2)). Uvedený predikát je rekurzivn¥ spo£etný,
tedy má n¥jaký index, tj. ekvivalence pokra£uje: ∃wTk+2(e, a, b, ~x, w)⇔ ∃wTk(s2(e, a, b), ~x, w)

Poznámka

Konjunkce a disjunkce tedy rek. spo£etnost zachovávají, o negaci (tj. dopl¬ku) to ale uº samoz°ejm¥ neplatí.

V¥ta (Kvanti�kace a rek. spo£etnost)

Omezená kvanti�kace (∀y)y≤t a existen£ní kvanti�kace (pro k ≥ 2) zachovávají rekurzivní spo£etnost.

D·kaz

Neformáln¥: omezený kvanti�kátor lze zkontrolovat for cyklem.
Formáln¥: (∀y)y≤t ∃s : Tk(e, x1, . . . , xk−1, y, s)⇔ ∃ kód (t+1)-tice w : (∀y)y≤t Tk(e, x1, . . . , xk−1, y, (w)t+1,y).

y m·ºeme zkou²et primitivní rekurzí, w minimalizací, dostáváme tedy rekurzivn¥ spo£etný predikát, který má n¥jaký
index b, dále m·ºeme pouºít S-m-n v¥tu. ∃s : Tk+1(b, e, x1, . . . , xk−1, t, s)⇔ ∃s : Tk(s1(b, e), x1, . . . , xk−1, t, s).

Pro existen£ní kvanti�kátor je situace je²t¥ jednodu²²í. Kvanti�kaci p°es dv¥ prom¥nné p°evedeme na kvanti�kaci
p°es jednu, kterou budeme povaºovat za kód dvojice a v predikátu potom vyd¥líme jednotlivé sloºky (a pouºijeme
op¥t S-m-n v¥tu). Dostáváme predikát k−1 prom¥nných, proto je ve v¥t¥ poºadavek na minimální velikost k ≥ 2.

∃y : ∃s : Tk(e, x1, . . . , xk−1, y, s)⇔ ∃w : Tk(e, x1, . . . , xk−1, (w)2,1, (w)2,2)

⇔ ∃s : Tk(b, e, x1, . . . , xk−1, s)⇔ ∃s : Tk−1(s1(b, e), x1, . . . , xk−1, s)

Poznámka

Neomezená obecná kvanti�kace (∀) rekurzivní spo£etnost nezachovává.

V¥ta (O selektoru)

Nech´ Q je RSP k + 1 prom¥nných. Potom existuje �RF ϕ k prom¥nných taková, ºe:

ϕ(x1, . . . , xk)↓⇔ ∃y : Q(x1, . . . , xk, y)

ϕ(x1, . . . , xk)↓⇒ Q(x1, . . . , xk, ϕ(x1, . . . , xk))

V¥ta °íká, ºe pro kaºdý rekurzivn¥ spo£etný predikát existuje �RF taková, ºe konverguje, práv¥ kdyº existuje y
spl¬ující predikát. Tato funkce navíc p°ímo vrací jedno takové y, pro které predikát platí. Tato ϕ je selektor na grafu
Q.

D·kaz

Dáno ~x, hledáme nejmen²í dvojici (y, s) takovou, ºe za s krok· ov¥°íme, ºe Q(~x, y) (tj. program pro Q konverguje za
s krok·). Pak vydáme y.

Obecn¥: univerzální vyjád°ení RSP ∃s : Tk+1(e, ~x, y, s), hledáme nejmen²í w (kód dvojice) takové, ºe ϕ(~x) '
(µwTk+1(e, ~x, (w)2,1, (w)2,2))2,1. Funkce ϕ vrací první sloºku z první dvojice, kterou najde (v uspo°ádání daném na²ím
kódováním dvojic).

V¥ta (Vztah �RF a RS graf·)

Funkce je �RF ⇔ má rekurzivn¥ spo£etný graf.

D·kaz

Je-li ϕ �RF, je její graf rekurzivn¥ spo£etný: 〈x1, . . . , xk, y〉 ∈ Graf⇔ ∃s : za s krok· program konverguje.
Opa£n¥, je-li graf funkce ϕ rekurzivn¥ spo£etný, je selektor na n¥m �RF, ale selektor na grafu funkce je p°ímo ona

funkce.
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V¥ta (Postova)

Mnoºina M je rekurzivní, práv¥ kdyº M i M jsou rekurzivn¥ spo£etné.
Predikát Q je ORP, práv¥ kdyº Q i ¬Q jsou RSP.

D·kaz

�⇒�: Triviální.
�⇐�: Intuitivn¥:M = dom(P1),M = dom(P2). Pustíme oba programy sou£asn¥ a £ekáme, který se zastaví. Zastaví

se práv¥ jeden.
Formáln¥: (x ∈ M ∧ y = 1) ∨ (x ∈ M ∧ y = 0) je rekurzivn¥ spo£etný predikát, selektor na n¥m je ORF, která je

charakteristickou funkcí pro M .

7.4 Generování rekurzivn¥ spo£etných mnoºin

Lemma (Rek. spo£etná mnoºina je obor hodnot �RF)

Kaºdá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina je oborem hodnot n¥jaké �RF.

D·kaz

Pro kaºdou mnoºinu Wx vytvo°íme mnoºinu dvojic R = {〈y, y〉 : y ∈ Wx}. Mnoºina R je rekurzivn¥ spo£etná, tedy
má �RF selektor ϕ, platí dom(ϕ) = rng(ϕ) = Wx.

My²lenka toho d·kazu je, ºe body, kde ϕx konverguje, vyneseme na diagonálu a vytvo°íme selektor. Jeho de�ni£ní
obor bude zárov¥¬ jeho oborem hodnot.

V¥ta (�RF odpovídá Rek. spo£etným mnoºinám)

Kaºdý obor hodnot �RF je rekurzivn¥ spo£etná mnoºina.

D·kaz

Máme �RF g a její obor hodnot. Zkonstruujeme pseudoinverzní funkci h k �RF g, tj. funkci takovou, ºe dom(h) =
rng(g) a to tak, ºe vyrobíme RS predikát Q(x, y)⇔ g(x) ' y a to má �RF selektor, který hledáme � h.

De�nice (Úseková funkce)

Funkce f je úseková, jestliºe jejím de�ni£ním oborem je po£áte£ní úsek N (nebo celé N).

V¥ta (Rek. mnoºiny a úsekové �RF)

Rekurzivní mnoºiny jsou práv¥ obory hodnot rostoucích úsekových �RF.

D·kaz

⇒: De�nujeme �RF f , která bude rostoucí a úseková.

• Za£neme f(0) ' µx(x ∈M).

• Dále f(n+ 1) ' µy(y > f(n) ∧ y ∈M)

⇐: Máme f rostoucí úsekovou �RF.

1. V p°ípad¥, ºe je f má kone£né dom (tohle ale nejsme schopni efektivn¥ rozpoznat!), víme jak, známe D = dom(f)
a tedy rng(f) je rekurzivní.

2. V p°ípad¥, ºe je f je v²ude de�novaná (totální): y ∈ M = rng(f) ⇔ ∃x : (f(x) = y)) ⇔ ∃x≤ y : (f(x) = y)
Poslední ekvivalence platí, protoºe f je rostoucí a úseková. Tedy y ∈M ⇔ y ∈ {f(0), . . . , f(y)}.

V¥ta (O generování)

M¥jme nekone£nou mnoºinu M . Potom:

• Mnoºina M je rekurzivní, práv¥ kdyº M lze generovat rostoucí ORF.

• Mnoºina M je rekurzivn¥ spo£etná, práv¥ kdyº M lze generovat prostou ORF.
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D·kaz

D·sledek p°edchozí, resp. následující v¥ty.

V¥ta (Rek. spo£etné mnoºiny a prosté úsekové �RF)

Rekurzivn¥ spo£etné mnoºiny jsou práv¥ obory hodnot prostých úsekových �RF.

D·kaz

�⇐�: Víme, obor hodnot �RF je rekurzivn¥ spo£etná mnoºina (z v¥ty o tom, ºe �RF odpovídají RSM).
�⇒�: M¥jme �RF ϕ (M = rng(ϕ) pro n¥jaké ϕ, z lemmatu o tom, ºe RSM je obor hodnot �RF).
D·kaz provedeme pomocí rekurzivní mnoºiny B = {〈x, s〉 : ϕ(x)↓ p°esn¥ za s krok· } . Je vid¥t, ºe kaºdé x bude

pouze v jednom z pár· 〈x, s〉.
Mnoºinu B lze, protoºe je rekurzivní, generovat pomocí rostoucí úsekové �RF h. Funkce h generuje dvojice,

de�nujeme tedy g(x) ' (h(x))2,1. Z°ejm¥ g je prostá, úseková a �RF (a generuje rng(ϕ)).

D·sledek

Kaºdá nekone£ná rekurzivn¥ spo£etná mnoºina obsahuje nekone£nou rekurzivní podmnoºinu.

D·kaz

M¥jme f , která prost¥ generuje M . Vyber rostoucí podposloupnost. Ta je rekurzivní.

g(0) = f(0)

g(n+ 1) = f(µj(f(j) > g(n)))

Obor hodnot g je nekone£ná rekurzivní mnoºina a je podmnoºinou M .

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#�RF_odpov�d�_Rek._spo�etn�m_mno�in�m
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Lemma_(Rek._spo�etn�_mno�ina_je_obor_hodnot_�RF)


Kapitola 8

Státnice - Algoritmicky nerozhodnutelné
problémy

8.1 Turingovy stroje

De�nice (Turing·v stroj)

Deterministický Turing·v stroj (DTS) M s k-páskami, kde k je konstanta, je p¥tice

M = (Q,Σ, δ, q0, F )

• Q = kone£ná mnoºina stav· °ídící jednotky

• Σ = kone£ná pásková abeceda

• δ : (Q\F )× Σk 7→ Q× Σk × {L,N,R}k je p°echodová funkce (£áste£ná)

• q0 ∈ Q = po£áte£ní stav

• F ⊆ Q = mnoºina p°ijímajících stav·

De�nice (Kon�gurace TS/Postovo slovo)

Kon�gurace (jednopáskového) TS, neboli Postovo slovo, je obsah nejmen²í souvislé £ásti pásky, která obsahuje v²echna
neprázdná a £tené polí£ko; poloha hlavy a stav. Zapisujeme:

UqsV

kde U, V jsou £ásti pásky nalevo a napravo od hlavy, q je stav a s £tené polí£ko.

Poznámka (Kombinování TS)

• Spojení dvou TS: nap°ed po£ítá M1, na výsledek pustím M2, tj. M1 ∧M2

• V¥tvení (if-then-else): ve stroji M1 ze stavu q0 p°echod do (po£. stavu) M2, z q1 do M3

• While-cyklus: sloºené spojení a v¥tvení

Nutná opatrnost � stejná vn¥j²í abeceda, disjunktní vnit°ní stavy atd.

Poznámka (Modi�kace a omezení (stru£n¥))

• Omezení pohybu na jeden sm¥r � síla stroje klesne na úrove¬ kone£ných automat·

• Omezení na povinný pohyb (L/P) � OK

• Jen jedna £innost v taktu (bu¤ zápis, nebo posuv) � OK

• Jednostrann¥ omezená páska, více pásek, více hlav � stále stejná síla

• Okraje pásky z obou stran � páska není nekone£ná, mám jen kon�guraci stroje � m·ºu mít pot°ebu pásku
zv¥t²ovat a zmen²ovat (je moºné)

• Omezení na 2 aktivní stavy � OK (jeden ale nesta£í)
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• Omezení na 2 symboly abecedy � OK (z toho jedno je �blank�)

• K simulaci TS sta£í 2 zásobníkové automaty � z jednoho zásobníku ud¥láme obsah pásky nalevo, z druhého
napravo (v£. £teného znaku) a p°ehazujeme znaky.

8.2 Univerzální Turing·v stroj

V¥ta (Univ. Turing·v stroj)

Máme dánu abecedu A. Existuje univerzální TS U nad A, který pro kaºdý TS nad A simuluje výpo£et.

U(kód(T ) + kód(S)) ' T (S)

D·kaz

• Vezmeme A = {λ, |}, coº sta£í. BÚNO má kaºdý TS jediný koncový stav qf , po£áte£ní stav bu¤ qs. Po£et stav·
� m � m·ºe být velký. Kód stavu qi budiº blok znak· délky m+ 2 (| + i-krát | + m− i-krát λ + λ).

• Pro i ≥ 1 máme vºdy dv¥ instrukce (jedna pro λ, druhá pro |). Ty se dají zakódovat do bloku ×O1 × O2 ×
O3 · · · × Om×, kde × je pomocný symbol (v abeced¥ U být m·ºe) a Oi jsou kódy obou instrukcí pro stav ri �
kód zapisovaného písmene, pohybu a cílového stavu.

• Páska U pak vypadá následovn¥:

Y [blok1]Y [blok2]∆[blok3]×O1 ×O2 · · · ×Om×

� �blok1� je kon�gurace p·v. stroje, jen obsah práv¥ £teného pole je nahrazen pomocným symbolem M .

� �blok2� kóduje aktuální stav p·v. stroje.

� �blok3� je jedna bu¬ka, v níº je uloºen obsah práv¥ £teného pole.

• Univerzální stroj potom sestává z testu bloku2, zda obsahuje koncový stav, procedury vy£i²t¥ní pásky a vydání
výsledku a odsimulování jednoho kroku práce p·vodního stroje

• Simulace:

1. najít relevantní blok Oi � stav i si nelze pamatovat p°ímo, proto musím z bloku 2 postupn¥ umazávat | a posouvat
n¥jaký spec. symbol �zaráºku� doprava

2. posunout zaráºku na konkrétní instrukci podle bloku3 (£teného znaku)

3. provést instrukci (po kouskách p°enést nový stav do bloku 2, pak 6 moºností zapisování písmene a pohybu, p°i
pohybu a mazání pozor na okraje pásky)

D·sledek

Díky tomu lze v²echny TS o£íslovat.

V¥ta (Halting problém)

Halting problém není algoritmicky rozhodnutelný.

D·kaz

Sporem nech´ máme TS H(T,K) rozhodující, zda se TS T zastaví nad daty K (a H se zastaví vºdy a vydá bu¤ 0
nebo 1). Potom lze vyrobit Alg(K) takový, ºe Alg(K) se zastaví, práv¥ kdyº U(K +K) se nezastaví (pomocí H). Pak
Alg(K) má n¥jaký kód, nazveme jej Q. Pak ale

Alg(Q) zastavi⇔ U(Q+Q) nezastavi⇔ Alg(Q) nezastavi

a to je spor.
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Poznámka (Siln¥ a slab¥ omezené mazání)

Omezíme mazání v TS:

• slab¥ � máme spec. symbol �ka¬ka� (∗) a pravidla:

� λ→ cokoliv

� cokoliv 6= λ→ ∗

• siln¥ � máme abecedu jen {λ, ∗} a povolený jen p°epis λ→ ∗.

Oba dva p°ípady mají stejnou sílu jako b¥ºný TS (silné se slabým dá simulovat: ka¬ku kódovat jako blok samých
kan¥k, p°evést abecedu; normální TS se dá simulovat slabým postupným p°ekreslováním kon�gurací vedle sebe na
pásku se sou£asným m¥n¥ním stavu).

Lze algoritmicky rozhodnout, zda TS T s kon�gurací K n¥kdy p°epí²e λ na n¥co jiného (existuje horní odhad
po£tu krok· v popsané £ásti pásky). Nelze ale rozhodnout, zda TS T s kon�gurací K n¥kdy p°epí²e ne-λ na λ � to je
ekvivalentní Halting problému (T simulujme siln¥ omezeným T1 a p°idejme T2, který smaºe 1 ka¬ku. Pokud se T1T2

zastaví, musel se zastavit i T1 a tím bychom rozhodli zastavení T ).
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Kapitola 9

Státnice - V¥ty o rekurzi

9.1 V¥ty o rekurzi

V¥ta (O rekurzi, o pevném bod¥, self-reference)

Jestliºe f je ORF jedné prom¥nné, potom existuje a takové, ºe ϕf(a)(x) ' ϕa(x) pro v²echna x (kde ϕa(x) zna£í a-tou
funkci, tedy odpovídá Ψ1(a, x)).

D·kaz

Zjevn¥ platí následující � první výraz je �RF, má tedy své £íslo e, druhá rovnost plyne ze S-m-n v¥ty:

λz,x(ϕf(s1(z,z))(x)) ' Ψ2(e, z, x) ' ϕs1(e,z)(x)

Dosadíme z = e a dostáváme hledané a = s1(e, e). Platí totiº ϕf(s1(e,e))(x) ' Ψ2(e, e, x) ' ϕs1(e,e)(x).

Vlastnosti program· a a f(a)

Funkce f zobrazuje program na program. Bod a je pevným bodem zobrazení f . Jak vypadají programy a a f(a)?
Který z nich po£ítá déle? Uvidíme, ºe program a po£ítá déle neº f(a).

Co d¥lá program e na datech (z, x)? Po£ítá ϕf(s1(z,z)), tj. vezme z a spo£ítá neprve s1(z, z), potom f(s1(z, z)),
který ale nemusí konvergovat. Jestliºe f(s1(z, z))↓, spustí se na vstup x.

Co d¥lá program a? Program a vznikne jako s1(e, e). M¥jme na vstupu x. Program a vezme e a p°idá ho k x a spustí
program e na (e, x). Co ud¥lá program e na t¥chto datech? Spo£ítá s1(e, e) (tedy spo£ítá a), potom f(s1(e, e)) = f(a)
a spustí program f(a) na x.

Program a tedy neprve spo£ítá a, potom spo£ítá f(a) (pokud konverguje) a ten simuluje na vstupu x. Program a
je tedy sloºit¥j²í neº f(a) a po£ítá déle.

Poznámka z λkalkulu

V λkalkule sa ekvivalentné tvrdenie ukazuje tro²ku jednoduch²ie. Pre kaºdý λterm F (program F ) existuje λterm X
taký, ºe X = FX (program F aplikovaný na X sa rovná X).

Dôkaz je nasledovný

• Majme F , pre ktoré chceme nájs´ jeho pevný bod X.

• Nech W = λx.F (xx) (to je funkcia, ktorá x priradí F (xx)).

• X = WW (to môºeme chápa´ ako program/funkciu W aplikovaný na W )

• X = WW = (λx.F (xx))W = F (WW ) = F (X) (tretia rovnos´ je βpravidlo λkalkulu. Ak si ale (λx.F (xx))W
predstavíme ako funkciu, ktorá x priradí F (xx) aplikovanú na W , rovnos´ je (sná¤) jasnej²ia).

V¥ta (O generování pevných bod·)

Pro kaºdou ORF f existuje prostá rostoucí PRF g taková, ºe platí:

ϕf(g(j))(x) ' ϕg(j)(x)

Tedy g rostoucím zp·sobem generuje nekone£n¥ mnoho pevných bod· funkce f .
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D·kaz

Postupujeme stejn¥ jako v d·kazu p°edchozí v¥ty, jen máme o prom¥nnou (parametr j funkce g) navíc, tj. platí
ϕf(s2(z,z,j))(x) ' Ψ3(e, z, j, x) ' ϕs2(e,z,j)(x). Zvolme g(j) = s2(e, e, j).

V¥ta (O rekurzi pro více prom¥nných)

Nech´ f je �RF n + 1 prom¥nných. Potom existuje £íslo a takové, ºe platí ϕa(x1, . . . , xn) ' f(a, x1, . . . , xn) (tj. a je
indexem funkce λx1, . . . , xnf(a, x1, . . . , xn)).

D·kaz

f(y, x1, . . . , xn) ' Ψn+1(e, y, x1, . . . , xn) ' ϕs1(e,y)(x1, . . . , xn)

Následn¥ aplikujeme v¥tu o rekurzi na s1(e, y) v prom¥nné y a dostáváme hledané a (podle VR platí: ∃a : ϕs1(e,a) ' ϕa).

V¥ta (O rekurzi v závislosti na parametrech)

Jestliºe f je �RF n+ 1 prom¥nných, potom existuje PRF g o n prom¥nných taková, ºe platí:

ϕf(g(y1,...,yn),y1,...,yn)(x) ' ϕg(y1,...,yn)(x)

D·kaz

Pro n = 0 je to totéº jako verze bez parametr·. g nachází pevné body v závislosti na parametrech. Podobn¥ jako
v p°edchozích v¥tách platí: ϕf(sn+1(z,z,y1,...,yn),y1,...,yn)(x) ' Ψn+2(e, z, y1, . . . , yn, x) ' ϕsn+1(e,z,y1,...,yn)(x). Zvolme
g(y1, . . . , yn) = sn+1(e, e, y1, . . . , yn).

9.2 Riceova v¥ta

V¥ta (Rice)

Jestliºe A je t°ída �RF (jedné prom¥nné), která je netriviální (nejsou to v²echny funkce a není prázdná), potom
indexová mnoºina AA = {x : ϕx ∈ A} (indexy program·, které vy£íslují funkce z A) je nerekurzivní.

D·kaz

Sporem. Nech´ AA je rekurzivní. Potom lze vytvo°it ORF f takovou, ºe v²echny prvky z AA zobrazí na n¥jaký prvek
b /∈ AA a v²echny prvky mimo AA zobrazí na n¥jaký prvek a ∈ AA. Podle v¥ty o rekurzi existuje pevný bod f � u0,
tedy platí:

ϕu0
= ϕf(u0)

Takºe:
u0 ∈ AA ⇒ f(u0) = b /∈ AA
u0 /∈ AA ⇒ f(u0) = a ∈ AA

To je ov²em spor, protoºe u0 a f(u0) jsou indexy stejné funkce, a tedy bu¤ ob¥ £ísla v AA leºí, nebo ob¥ neleºí.

D·sledky

Pozor, nejedná se o t°ídu program·, ale t°ídu funkcí. Tedy i pro jednoprvkovou A bude AA nekone£ná a nerekurzivní
(kaºdá funkce je vy£íslovaná nekone£n¥ mnoha programy a rozhodnout o jejich ekvivalenci nelze efektivn¥).

Proto platí:

• Nech´ A = {ϕe}, potom AA = {x : ϕx = ϕe} je nerekurzivní.

• Rozhodnout o rovnosti funkcí vy£íslovaných dv¥ma programy nelze algoritmicky.
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Státnice - Stromové vyhledávací struktury

10.1 Binární vyhledávací stromy

De�nice

Binární vyhledávací strom T reprezentující mnoºinu prvk· S z (uspo°ádaného) univerza U je úplný strom (tj.
v²echny vnit°ní vrcholy mají 2 syny), ve kterém existuje bijekce mezi mnoºinou S a vnit°ními vrcholy taková, ºe pro
v vnit°ní vrchol stromu platí:

• v²echny vrcholy podstrom· levého syna jsou ≤ v

• v²echny vrcholy podstrom· pravého syna jsou > v.

Listy reprezentují jednotlivé intervaly mezi vnit°ními vrcholy. M·ºeme je vynechat, ale s nimi je to (jak pro koho)
logi£t¥j²í.

Základní operace na stromech

• MEMBER � test, zda prvek x je obsaºen ve strom¥ (vyhledání, zpravidla s vyuºitím invariantu )

• INSERT � vloºení prvku x do stromu

• DELETE � odebrání prvku x ze stromu

• MIN, MAX, ORD � nalezení prvního, posledního, k-tého nejv¥t²ího prvku

• SPLIT � rozd¥lení stromu podle x, které vyhodí, je-li ve strom¥

• JOIN � spojení dvou strom· (jsou dv¥ verze, s p°idáním prvku navíc, nebo bez n¥ho)

Obecná (nevyváºená) implementace

• INSERT: najít list reprezentující interval, kam vkládám, ud¥lat z n¥j normální uzel se vkládanou hodnotou a
dát mu dva listy s podintervaly.

• DELETE: najdu vrchol, má-li jednoho syna-lista, pak druhý syn ho nahradí na jeho míst¥, jinak najdeme a
dáme na jeho místo nejmen²í v¥t²í vnit°ní vrchol, jehoº levý syn je list, a pravého syna tohoto vrcholu dáme na
jeho místo.

• SPLIT: procházím stromem a hledám x, ost. prvky házím cestou do dvou strom· T1, T2, ve kterých si vºdy
uchovávám ukazatel na list, místo kterého vkládám (odkrojím syna, ve kterém hledám dál, místo n¥j vloºím list,
na který si pamatuju ukazatel).

• JOIN: s prvkem navíc, triviální � spojím stromy jako 2 syny nového prvku.

Tato struktura sama nepodporuje efektivní ORD, je nutné p°idat navíc poloºky, které ur£ují po£et list· v pod-
stromu kaºdého vrcholu. ORD je pak jen jde do pravých syn· a p°i£ítá levé podstromy kdyº m·ºe, jinak jde do levého
syna (a nep°i£te nic).

43
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Analýza algoritm·

De�nujme si pomocné hodnoty λ, π jako hodnoty nejbliº²ího men²ího (lev¥j²ího), resp. v¥t²ího (prav¥j²ího) prvku na
vy²²í úrovni, nebo −∞, resp. +∞, pokud tyto prvky neexistují.

Korektnost vyhledávání: Je-li T ′ podstrom t ∈ T , pak T ′ reprezentuje S ∩ (λ(t), π(t)) (a je to nejv¥t²í interval
nezastoupený mimo T ′). Pak pro vyhledání vrcholu x platí λ(t) < x < π(t), vy²et°uji-li vrchol t.

Díky tomu je korektní MEMBER a INSERT. U DELETE musím dokázat korektnost p°ípadu s p°ehazováním
vrchol· (dostávám bin. strom reprezentující S \ {x}).

Korektnost MIN, MAX, JOIN je z°ejmá, u SPLIT plyne z korektnosti hledání a toho, ºe moje ozna£ené listy
jsou nejlev¥j²í, resp. nejprav¥j²í.

Korektnost ORD plyne z toho, ºe v kaºdém kroku je k-tý prvek p°edstavován tolikátým v po°adí vrchol· akt.
vy²et°ovaného podstromu, kolik mi zbývá p°i£íst.

Sloºitost: Zpracování 1 vrcholu je vºdy O(1) a alg. se pohybuje po n¥jaké cest¥ od ko°ene k listu, která má O(h),
kde h je vý²ka stromu.

Vyvaºování

Chceme-li pro zachování efektivity operací zajistit, ºe vý²ka bude O(log |S|), p°idáme pro strom dal²í podmínky, které
bude muset spl¬ovat a operace je zachovávat.

Obrázek 10.1: Rotace

Pro vyvaºovací operace, které se snaºí zachovat logaritmickou vý²ku, se pouºívá pomocný algoritmusROTACE(u, v):

1. Vezmu v, jeho pravého syna u a podstromy (zleva) A,B,C.

2. P°ehodím v pod u, upravím ukazatel v otci a p°eházím podstromy.

Existuje i symetrický p°ípad, kdy se postupuje p°esn¥ opa£ným sm¥rem. N¥kdy se této dvojici operací °íká LL-
ROTACE a RR-ROTACE.

Obrázek 10.2: Dvojrotace

Dal²í pot°ebný algoritmus je DVOJROTACE(u, v, w):

1. Vezmu u, jeho levého syna v a pravého syna v � w

2. Se°adím je tak, ºe w je otec obou, u vpravo a v vlevo.

3. P°itom op¥t upravím ukazatele v nad°ízeném uzlu a p°epojím podstromy.

Taky existuje symetrický p°ípad. Jiné ozna£ení je LR-ROTACE a RL-ROTACE.
U obou operací lze aktualizovat i po£ty list· v podstrom¥ a ob¥ pracují v O(1).
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Alternativy k vyvaºování

Je velká pravd¥podobnost, ºe i bez vyvaºování strom z·stane O(log |S|) vysoký a operace na n¥m m·ºou tak (bez
vyvaºování) b¥hat i rychleji. Proto existují i pravd¥podobnostní postupy, nahrazující vyvaºování znáhodn¥ním posloup-
ností operací. Dal²í moºnost jsou samoopravující struktury � operace samy bez dal²ích uchovávaných dat obstarávají
vyvaºování, existuje strategie, která zajistí dobré chování bez ohledu na data. Nebo se sleduje chování struktury, a
kdyº za£ne být p°íli² pomalá, vytvo°í se nová � vyváºená. Poslední moºnost je upravit dat. strukturu podle známého
pravd¥podobnostního rozd¥lení dat.

AVL-stromy

AVL-stromy (Adel'son, Velskii, Landis) jsou nejstar²í vyváºené stromy, dodnes oblíbené, jednodu²e de�nované, ale
detailn¥ technicky sloºité.

Podmínka AVL pro vyvaºování: Vý²ka pravého a levého podstromu lib. vrcholu se li²í max. o 1.
De�nice: η(v) � vý²ka vrcholu (délka nejdel²í cesty z vrcholu do list·), ω(v) � rozdíl vý²ek levého a pravého

podstromu (∈ {−1, 0, 1}). Uchovávat pot°ebuji jenom ω.

Logaritmická vý²ka

Vý²ka celého stromu (η(ko°en)) vychází z toho, ºe podstrom AVL stromu je vºdy AVL strom. Vezmeme rekurzivní
vztahy pro nejv¥t²í a nejmen²í mnoºinu uzl· v AVL stromu vý²ky i:

Nejmen²í: mn(i) = mn(i− 1) +mn(i− 2) + 1

Nejv¥t²í: mx(i) = 2mx(i− 1) + 1

Indukcí dokáºeme, ºe mx(i) = 2i − 1 a mn(i) = Fi+2 − 1, kde Fi je i-té Fibonacciho £íslo (pro ty platí vzorec
Fi+2 = Fi+1 + Fi). Víme, ºe limi→∞ Fi =

√
5( 1+

√
5

2 )−i a z toho zlogaritmováním plyne pro AVL-strom o vý²ce i s n
prvky:

log

(
c1√

5

)
+ (i+ 2) log

(
1 +
√

5

2

)
< log(n+ 1) < i

A tedy 0.69i < log(n+ 1) < i, takºe i = Θ(log n).

Operace na AVL stromech

Operace MEMBER je stejná jako pro nevyváºené.
INSERT se musí po b¥ºném vloºení zabývat vyvaºováním. Jde zp¥t ke ko°eni a hledá, který nejniº²í vrchol x nemá

po vloºení vyváºené ω, p°i£emº cestou upravuje ω. Na vrcholu x se provede vhodná ROTACE nebo DVOJROTACE,
coº zajistí vyváºenost (existuje n¥kolik podp°ípad·).

Operace DELETE odstraní vrchol a pak vyvaºuje podobn¥ jako INSERT, ale pot°ebuje víc operací (aº O(log |S|)
rotací). Asymptotická sloºitost je ale stejná � logaritmická.

�erveno-£erné stromy

�erveno-£erný strom má tyto £ty°i povinné vlastnosti:

1. Kaºdý uzel má de�novanou barvu, a to £ernou nebo £ervenou.

2. Kaºdý list je £erný.

3. Kaºdý £ervený vrchol musí mít oba syny £erné.

4. Kaºdá cesta od libovolného vrcholu k list·m v jeho podstrom¥ musí obsahovat stejný po£et £erných uzl·. Pro
£erveno-£erné stromy se de�nuje £erná vý²ka uzlu (bh(x)) jako po£et £erných uzl· na nejdel²í cest¥ od uzlu k
listu.

Garantování vý²ky

Podstrom libovolného uzlu x obsahuje alespo¬ 2bh(x) − 1 interních uzl·. Díky tomu má £erveno-£erný strom vý²ku
vºdy nejvý²e 2 log(n+ 1) (kde n je po£et uzl·). (D·kaz prvního tvrzení indukcí podle h(x), druhého z prvního a t°etí
vlastnosti £erveno-£erných strom·)
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Algoritmy

U algoritm· INSERT a DELETE jde také o vloºení a následné vyvaºování. Bez poru²ení vlastností £erveno-£erných
strom· lze ko°en vºdy p°ebarvit na£erno, m·ºeme pro n¥ p°edpokládat, ºe ko°en stromu je vºdy £erný.

INSERT vypadá následovn¥:

• Vloºený prvek se p°ebarví na£erveno.

• Pokud je jeho otec £erný, m·ºeme skon£it � vlastnosti strom· jsou spln¥né. Pokud je £ervený, musíme strom
upravovat (p°edpokládejme, ºe otec p°idávaného uzlu je levým synem, opa£ný p°ipad je symetrický):

� Je-li i strýc £ervený, p°ebarvit otce a strýce na£erno a p°enést chybu o patro vý² (je-li d¥d £erný, kon£ím,
jinak m·ºu pokra£ovat aº do ko°ene, který uº lze p°ebarvovat beztrestn¥).

� Je-li strýc £erný a p°idaný uzel je levým synem, ud¥lat pravou rotaci na d¥dovi a p°ebarvit uzly tak, aby
odpovídaly vlastnostem strom·.

� Je-li strýc £erný a p°idaný uzel je pravým synem, ud¥lat levou rotaci na otci a p°evést tak na p°edchozí
p°ípad.

DELETE se provádí takto:

• Skute£n¥ odstran¥ný uzel (z p°epojování � viz obecné vyhledávácí stromy) má max. jednoho syna. Pokud od-
stra¬ovaný uzel byl £ervený, neporu²ím vlastnosti strom·, stejn¥ tak pokud jeho syn byl £ervený � to °e²ím
p°ebarvením toho syna na£erno.

• V opa£ném p°ípad¥ (tj. syn odebíraného � x � je £erný) musím ud¥lat násl. úpravy (p°edp., ºe x je levým synem
svého nového otce, v opa£ném p°ípad¥ postupuji symetricky):

� x prohlásím za �dvojit¥ £erný� (�porucha�) a této vlastnosti se pokou²ím zbavit.

� Pokud je (nový) bratr x (bu¤ w) £ervený, pak má 2 £erné syny � provedu levou rotaci na rodi£i x, prohodím
barvy rodi£e x a uzlu w a p°evedu tak situaci na jeden z násl. p°ípad·:

∗ Je-li w £erný a má-li 2 £erné syny, prohlásím x za £erný a p°ebarvím w na£erveno, rodi£e p°ebarvím
bu¤ na £erno (a kon£ím) nebo na �dvojit¥ £ernou� a propaguji chybu (mohu dojít aº do ko°ene, který
lze p°ebarovat beztrestn¥).
∗ Je-li w £erný, jeho levý syn £ervený a pravý £erný, vym¥ním barvy w s jeho levým synem a na w pouºiji
pravou rotaci, £ímº dostanu poslední p°ípad:
∗ Je-li w £erný a jeho pravý syn £ervený, p°ebarvím pravého syna na£erno, odstraním dvojit¥ £ernou z
x, provedu levou rotaci na w a pokud m¥l p·vodn¥ w (a x) £erveného otce, p°ebarvím w na£erveno a
tohoto (te¤ uº levého syna w) p°ebarvím na£erno.

MIN a MAX jsou stejné jako pro nevyváºené.
JOIN (s prvkem navíc): mám-li £ernou vý²ku u obou stejnou, není co °e²it, pokud ne, projdu po tom s v¥t²í bh(x)

do patra, kde se vý²ky rovnají, p·j£ím si p°ísl. podstrom a slepím s ním, vrátím celek zpátky a aplikuji vyvaºování,
jako kdybych vloºil 1 prvek (poru²ím vý²ku max. o 1).

SPLIT: rozhazuji podstromy do zásobník·, odkud je pak slepuji operací JOIN.
Kaºdý algoritmus pracuje jen s vrcholy na jedné cest¥ od ko°ene k list·m a s kaºdým d¥lá konstantn¥ £inností, takºe

v²echny algoritmy mají logaritmickou sloºitost. DELETE volá max. 2 rotace nebo 1 rotaci a 1 dvojrotaci, INSERT
zase max. 1 rotaci nebo dvojrotaci (i kdyº p°ebarvovat m·ºou rekurzivn¥ aº do ko°ene).

Váhov¥ vyváºené stromy (BB-α)

Dnes jsou uº na ústupu, ale ob£as se je²t¥ pouºívají. M¥jme 1/4 < α < 1−
√

2/2, ozna£me p(T ) po£et list· ve strom¥
T . Pak strom je BB-α, kdyº

α ≤
p(Tlevý(v))

p(Tv)
≤ 1− α

pro Tv jako podstrom ur£ený (kaºdým) vrcholem v. O BB-α stromech platí, ºe:

vý²ka(T ) ≤ 1 + log(n+1)−1

log 1
1−α

Takºe jsou také vyváºené a operace mají zaru£enou logaritmickou hloubku, vyvaºuje se na nich také rotacemi a
dvojrotacemi. Vºdy totiº existuje α ≤ d ≤ 1− α takové, ºe kdyº mám strom, jehoº oba podstromy spl¬ují vlastnosti
a navíc p(Tl)/p(T ) ≤ α a p(Tl)/p(T ) − 1 nebo p(Tl) + 1/p(T ) + 1 vyhovuje, vezmu ρ = p(T ′)

p(Tr) , kde T
′ je ur£en levým

synem Tr, a pro ρ ≤ d provedu ROTACE(T , Tr), jinak DVOJROTACE(T , Tr, T ′) a dostanu BB-α strom (bez d·kazu).
Opa£ný p°ípad je popsaný symetricky.

Mají p¥knou vlastnost, kv·li které se pouºívaly: pro ∀α existuje c > 0 takové, ºe kaºdá posloupnost k operací
INSERT a DELETE volá max. c · k rotací a dvojrotací.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Obecn.C3.A1_.28nevyv.C3.A1.C5.BEen.C3.A1.29_implementace
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10.2 B-Stromy a jejich varianty

(a,b)-stromy

(a, b)-strom pro a ≤ b p°irozená je strom T , který spl¬uje následující podmínky:

• kaºdý vnit°ní vrchol v stromu T r·zný od ko°ene t má alespo¬ a a nejvíc b syn·

• v²echny cesty od ko°ene k list·m mají stejnou délku

Tato de�nice je ale pro praktické ú£ely p°íli² obecná � budeme chtít navíc podmínky:

• a ≥ 2 a b ≥ 2a− 1

• ko°en je bu¤ list nebo má alespo¬ 2 a nejvíc b syn·

Takový (a, b)-strom existuje pro kaºdý p°irozený po£et list·, jeho vý²ka je mezi logb n a 1 + loga(n2 ), tedy O(log n).
Indukcí: strom o vý²ce h má 2ah−1 ≤ n ≤ bh list· (p°idáním h-té hladiny do stromu s k listy dostaneme strom s
ka ≤ n ≤ kb listy.

Reprezentace mnoºiny

Strom reprezentuje n¥jakou mnoºinu S (prvk· z univerza U), kdyº mám bijekci mezi uspo°ádáním S a lexikogra�ckým
uspo°ádáním list·.

Kaºdý vnit°ní vrchol v obsahuje informaci o po£tu syn· ρ(v), pole ukazatel· na syny Sv a pole Hv prvk· z U
takových, ºe i-tý je nejv¥t²í v S reprezentovaný v podstrom¥ i-tého syna. Listy mají jen sv·j prvek.

Pro kaºdý prvek krom¥ nejv¥t²ího existuje vnit°ní vrchol, který obsahuje jeho klí£, proto lze listy i vynechat a
ukládat data ve vnit°ních vrcholech (coº ale není moc p°ehledné). Vrcholy m·ºou mít i odkaz na otce, nebo si otce
m·ºu pamatovat p°i pr·chodech dol· (na vrcholech, ke kterým jsem nedo²el od ko°ene, otce nepot°ebuju).

Algoritmy

Máme pomocnou funkci VYHLEDEJ, který do hloubky projde stromem a vrátí nejbliº²í v¥t²í k n¥jakému prvku
(nebo prvek sám, je-li ve strom¥). Základní operace:

• MEMBER: p°ímo pouºije onu pomocnou operaci a pak zjistí, jestli na²el, co hledal

• INSERT: vyhledám místo kam, pokud tam prvek není, vytvo°ím nový list, p°ipojím na správné místo do Sv a
postupn¥ nahoru ²t¥pím, je-li pot°eba, extrémn¥ roz²t¥pím ko°en.

• DELETE: najdu prvek, najdu, kam je pov¥²ený a to jedno polí£ko v Sv a Hv zru²ím, opravím ρ, pokud dostanu
mén¥ neº a syn· v uzlu, spojím s bezprost°edním bratrem (má-li ten práv¥ a syn·), nebo p°esunu n¥jaký list z
bratra do mého uzlu.

Oba algoritmy pracují v O(log |S|) v nejhor²ím p°ípad¥.
JOIN (bez prvku navíc): P°epokládá maxS1 < minS2. Je-li h(T1) ≥ h(T2), najde v T1 hladinu o 1 nad p°ipojení

a v ní nejv¥t²í prvek / vytvo°í nadko°en T1 v p°ípad¥ rovnosti, slije do n¥j prvky obou ko°en· a p°ípadn¥ provede
²t¥pení. Jinak hledá a p°ipojuje v T2. Pot°ebuje £as O(|h(T1)− h(T2)|).

SPLIT: Prochází postupn¥ dol·, rozd¥luje uzly (podstromy s prvky < x, resp. ≥ x) a hází výsledky do 2 zásobník·.
Pokud odd¥lí více neº 1 krajní prvek, hodí na zásobník strom, jehoº ko°en je práv¥ odd¥lená £ást uzlu, jinak na zásobník
dává podstrom onoho krajního prvku. Tak pokra£uje aº k list·m, pokud tam najde p°ímo x, tak ho vyhodí. Stromy ze
zásobník· spojí postupným voláním JOIN � v 1 zásobníku jsou max. 2 stromy stejné vý²ky, celkem jich je k ≤ 2 loga |S|
a jejich zpracování trvá O(

∑k−1
i=1 (h(Ti)− h(Ti+1) + 1)) = O(h(T1) + k).

ORD: S takovouto reprezentací efektivn¥ nejde, proto musíme navíc ∀ uzel udrºovat pole Pv s po£ty vrchol· v jeho
jednotlivých podstromech a p°i vkládání a odebírání ho pr·b¥ºn¥ aktualizovat. Pak v ORD procházím do hloubky a
postupn¥ p°i£ítám velikosti p°esko£ených podstrom· (pokud bych se p°i£tením dal²ího dostal k 0, jdu na niº²í hladinu).

Implementace

• Pro vnit°ní pam¥´ se doporu£uje a = 2− 3 a b = 2a, pro vn¥j²í a ≈ 100 a b = 2a (tj. v obou p°ípadech vlastn¥
B-stromy).

• P°i p°ístupu více uºivatel· ke struktu°e je problém s aktualiza£ními operacemi � zamykání celého stromu není
efektivní: pouºije se vyvaºování shora dol·: algoritmus INSERT zamkne uzel, jeho otce a syny. Pak pokud je
po£et syn· = b, roz²t¥pí ho (p°edem), nebude se pak uº ²t¥pit zpátky.

� Aby tohle fungovalo (abych m¥l ≥ a syn· v²ude), je nutné b ≥ 2a.
� Podobn¥ funguje DELETE � najde-li uzel s a syny, provede �preventivn¥� slití nebo p°esun.
� Provádí se tak víc slití a ²t¥pení neº v p·vodní variant¥, ale asymptoticky je to furt stejné.
� Pro takovéto struktury na externí pam¥ti se doporu£uje a ≈ 100 a b = 2a+ 2.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#B-stromy
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B-Stromy

B-strom °ádu m je vlastn¥ (a, b) strom pro a = m
2 a b = m . V ur£itých implementacích se ov²em data nacházejí uº ve

vnit°ních vrcholech, potom má kaºdý uzel vºdy o 1 mén¥ datových záznam· neº potomk·. Pokud jsou data uloºena
aº v listech, jedná se o Redundantní B-strom.

Implementa£ní detaily:

• N¥kdy jdou z uzl· na data jen pointery, listy m·ºou mít jinou (jednodu²²í) dat. strukturu neº vnit°ní uzly.

• Pro implementaci je vhodné pamatovat si celou aktuáln¥ procházenou v¥tev v n¥jakém bu�eru.

• V redundantních stromech nemusím p°i odstran¥ní dat odstra¬ovat klí£ ve vnitrnich uzlech (lze podle toho hledat
i kdyz to tam neni).

• Vylep²ení � vyvaºování stránek� p°i p°ete£ení stránky se nejd°ív dívám, jestli není volno v sousedních. Pokud
ano, p°erozd¥lím a upravím klí£e � zaru£uje lep²í zapln¥ní, ale je pomalej²í. Podobn¥ je moºné vyvaºovat po£ty
se sousedy v p°ípad¥ vyhazování (i kdyº nemerguju).

Dal²í varianty

B* stromy � Na základ¥ vyvaºování stránek zp°ísníme podmínky na po£et uzl·: Ko°en ma min. 2 potomky, ost. uzly
minimáln¥ d(2m−1)/3e potomk·, v²echny v¥tve jsou stejné dlouhé. �t¥pení se odkládá, dokud nejsou sourozenci plní,
potom se ²t¥pí bu¤ 2 do 3 (jen s jedním sourozencem), nebo 3 do 4 (s ob¥ma) uzl·. P°i odebírání se slévají 3 uzly do
2 (nebo 4 do 3). �t¥pení a slévání jde zesloºitit je²t¥ na víc stránek.

Odloºené ²t¥pení � pouºívá stránku p°ete£ení, vkládá znova, aº kdyº se naplní. Stránka p°ete£ení m·ºe být
jedna pro jeden listový uzel, nebo ji m·ºe sdílet n¥jaká skupina list· � ²t¥pí se, aº kdyº jsou v²echny listy i p°ete£ení
zapln¥né. Tedy pokud má strom víc neº 1 úrove¬, má v²echny listy zapln¥né (za p°edpokladu nepouºití DELETE).
S odebíráním musím i slévat a ²t¥pit skupiny � jejich velikost není pevná.

Pre�xové stromy � pro redundantní B-stromy; klí£e jsou co nejkrat²í °et¥zce nutné k odli²ení list·, nikoliv celé
hodnoty, které se nacházejí aº v listech. P°i vkládání a ²t¥pení stránek se n¥jakou heuristikou hledá nejkrat²í pre�x,
který by dv¥ vznikající stránky odd¥lil. Mazaní a slévání � ºádná zm¥na. Dal²í zkrácení � u potomk· se neopakuje
p°edpona klí£e, kterou ma rodi£ � to ale hodn¥ zvý²í nároky na CPU.

B+ stromy � pro intervalové dotazy: zrychlení tím, ºe z°et¥zíme vºdy uzly v jedné hladin¥ (a nebo jenom listy),
tj. p°idáme do uzl· ukazatele na levého a pravého souseda.

Hladinov¥ propojené (a,b)-stromy s prstem (Finger trees) � pro vyhledávání navíc je²t¥ p°idáme odkaz
na otce do kaºdého uzlu a pro celou strukturu jeden �prst� � odkaz na n¥jaký list. Vyhledávání za£íná od prstu a
postupuje nahoru, dokud nenajde podstrom, v n¥mº by m¥l být hledaný prvek; potom se spustí dol·. Pokud je prvek
poblíº prstu, je to rychlej²í neº klasická varianta. Typicky máme funkci nastevní prstu na n¥jaký prvek a pokud se
motáme v jeho okolí, vyjde to lépe.

Prom¥nná délka zaznam· � modi�kace pro záznamy r·zné délky: ne²t¥pit podle po£tu záznam·, ale na zhruba
1/2 podle velikosti. Podmínka existence uzlu: sou£et délek záznam· v n¥m je ≥ B/2 kde B je délka uzlu(stránky) (pro
B* stromy 2B/3). Problémy: dlouhé klí£e mají tendenci propadávat ke ko°eni, tím se zmen²uje arita stromu; m·ºe se 1
stránka ²t¥pit i na 3 (pokud vkládám záznam del²í nez 1/2 stránky); vloºením záznamu m·ºe dojít ke zmen²ení stromu
(jak, to se ve skriptech nepí²e :( ) Nejde vyrobit nezávislé INSERT a DELETE, °e²ení: univerzální alg. nahrazování
°et¥zce °et¥zcem, INSERT a DELETE jsou jeho spec. p°íp. �e²eni sniºování arity stromu: minimalizace délky klí£·
(nalezeni klí£e min. délky, která navíc spl¬uje min. napln¥ni) � pro B* stromy docela sloºité.

Amortizované odhady po£t· ²t¥pení a slití a vyváºení

Obecn¥ m·ºe INSERT volat aº log(|S|)-krát ²t¥pení a DELETE log(|S|)-krát slití a jedno vyváºení (p°esun).
Za£ínáme-li s prázdným stromem a m¥°íme na n¥jaké posloupnosti n operací, zjistíme, ºe jde amortizovan¥ o O(1).

D·kaz pro (2, 4)-stromy:

• Pouºijeme bankovní metodu, kdy INSERT bude stát dv¥ jednotky a DELETE jednu.

• Za ²t¥pení a slití pak budeme platit vºdy jednu jednotku, vyváºení nebude stát nic, protoºe je v kaºdémDELETE
voláno max. jednou a asymptoticky nic nezkazí.

• V jednotlivých uzlech stromu budeme udrºovat následující po£ty jednotek podle stupn¥ uzl· (p°idáváme i stupn¥
1 a 5, které mají uzly t¥sn¥ p°ed ²t¥pením a sléváním):

ρ(v) 1 2 3 4 5
jednotek 2 1 0 2 4

• Potom INSERT a DELETE bez ²t¥pení díky své cen¥ udrºují (ob£as i p°eplácí) správné stavy jednotek v
uzlech � sníºení stupn¥ stojí max. 1 a zvý²ení max. 2 jednotky.
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• Dojde-li ke ²t¥pení uzlu stupn¥ 5 do uzl· stup¬· 3 a 2, £ty°i jednotky se zaplatí: jedna za rozd¥lení, jedna na
ú£et nového uzlu stupn¥ 2 a (max.) dv¥ za zvý²ení stupn¥ rodi£e.

• Dojde-li k vyvaºování (p°esunu), máme 2 jednotky, coº nám sta£í k vytvo°ení dvou uzl· stupn¥ 2 ze stup¬· 1 a
3 a p°ebývá nám p°i vyváºení uzl· stup¬· 1 a 4.

• Sléváme-li uzly stupn¥ 1 a 2, máme 3 jednotky celkem: jednou zaplatíme vlastní slití, jednou sníºení stupn¥
rodi£e a jedna zbyde.

Protoºe v²echny moºnosti zachovávají invariant, je vid¥t, ºe celkem bude max. 2n operací slití a ²t¥pení. D·kaz
(prý) jde roz²í°it i na libovolné a a b ≥ 2a (podle m¥ by m¥lo sta£it zachovat ceny za operace a po£ty jednotek v
krajních p°ípadech).

Pro b = 2a− 1 lze bohuºel jednodu²e nalézt takové posloupnosti operací, kde po£et slití a ²t¥pení je O(n log n), to
samé, máme-li paralelní operace p°i b = 2a+ 1. Proto se doporu£uje 2a, resp. 2a+ 2.

V hladinov¥ propojeném strom¥ platí, ºe posloupnost n operací MEMBER, INSERT, DELETE a PRST vyºaduje
O(log n+ £as na vyhledání prvk· ).

10.3 Trie

Trie je vlastn¥ stromová reprezentace slovníku. Její ozna£ení z°ejm¥ pochází od slova �retrieval�. Jejím úkolem je
reprezentovat mnoºinu S ⊆ U , kde U je tvo°eno v²emy slovy nad abecedou Σ, |Σ| = k o délce l. Na této mnoºin¥
budeme provád¥t operace MEMBER, INSERT a DELETE.

Poºadavek na délku se pouºije pouze u odhad· na sloºitost algoritm·. Ve skute£nosti ale není omezující � slova
m·ºeme vºdycky doplnit n¥jakými znaky mezery nebo lehce algoritmy upravit, aby s krat²ími slovy po£ítaly.

Základní varianta

De�nice

Trie je strom takový, ºe kaºdý vnit°ní vrchol má k syn·, odpovídajících v²em znak·m abecedy. Kaºdému vrcholu lze
rekurzivn¥ p°i°adit slovo nad abecedou Σ následujícím zp·sobem:

• Ko°eni pat°í prázdné slovo λ.

• a-tému synu pat°í slovo otce dopln¥né o a (kde a je libovolné písmeno).

Pro kaºdý vnit°ní vrchol trie musí platit, ºe tento vrchol je pre�xem n¥jakého slova z reprezentované mnoºiny S.
Kaºdý list obsahuje jeden bit, který udává p°ítomnost nebo nep°ítomnost slova, které p°edstavuje, v mnoºin¥ S.

Je vid¥t, ºe taková struktura je dost pam¥´ov¥ náro£ná � kaºdý vrchol pot°ebuje pam¥´ O(k) a celkem máme aspo¬
tolik vrchol·, co bod· mnoºiny, násobeno délkou cesty k nim, tedy O(kl|S|).

Operace

MEMBER je velice jednoduchý � postupn¥ sestupuje stromem podél syna, který odpovídá i-tému písmenu hledaného
slova v i-tém kroku. Pokud se dostane do listu d°ív neº dojde na konec slova, skon£í neúsp¥chem. Jinak vrátí informaci
o p°ítomnosti slova z listu, do kterého se dostal.

INSERT dojde do listu podobn¥ jakoMEMBER. Potom (je-li to pot°eba) m¥ní listy na vnit°ní vrcholy a vkládá
pokra£ování cesty aº do dosaºení délky slova. V posledním kroku upraví indikaci v listu.

DELETE vyhledá prvek a nastaví indikaci v jeho listu na FALSE. Pak se postupn¥ vrací a dokud nalézá jen samé
listy s FALSE, zru²í celý vrchol a zm¥ní ho na list s FALSE.

Algoritmus MEMBER projde aº l vrchol· a kaºdý v konstantním £ase (vrcholy se indexují p°ímo písmeny
abecedy), tedy je O(l). Algoritmy INSERT aDELETE vyºadují £as O(kl), protoºe úprava jednoho vrcholu vyºaduje
aº k operací.

Komprimované Trie

Trie upravíme tak, ºe vyházíme vrcholy, jejichº slovo je pre�xem stejné mnoºiny slov jako slovo jejich otc· (tj. vrcholy,
kde nedochází k ºádnému v¥tvení a je jen jedna moºnost pokra£ování). Ve vrcholech si te¤ ale místo toho musíme
udrºovat informaci o aktuální hloubce κ(v) a navíc v listech musíme drºet celé slovo, které reprezentují (abychom
neztratili písmena z vrchol·, které jsme vyházeli).

Operace pak bude t°eba upravit, ale protoºe takto upravené trie má jen S−1 vnit°ních vrchol·, pam¥´ová náro£nost
klesla na O(k|S|)
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Operace

MEMBER pracuje podobn¥, ale ve vrcholu v vºdy testuje κ(v) + 1-ní písmeno hledaného slova. Nakonec (protoºe
neotestoval v²echna písmena a mohlo by tedy dojít ke kolizi) navíc porovná slovo uloºené ve vrcholu se slovem, které
jsme hledali.

INSERT pro n¥jaké slovo x op¥t vyhledá místo pro vloºení a dojde do listu, kde najde jiné slovo y. Pak vezme
nejv¥t²í spole£ný pre�x slov x, y a v jeho míst¥ strom rozd¥lí � pokud ve správné hloubce uº je vnit°ní vrchol, pokra£uje
z n¥j, jinak nový d¥lící vrchol p°idá. Potom upraví hodnoty v listech.

DELETE zru²í informaci o mazaném slov¥ stejn¥ jako p°edtím. Navíc ale pokud zjistí, ºe otec �vy£i²t¥ného� listu
v hierarchii stromu má jen jednoho dal²ího potomka � vnit°ní uzel, nacpe tohoto potomka na jeho místo.

Je vid¥t, ºe INSERT a DELETE zm¥ní maximáln¥ jeden vnit°ní vrchol a pracují tak v O(k + l).

O£ekávaná hloubka

Odhady £as· pro operace MEMBER, INSERT a DELETE závisí na (maximální) délce slov l, ale takové hloubky
komprimované trie dosáhne jen v nejhor²ím p°ípad¥. Chceme proto odhad o£ekávané hloubky, za p°edpokladu, ºe
reprezentovaná mnoºina S je vzorkem dat z rovnom¥rného rozd¥lení (coº bývá £asto p°ibliºn¥ spln¥no).

Ozna£íme qd pravd¥podobnost, ºe komprimovaný trie nad mnoºinou S, |S| = n má hloubku aspo¬ dn = d. Pak je
na²e o£ekávaná (st°ední) hodnota hloubky:

E(dn) =

∞∑
i=1

i(qi − qi+1) =

∞∑
i=1

qi

Odhadneme proto velikost qd. Víme, ºe hloubka trie je men²í neº d, kdyº pre�xy o délce d slov z na²í mnoºiny
rozli²ují tato slova jednozna£n¥. Pravd¥podobnost, ºe toto nastane, je (po£et jednozna£ných pre�x· a k nim po£et
libovolných dopln¥ní do délky l, d¥leno po£tem jednozna£ných slov délky l, v²e nad abecedou o velikosti k):

P (jednozna£né rozli²ení o délce d) =
(k
d

n )kn(l−d)

(k
l

n )

Z toho:

qd ≤ 1− P (jednozna£né rozli²ení o délce d− 1) =

1− (k
(d−1)

n )kn(l−d+1)

(k
l

n )
≤ 1− (

∏n−1
i=0 (kd−1−i))kn(l−d+1)

knl
= 1−

∏n−1
i=0

(
1− i

kd−1

)
≤ 1− exp

(
−n2

kd−1

)
≤ n2

kd−1

Poslední kroky jsme mohli ud¥lat, protoºe platí (integrál s nerovností m·ºeme pouºít, protoºe daný logaritmus je
klesající, p°i výpo£tu integrálu pouºijeme substituci za 1− x

kd−1 ):∏n−1
i=0

(
1− i

kd−1

)
= exp

(∑n−1
i=0 ln

(
1− i

kd−1

))
≥

≥ exp
(∫ n

0
ln
(
1− x

kd−1

)
dx
)

= exp
(
(n− kd−1) ln

(
1− n

kd−i

)
− n

)
≤ exp

(
−n2

kd−1

)
O£ekávaná vý²ka stromu pak vyjde, poloºíme-li c = 2dlogk ne:

∞∑
i=1

qi =

c∑
i=1

qi +

∞∑
i=c+1

qi ≤
c∑
i=1

1 +

∞∑
i=c+1

n2

ki−1
= c+

n2

kc

( ∞∑
i=0

1

ki

)
≤ 2dlogk ne+

1

1− 1
k

Trie v tabulce

Pokud se vzdáme operací INSERT a DELETE, m·ºeme trie reprezentovat na extrémn¥ zcvrklém prostoru. Nejd°íve
si ho p°edstavme jako matici M dimenze r × s, kde kaºdý vnit°ní vrchol odpovídá jednomu °ádku a sloupce jsou
písmena abecedy. Potom na pozici M(v, a) je a-tý syn vrcholu v. Pole matice m·ºe obsahovat bu¤ odkazy na dal²í
vrcholy (identi�kátor °ádku), nebo p°ímo slova, která jsou obsaºena v reprezentované mnoºin¥, nebo prázdnou hodnotu
null. Ve vedlej²ím poli si musíme uchovat i hloubky vrchol· odpovídající nekomprimovanému trie � κ(v).

Komprese matic � uloºení do pole

Hodnoty null ale nep°iná²ejí novou informaci � sta£í p°i pr·chodu maticí na dal²í vrcholy testovat, zda nám stoupá
hodnota κ(v) a nakonec provést test shody s nalezeným prvkem. Díky tomu m·ºeme na místa, kde je null, v klidu
ukládat n¥co jiného.

Matici M tak m·ºeme reprezentovat dv¥ma poli

• V AL � v n¥m budou hodnoty z r·zných °ádk· matice

• RD (�row displacement�, �posunutí °ádku�) � bude udávat, kde za£íná který °ádek p·vodní matice M ve V AL
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Jednotlivé datové °ádky p·vodní matice se v poli V AL v klidu m·ºou p°ekrývat, pokud p°ekryté hodnoty jsou jen
null. Formáln¥ musíme zachovat, ºe kdyº M(i, j) je de�nováno, pak M(i, j) = V AL(RD(i) + j) a ºe kdyº M(i, j) a
M(i′, j′) jsou de�novány pro (i, j) 6= (i′, j′) , pak RD(i) + j 6= RD(i′) + j′.

Pro nalezení �dobrého� rozloºení °ádk· p·vodní matice do pole V AL se pouºívá algoritmus First-Fit Decreasing:

• Pro kaºdý °ádek p·vodní maticeM spo£teme, kolik míst je non-null a set°ídíme °ádky matice podle této hodnoty
v klesajícím po°adí

• Bereme °ádky podle set°íd¥ní a vkládáme je na první místo od za£átku pole V AL tak, ºe neporu²ují vý²e uvedené
podmínky.

Ozna£íme po£et v²ech non-null hodnot jako m a po£et non-null hodnot v °ádcích s alespo¬ l non-null hodnotami
jako ml. Pokud °ádky matice M spl¬ují pravidlo harmonického rozpadu, tj. ∀l : ml ≤ m

l+1 (tj. nap°. více neº polovina
°ádk· obsahuje jen jednu skute£nou hodnotu), pak pro kaºdý °ádek i platí RD(i) < m a algoritmus stavby polí
pot°ebuje O(rs+m2) £asu (d·kaz je hnusný).

Posouvání sloupc·

Protoºe podmínku harmonického rozpadu spl¬uje jen málo matic, upravíme si obecné matice tak, aby ji spl¬ovaly
taky. Vyuºijeme toho, ºe matici trochu �natáhneme� do po£tu °ádk· (tím se, pravda, zv¥t²í pole RD) a jednotlivé
sloupce v ní rozstrkáme tak, aby v jednom °ádku nevy²lo moc zapln¥ných míst najednou. Kde za£íná který sloupec si
zapamatujeme v dal²ím pomocném poli CD (�column displacement�, �posunutí sloupce�).

�Dobré� posunutí sloupc· nalezneme oby£ejným p°ístupem First-Fit, kdyº pro kaºdý sloupec j nalezneme nejmen²í
£íslo CD(j) spl¬ující:

m(j + 1)l ≤
m

f(l,m(j + 1))
∀l = 0, 1, . . .

Hodnota m(j) je po£et v²ech zapln¥ných míst v prvních j sloupcích práv¥ konstruované matice a m(j)l je po£et
zapln¥ných míst v °ádcích s alespo¬ l zapln¥nými místy.

Pozorování:

• Je vid¥t, ºe kaºdá funkce f musí spl¬ovat f(0,m(j)) ≤ m
m(j) ∀j, protoºe jinak by v algoritmu nemohla být

spln¥na testovaná podmínka pro l = 0 (protoºe mj = m(j)0).

• Dále musí funkce f spl¬ovat nerovnost f(l,m) ≤ l+1 ∀l, aby výsledná matice spl¬ovala podmínku harmonického
rozpadu.

Dá se ukázat (a je to hnusný d·kaz), ºe vhodná funkce je t°eba f(x, y) = 2x(2− y
m ), protoºe spl¬uje ob¥ podmínky

a navíc výsledný vektor CD má délku s, vektor RD má délku men²í neº 4m log logm+ 15.3m+ r a vektor V AL má
délku men²í neº m+ s. Protoºe hodnoty CD indexují RD a hodnoty RD indexují V AL, plynou z toho omezení i na
hodnoty v nich uloºené.

�as celého algoritmu vytvá°ení matic je O(s(r +m log logm)2).

Dal²í komprese vektoru RD

Protoºe M má jen m de�novaných mít, z algoritmu pro výpo£et RD plyne, ºe jen max. m míst v tomto vektoru bude
r·zných od nuly. Proto m·ºeme pouºít následující kompresi (°ekn¥me, ºe nenulových míst je t):

1. Vektor RD rozd¥líme na n blok· o délce d.

2. Vytvo°íme nový vektor CRD o délce t, který obsahuje jen nenulové prvky p·vodního vektoru. Ozna£me jejich
p·vodní pozice ij , j = 0 . . . t− 1 a jejich pozice ve vektoru CRD jako v(ij).

3. Vytvo°íme vektor BASE o délce n, kde BASE(x) =

{
−1 ij ÷ d 6= x ∀j = 0, . . . t− 1

min{l; il ÷ d = x} jinak

4. Vytvo°íme matici OFFSET typu n× d, kde OFFSET (x, y) =

{
−1 x · d+ y 6= ij ∀j
j −BASE(x) x · d+ y = ij

5. Uloºíme matici OFFSET do vektoru OFF dimenze n tak, ºe z kaºdého °ádku vytvo°íme £íslo v soustav¥ o
základu d+ 1: OFF (x) =

∑d−1
k=0(OFFSET (x, k) + 1)(d+ 1)k.

Potom platí, ºe:

• v(h) = 0⇔ OFFSET (h÷ d, h mod d) = −1

• v(h) = 1⇒ h = BASE(h÷ d) +OFFSET (h÷ d, h mod d)

• OFFSET (i, j) = ((OFF (i)÷ (d+ 1)j) mod (d+ 1))− 1

Celá tahle legrace má smysl, jen pokud d� n, a t < n. Kdyº d ≤ dlog log ne, pak lze celé trie uloºit pomocí p¥ti
vektor· dimenze n s hodnotami men²ími neº 4n log log n.
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10.4 Haldy

Haldy se pouºívají pro m¥nící se uspo°ádané mnoºiny. Nevyºaduje se efektivní operace MEMBER (£asto se p°ed-
pokládá s argumentem operace informace o uloºení prvku). Poºadují se malé nároky na pam¥´ a rychlost ostatních
operací.

De�nice, operace

Halda je stromová struktura nad mnoºinou (dat) S, jejíº uspo°ádání je dáno funkcí f : S → R, spl¬ující lokální
podmínku haldy:

∀v ∈ S : f(otec(v)) ≤ f(v), p°ípadn¥ v duální podob¥.

Mnoºina je reprezentovaná haldou, kdyº p°i°azení prvk· vrchol·m haldy je bijekce, spl¬ující podmínku haldy.
R·zné druhy hald se li²í podle dal²ích podmínek, které musí spl¬ovat stromové struktury.

• Krom b¥ºných operací m·ºu m¥nit uspo°ádání: operace INCREASE a DECREASE zm¥ní velikost f na
n¥jakém daném prvku s se známým uloºením o +a, −a.

• Dal²í operace: DELETEMIN � smazání prvku s nejmen²í hodnotou f .

• Pro operaci DELETE budeme poºadovat p°ímé zadání uloºení prvku.

• Navíc de�nujeme operaci MAKEHEAP � vytvo°ení haldy p°i známé mnoºin¥ a f ,

• a MERGE � slití dvou hald do jedné, reprezentující S1 ∪ S2 a f1 ∪ f2, aniº by se ov¥°ovala disjunktnost.

Regulární haldy

Pro d-regulární strom (d ∈ N) s ko°enem r platí, ºe existuje po°adí syn· vnit°ních vrchol· takové, ºe o£íslování
prohledáváním z r do ²í°ky spl¬uje:

1. kaºdý vrchol má nejvý²e d syn·

2. kdyº vrchol není list, tak v²echny vrcholy s men²ím £íslem mají práv¥ d syn·

3. má-li vrchol mén¥ neº d syn·, pak v²echny vrcholy s v¥t²ími £ísly jsou listy

Potom takový strom s n vrcholy má max. jeden ne-list, který nemá práv¥ d syn·, jeho vý²ka je dlogd(n(d−1)+1)e.
�ísla syn· vrcholu s £íslem k jsou (k − 1)d+ 2, . . . , kd+ 1, £íslo otce je 1 + bk−2

d c. Takto vytvo°ená halda umoº¬uje i
efektivní reprezentaci v poli.

Operace na regulárních haldách

• Není známa efektivní operace MERGE.

• Máme pomocné operace UP, DOWN, posunující prvek níº/vý² ve struktu°e, dokud není spln¥na podmínka
haldy (�probublávání�).

• INSERT jen vloºí nový prvek za poslední a spustí UP

• DELETE nahradí odstran¥ný prvek posledním listem a volá UP nebo DOWN podle pot°eby

• DELETEMIN odstraní ko°en, nahradí ho posl. listem a volá DOWN

• MIN jen vrátí ko°en

• INCREASE a DECREASE zm¥ní hodnotu f n¥jakého prvku a zavolají DOWN, resp. UP (pozor, je to
naopak, neº názvy napovídají).

• OperaceMAKEHEAP vytvo°í libovolný strom a pak postupn¥ od posledního ne-listu ke ko°eni volá na v²echno
DOWN.

U v²ech operací je korektnost zaji²t¥na podmínkou haldy (a tím, ºe UP a DOWN zaru£í její spln¥ní).

Sloºitost operací

B¥h DOWN vyºaduje O(d) a UP O(1) v kaºdém cyklu, takºe celkem jde o O(d log |S|) a O(log |S|).
Haldu lze vytvo°it opakovaným INSERTem v £ase |S| log |S|, ale pro v¥t²í mnoºiny je rychlej²í MAKEHEAP

� uvaºujeme-li, ºe operace DOWN vyºaduje £as odpovídající vý²ce vrcholu. Ve vý²ce k − i je di vrchol·. Tím
dostávám celkový £as O(

∑k−1
i=0 d

i(k − i)d), coº se dá odhadnout jako O(d2|S|).
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Aplikace

Heapsort � vytvo°ení haldy a postupné volání MIN a DELETEMIN. Lze ukázat, ºe pro d = 3, d = 4 je výhodn¥j²í
neº d = 2, empiricky je do cca 1000000 prvk· d = 6 nebo d = 7 nejlep²í. Pro del²í posloupnosti je moºné d zmen²it.

Dijkstra � normální Dijkstr·v algoritmus, jen vrcholy grafu uchovávám v hald¥, t°íd¥né podle aktuálního d (horního
odhadu vzdálenosti). Sloºitost O((m + n) log n), pro d = max{2, mn } je to O(m logd n) a pro husté grafy (m > n1+ε)
je lineární v m.

Leftist haldy

Leftist halda je binární strom (T, r). Ozna£me npl(v) délku nejkrat²í cesty z v do vrcholu s max. 1 synem. Leftist
halda musí spl¬ovat následující podmínky:

1. má-li vrchol 1 syna, pak je vºdy levý

2. má-li 2 syny l, p , pak npl(p)≤npl(l)

3. podmínka haldy na klí£e prvk· (ex. p°i°azení prvk· vrchol·m stromu)

Pro leftist haldu se de�nuje pravá cesta (posl. pravých syn·) a pokud máme takovou cestu délky k z vrcholu v,
víme, ºe podstrom v do hloubky k je úplný binární strom. Délka pravé cesty z kaºdého vrcholu je tedy logaritmická
ve velikosti podstromu.

Operace jsou zaloºeny na algoritmech MERGE a DECREASE.

• MERGE testuje prázdnost jednoho ze strom· (a pokud je jeden prázdný, vrátí ten druhý jako výsledek). Pokud
ne, volá se rekurzivn¥ na podstrom pravého syna ko°ene s men²ím klí£em dohromady s celým druhým a výsledek
p°ipojí místo onoho pravého syna. Pokud neplatí podmínka na npl, syny vym¥ní.

• INSERT je to samé co vytvo°ení jednoprvkové haldy a zavolání MERGE.

• DELETEMIN je zMERGEování syn· ko°ene (a jeho zahození).

• MAKEHEAP je vytvo°ení hald z jednotl. prvk·. Nacpu je do fronty a potom v cyklu vyberu dva první,
zmerguju a hodím výsledek na konec, dokud mám ve front¥ víc neº 1 haldu.

INCREASE a DECREASE se d¥lají jinak.

• Mám pomocnou operaci OPRAV, která odtrhne podstrom a dopo£ítá v²em vrchol·m správné npl. Po odtrºení
vrcholu a p°íp. p°ehození pravého syna doleva jde nahoru, dokud provádí zm¥ny npl (moºno aº do ko°ene),
vztahuje npl odspoda a p°íp. prohazuje syny.

• DECREASE se pak ud¥lá sníºením hodnoty ve vrcholu, zavoláním OPRAV, tj. jeho od°íznutím od zbytku
haldy, a MERGE podstromu a zbytku.

INCREASE: zapamatuju si levý a pravý podstrom vrcholu s mým prvkem a provedu na n¥j OPRAV (vyhodím
ho), potom vyrobím nový vrchol s mým prvkem se zvednutou hodnotou a jako samostatnou haldu ho zMERGEuju
s levým podstromem. Pravý podstrom zMERGEuju se zbytkem haldy a nakonec s tím zMERGEuju výsledek
MERGE levého podstromu a zvednutého prvku.

Sloºitost

1 b¥h MERGE bez rekurze je O(1), hloubka rekurze je omezena pravými cestami, takºe je to O(log(|S1|+ |S2|)). Z
toho plyne logaritmovost INSERT a DELETEMIN.

Pro MAKEHEAP se uvaºuje, kolikrát projdou haldy frontou: po k projití frontou mají velikost 2k−1 a tedy
fronta obsahuje d |S|

2k−1 e hald. Jeden MERGE je O(k) a jedno projití frontou pro v²echny haldy tedy trvá O(kd |S|
2k−1 e).

Celkem dostávám O(|S|
∑∞
k=1

k
2k−1 ) = O(|S|) (sou£et °ady je 4).

OPRAV chodí jen po pravé cest¥, takºe má logaritmickou sloºitost. INSERT, INCREASE a DECREASE se
díky ní dostanou taky na O(log |S|), protoºe jejich £ásti krom¥ MERGE a OPRAV mají konstantní sloºitost.

Binomiální haldy

Binomiální stromy se de�nují rekurentn¥ jako Hi, kde H0 je jednoprvkový a Hi+1 vznikne z dvou Hi, kdy se ko°en
jednoho stane dal²ím (krajním) synem ko°enu druhého. Pak strom Hi má 2i prvk·, jeho ko°en má i syn·, jeho vý²ka
je i a podstromy ur£ené syny ko°ene jsou práv¥ Hi−1, . . . ,H0.

Binomiální halda reprezentující S je seznam strom· Ti takový, ºe celkový po£et vrchol· v t¥chto stromech je |S|
a je dáno jednozna£né p°i°azení prvk· vrchol·m, respektující podmínku haldy. Kaºdý strom je p°itom izomorfní s
n¥jakým Hi a dva Ti, Tj , i 6= j nejsou izomorfní.

Existence binomiální haldy pro kaºdé p°irozené |S| plyne z existence dvojkového zápisu £ísla.
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Operace

Operace na binomiálních haldách jsou zaloºené na MERGE.

• MERGE pracuje stejn¥ jako binární s£ítání � za pomoci operace SPOJ (slepení dvou strom·, p°ilepím jako
syna toho, který má v ko°eni vy²²í klí£) slepí stromy stejného °ádu, p°ená²í výsledky do dal²ího spojování (p°enos
+ ob¥ haldy mající strom daného °ádu = vyplivnutí 1 stromu na výsledek a spojení zbývajících dvou).

• INSERT je MERGE s jednoprvkovou haldou.

• MIN je projití ko°en· a vypsání nejmen²ího.

• DELETEMIN je MIN, odebrání stromu s nejmen²ím prvkem v ko°eni a p°idání (MERGE) podstrom· jeho
ko°ene do haldy.

• INCREASE a DECREASE se d¥lají úpln¥ stejn¥ jako u regulárních hald.

• P°ímo není podporováno DELETE, jen jako DECREASE + DELETEMIN.

• MAKEHEAP se provádí opakováním INSERT.

Sloºitost MERGE je O(log |S1|+ log |S2|), protoºe 1 krok SPOJ je konstantní. Halda má nejvý²e log |S| strom·,
takºe MIN a DELETEMIN mají tuto sloºitost. Vý²ka v²ech strom· je ≤ log |S|, coº dává sloºitost INCREASE
O(log2 |S|) aDECREASE O(log |S|). Pro odhad sloºitostiMAKEHEAP se pouºije amortizovaná sloºitost p°i£ítání
jedni£ky k binárnímu £íslu, coº je O(1), tedy celkem O(|S|).

Líná implementace

Vynecháme p°edpoklad neexistence dvou izomorfních strom· v hald¥ a budeme �vyvaºování� provád¥t jen u operací
MIN a DELETEMIN, kdy se stejn¥ musí projít v²echny stromy. MERGE je pak prosté slepení seznam· hald.
Vyvaºování se provádí operací VYVAZ, která slou£í izomorfní stromy (podobn¥ jakoMERGE z pilné implementace).

Sloºitost INSERT a MERGE je O(1), ale DELETEMIN a MIN v nejhor²ím p°ípad¥ O(|S|).
Amortizovaná sloºitost vychází ale líp: pouºijeme potenciálovou metodu, kdyº za hodnocení kon�gurace w(H)

zvolíme po£et strom· v hald¥ |H|. INSERT a MERGE ho nem¥ní, resp. m¥ní o 1, takºe jsou stále O(1).
Operace VYVAZ pot°ebuje O(|H|), protoºe slití dvou strom· trvá konstantn¥ dlouho a nelze slévat víc strom·,

neº kolik jich je v hald¥. Krom¥ operace VYVAZ pot°ebuje MIN O(|H|) a DELETEMIN O(|H| + log |S|) (max.
stupe¬ stromu je logaritmický).

Dohromady vychází amortizovaná sloºitost pro MIN: am(o) = t(o) − w(H) + w(H ′) = O(|H| − |H| + log |S|),
protoºe výsledný po£et strom· |H ′| odpovídá pilné implementaci. Pro DELETEMIN podobn¥ dostanu O(|H| +
log |S| − |H|+ log |S|) = O(log |S|).

Fibonacciho haldy

De�nují se jako mnoºiny strom·, které spl¬ují podmínku haldy a musely vzniknout posloupností operací z prázdné
haldy. V²echny operace zachovávají podmínku, ºe jednomu vrcholu lze od°íznout max. dva syny. Strom má rank i,
má-li jeho ko°en i syn· (podobné jako izomor�smus s Hi u binomiálních hald).

Podmínka od°íznutí max. dvou syn· se zachovává pomocnou operací VYVAZ2. Kdyº vrchol není ko°en a byl mu
p°edtím n¥kdy od°íznut syn, je speciáln¥ ozna£ený. VYVAZ2 prochází od daného vrcholu ke ko°eni a dokud nalézá
ozna£ené vrcholy, odtrhává je i s jejich podstromy, ru²í jejich ozna£ení a vkládá do haldy jako zvlá²tní stromy. Kdyº
se vrchol stane ko°enem, ozna£ení se zapomene.

Operace

MERGE, INSERT, MIN a DELETEMIN jsou stejné jako v líné implementaci binomiálních hald, jen poºadavek
na isomor�smus s Hi je nahrazen poºadavkem na daný rank. Pomocné operace z binomiálních hald VYVAZ a SPOJ
jsou také stejné.

DECREASE, INCREASE a DELETE vycházejí z leftist hald. Pouºívají pomocnou operaci VYVAZ2

• DECREASE odtrhne podstrom ur£ený sniºovaným vrcholem (není-li to uº ko°en), zru²í u n¥j p°ípadné ozna£ení
a vloºí ho zvlá²´ do haldy, na odtrºené místo zavolá VYVAZ2.

• INCREASE provede to samé, jen je²t¥ roztrhá podstrom zvedaného vrcholu (odtrhne v²echny syny, zru²í jejich
p°íp. ozna£ení a vloºí jako samostatné stromy do haldy) a vloºí zvednutý vrchol do haldy zvlá²´.

• DELETE je to samé co INCREASE, bez p°idání vrcholu zp¥t do haldy.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St%C3%A1tnice_-_Odhady_slo%C5%BEitosti#Algoritmus_.28Potenci.C3.A1lov.C3.A1_metoda.29
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Korektnost a sloºitost

Operace SPOJ podobn¥ jako u binomiálních hald vyrobí ze dvou strom· ranku i jeden strom ranku i + 1. Operace
VYVAZ2 zajistí, ºe od kaºdého vrcholu krom¥ ko°en· byl odtrºen max. 1 syn � kdyº odtrhnu dal²ího, odtrhu i tento
vrchol a propaguju operaci nahoru.

Sloºitost operací:

• MERGE a INSERT je O(1) (stejn¥ jako u binomiálních hald)

• MIN má O(|H|) (nem¥ní ozna£ení vrchol·)

• DELETEMIN O(|H|+maxrank(H)), kdemaxrank udává maximální rank stromu v hald¥ (m·ºe navíc odzna£it
n¥které vrcholy)

• DECREASE je O(1 + c), kde c je po£et odzna£ených vrchol· (navíc ozna£í max. 1 vrchol)

• INCREASE a DELETE jsou O(1 + c+ d), kde navíc d je po£et syn· zvedaného nebo odstra¬ovaného vrcholu
(také ozna£í navíc max. 1 vrchol).

Pro výpo£et amortizované sloºitosti pouºijeme potenciálovou metodu a zvolíme hodnotící funkci w jako po£et
strom· v hald¥ + 2× po£et ozna£ených vrchol·. M·ºeme °íct, ºe amortizovaná sloºitost MERGE, INSERT a
DECREASE je O(1).

Ozna£me max. rank strom· v lib. hald¥ reprezentující n-prvkovou mnoºinu jako ρ(n). Amortizovaná sloºitostMIN,
DELETEMIN, INCREASE a DELETE pak je O(ρ(n)) (pro MIN a DELETEMIN je vzorec amortizované
sloºitosti podobný jako u binomiálních hald, pro INCREASE a DELETE je to vid¥t p°ímo ze vzorc·).

Pro odhad ρ(n) je pot°eba znát fakt, ºe i-tý nejstar²í syn libovolného vrcholu má aspo¬ i− 2 syn· (plyne z toho,
ºe se slévají jen stromy stejného °ádu a odtrhnout lze max. jednoho syna).

Vezmeme tedy nejmen²í strom Tj ranku j , který toto spl¬uje. Ten musí být sloºením Tj−1 a Tj−2 (vzniká tak,
ºe se slijí dva Tj−1 a potom se na tom, který je pov¥²ený jako syn nového ko°enu, provede DECREASE a tím se
z n¥j stane Tj−2 ). Z minimálního po£tu syn· se dá odvodit i rekurence |Tk| ≥ 1 + 1 + |T0| + · · · + |Tk−2|, která dá
indukcí to samé.

Potom |Tk+1| = Fk, kde Fk je k-té Fibonacciho £íslo. Pro Fibonacciho £ísla platí, ºe limk→∞ Fk = 1√
5

(
1+
√

5
2

)k
.

Proto je ρ(n) = O(log(n)) , coº dává logaritmickou amortizovanou sloºitost proMIN, DELETEMIN, INCREASE
a DELETE. Z toho pochází i název Fibonacciho haldy.

Aplikace

Fibonacciho haldy se díky své rychlosti INSERT, DECREASE a DELETEMIN £asto pouºívají v grafových
algoritmech. Praktické porovnání rychlosti s jinými haldami v²ak není dosud p°esn¥ prostudováno.

Motivací pro vývoj Fibonacciho hald byla moºnost aplikace v Dijkstrov¥ algoritmu. Dává totiº sloºitost celého
algoritmu O(m + n log n), coº by m¥lo být lep²í pro velké, ale °ídké grafy proti d-regulárním haldám. O prakticky
zji²t¥ném �zlomu� ale nevíme.
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Kapitola 11

Státnice - Ha²ování

11.1 Hashování

Základní motivací pro hashování je slovníkový problém, kdy máme za úkol reprezentovat mnoºinu S prvk· z n¥jakého
univerza U a provád¥t na ní následující operace:

• MEMBER (je t°eba, aby tato operace probíhala velmi rychle)

• INSERT

• DELETE

Aby byl MEMBER rychlý, bylo by nejlep²í mít v pam¥ti pole bit· o velikosti U . V p°ípad¥, ºe |S| << |U | (a
navíc U m·ºe být neúnosn¥ velké), pouºiji hashovací funkci h : U → {0, . . . ,m− 1} a mnoºinu S reprezentuji polem
s m polí£ky tak, ºe x ∈ S je uloºen na indexu h(x). P°edpokládejme, ºe funkce h se dá spo£ítat v £ase O(1) � jiné
funkce vlastn¥ nemají smysl, protoºe nep°iná²í dostate£né zrychlení.

Problém je, kdyº nastane kolize: x 6= y, h(x) = h(y). Jednotlivé druhy hashování, které následují, se li²í strategiemi
p°edcházení a °e²ení kolizí.

Pro následující analýzy si ozna£íme:

• |S| = n

• |U | = N

• Load factor (faktor zapln¥ní) � α = n
m .

Hashování se separovanými °et¥zci

V tomto typu hashování se kolize °e²í °et¥zením ve spojácích: pro kaºdé polí£ko zaloºíme zvlá²´ spoják v²ech prvk·,
které se do n¥j hashují. V²echny algoritmy je musí projít. P°edpokládejme, ºe °et¥zce jsou prosté � nic se v nich
neopakuje. V nejhor²ím p°ípad¥ mají v²echny prvky stejný hash a máme jen jeden seznam.

Pam¥´ová náro£nost je pro kaºdý seznam O(1 + l(i)), kde l(i) je délka toho seznamu.
Existují dv¥ varianty � neuspo°ádaná a s s uspo°ádanými prvky v °et¥zcích. Li²í se jedin¥ v o£ekávaném po£tu

test· pro neúsp¥²né hledání (kdyº dojdu v °et¥zci za místo, kde by byl hledaný prvek, m·ºu skon£it).
Pro odhad sloºitosti alogritm· p°edpokládáme, ºe:

• Hashovací funkce h rozd¥luje data rovnom¥rn¥

• Sama reprezentovaná mnoºina S je náhodný výb¥r z U s rovnom¥rným rozd¥lením

Tyto p°edpoklady v praxi ale spln¥ny být nemusí.

O£ekávaná pr·m¥rná délka °et¥zc·

Pro odhad sloºitosti se po£ítá o£ekávaná délka °et¥zc·. Ozna£me délku i-tého °et¥zce jako l(i). Potom pravd¥po-
dobnost, ºe tento °et¥zec má délku l, odpovídá binomickému rozd¥lení:

P (l(i) = l) = pn,l =

(
n

l

)(
1

m

)l(
1− 1

m

)n−l
Toto je jen aproximace (pro nekone£nou velikost univerza i seznam·), pro p°ípad, ºe N >> n2m, ale lze pouºít.

O£ekávaná délka °et¥zce pak vychází jako (rozepí²u faktoriál a vytknu n
m , pak zm¥ním rozsah sumace 1 . . . n (protoºe

násobení l = 0 mi nic nedá), pak m·ºu z l − 1 ud¥lat l a sumovat 0 . . . n− 1):
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http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#O�ek�van�_po�et_test�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#O�ek�van�_po�et_test�
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E(l) =

n∑
l=0

lpn,l =
n

m

n−1∑
l=0

(
n− 1

l

)
(

1

m
)l(1− 1

m
)n−1−l =

n

m
(

1

m
+ 1− 1

m
)n−1 =

n

m
= α

Vlastn¥ tu ale objevujeme Ameriku tím, ºe po£ítáme st°ední hodnotu binomicky rozd¥lené veli£iny s parametrem
1
m � ze vzorce nám vyjde to samé. Stejn¥ tak rozptyl ze vzorce vyjde n

m

(
1− 1

m

)
.

O£ekávaná délka nejdel²ího °et¥zce

Tento údaj v²ak sám o sob¥ nesta£í, po£ítá se i o£ekávaný nejhor²í p°ípad (o£ekávaná délka nejdel²ího °et¥zce). Ta
se de�nuje následovn¥:

EMS =
∑
j

jP (max
i

l(i) = j) =
∑
j

P (max
i

l(i) ≥ j)

Z toho (pravd¥podobnost disjunkce jev· je ≤ sou£et jednotlivých pravd¥podobností; vy£íslení: po£et podmnoºin
správné velikosti a pravd¥podobnost, ºe mají stejný hash):

P (max
i

l(j) ≥ j) ≤
∑
i

P (l(i) ≥ j) ≤ m
(
n

j

)
(

1

m
)j =

∏j−1
k=0(n− k)

j!
(

1

m
)j−1 ≤ n(

n

m
)j−1 1

j!

Najdeme mezní hodnotu j0, pro které n( nm )j−1 1
j! ≤ 1. Ozna£me k0 = min{k|n ≤ k!}. Potom j0 ≤ k0. Ze Stirlingovy

formule plyne, ºe log x! = Θ(x log x). Z toho odvodíme (hodn¥ neformáln¥, asymptoticky):

log k0! = k0 log k0 = O(log n)

log k0 + log log k0 ≈ log k0 = O(log log n)

k0 =
k0 log k0

log k0
= O(

log n

log log n
)

A j0 = O(k0). Pro α ≤ 1 platí, ºe EMS = O(j0) :

EMS =
∑
j

P (max
i

l(i) ≥ j) ≤
∑
j

min{1, n(
n

m
)j−1 1

j!
} =

j0∑
j=1

1 +

∞∑
j=j0+1

(n(
n

m
)j−1 1

j!
) ≤ j0 +

∞∑
j=j0+1

n

j!
= · · · ≤ j0 +

1

j0

A tedy o£ekávaná délka nejdel²ího °et¥zce je O( logn
log logn ) .

O£ekávaný po£et test·

Testy jsou porovnání toho, co hledáme, s n¥jakým prvkem, nebo zji²t¥ní, ºe °et¥zec je prázdný. Jejich o£ekávaný po£et
je dal²í odhad efektivity struktury. Rozli²ujeme úsp¥²né a neúsp¥²né hledání.

Neúsp¥²né hledání (Je-li délka °et¥zce 0, jeden test stejn¥ provedu, jinak otestuji celý °et¥zec):

E(T ) = pn,0 +
∑
l

lpn,l = (1− 1

m
)n +

n

m
≈ e−α + α

S uspo°ádanými °et¥zci kon£ím d°ív (e−α + 1 + α
2 −

1
α (1− e−α)).

Po£et test· pro úsp¥²né vyhledávání je roven pr·m¥ru po£tu test· provedených p°i vloºení kaºdého z prvk·, tj. 1
+ o£ekávaná délka °et¥zce p°i kaºdém vkládání: 1

n

∑n−1
i=0

(
1 + i

m

)
= 1 + n−1

2m ≈ 1 + α
2 .

Hashování s p°emís´ováním

Nevýhodou separovaných °et¥zc· je nutnost alokovat dal²í pam¥´, to je neefektivní. Proto zavedeme do hashovací
tabulky pomocné ukazatele a celé °et¥zce nacpeme p°ímo do ní (a z°et¥zené prvky prost¥ rozházíme na jiné adresy).
Pro hashování s p°emís´ováním se v tabulce uchovává navíc jednodu²e odkaz na p°edchozí a následující prvek °et¥zce.
Pokud vkládáme na místo, kde uº je n¥jaký prvek z jiného °et¥zce, p°ehodíme tento cizí prvek jinam.

Algoritmy jsou tém¥° stejné jako pro separované °et¥zce, jen p°i DELETE prvního prvku °et¥zce je nutné na jeho
místo p°esunout druhý (pokud existuje).

O£ekáváný po£et test· je stejný jako pro hashování se separovanými °et¥zci. P°emís´ování v tabulce je ale náro£n¥j²í
neº 1 test, proto jsou INSERT a DELETE pomalej²í.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Hashov�n�_se_separovan�mi_�et�zci
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Hashov�n�_se_separovan�mi_�et�zci
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Hashování se dv¥ma ukazateli

Od p°edchozího se li²í tím, ºe místo ukazatele na p°edchozí prvek pouºívá odkaz na za£átek °et¥zce BEGIN. �et¥zec
tak uº nemusí za£ínat na indexu svého hashe.

Místo p°esouvání prvk· algoritmy m¥ní BEGIN (ten je na j-tém polí£ku vypln¥n, práv¥ kdyº existuje °et¥zec prvk·
s hashem j).

• INSERT v²echno vkládá na konec °et¥zce, zakládá-li nový, do BEGIN (na míst¥ ur£ené hashem) pí²e, kde se
ve skute£nosti nachází

• DELETE jen upravuje odkazy na následující, nebo BEGIN (pokud maºe poslední prvek °et¥zce).

Kv·li tomu, ºe °et¥zce za£ínají jinde neº na svém míst¥, je po£et test· o n¥co v¥t²í:

• Úsp¥²né hedání: 1 + (n−1)(n−2)
6m2 + n−1

2m ≈ 1 + α2

6 + α
2

• Neúsp¥²né hledání p°ibliºn¥ 1 + α2

2 + α+ e−α(2 + α)− 2.

Sr·stající (coalesced) hashování

Sr·stající hashování pouºívá jen jeden ukazatel v hashovací tabulce navíc � odkaz na dal²í prvek NEXT. �et¥zce tak
obsahují hodnoty s r·znými hashi. Prvek s vkládáme vºdy do °et¥zce, obsahujícího h(s)-té polí£ko v tabulce.

Existují r·zné varianty:

• Standardní (bez pomocné pam¥ti, �late� a �early� insertion) � LISCH, EISCH

• Bezp°ívlastkové (s pomocnou pam¥tí, �late�, �early� a �varied� insertion) � LICH, VICH, EICH.

Bez pomocné pam¥ti � LISCH a EISCH

LISCH je �late insertion�, tedy p°idává se za poslední prvek °et¥zce. EISCH (�early insertion�) p°idává za první prvek
°et¥zce.

• Algoritmus MEMBER je stejný pro oba (jen projití °et¥zce po odkazech NEXT).

• Alg. INSERT:

� U LISCH projití celého °et¥zce (v p°ípad¥ ºe není prázdný, jinak jednodu²e vloºím na správné polí£ko) s
testy na p°ítomnost prvku, potom vloºení na libovolné volné místo v tabulce a p°ipojení na konec °et¥zce.

� Pro EISCH vloºení na n¥jaké volné místo v tabulce a jen p°epojení ukazatel· NEXT � p°ipojení do °et¥zce
za první prvek (pokud je °et¥zec neprázdný).

Algoritmy DELETE nejsou známy, krom¥ primitivních. Problémem je u nich zachování náhodného uspo°ádání
prvk· v °et¥zcích, které se p°edpokládá pro dodrºení o£ekávaných £as· operací. Je ale moºné také prvky jen ozna£it
jako odstran¥né a jejich místa pouºít p°i vkládání dal²ích (to ale zpomaluje hledání).

EISCH je kupodivu o n¥co rychlej²í na úsp¥²né vyhledání (je v¥t²í pravd¥podobnost práce s novým prvkem),
o£ekávaný po£et test· je stejný.

Po£et test· v neúsp¥²ném p°ípad¥: Spo£teme pr·m¥r p°es v²echny posloupnosti délky n+ 1 (kde hledáme n+ 1 .
prvek v mnoºin¥ ostatních n ). Ozna£me cn,l po£et °et¥zc· délky l, které p°ispívají celkem 1 + 2 + · · · + l = l +

(
l
2

)
porovnáními k sum¥:

cn,0 +
∑n
l=1 lcn,l +

∑n
l=1

(
l
2

)
cn,l

mn+1

Tady cn,0 p°edstavuje po£et prázdných °ádk·, tedy cn,0 = (m − n)mn, lcn,l je sou£et délek v²ech °et¥zc· v
reprezentacích n-prvk. mnoºin, tedy

∑n
l=1 lcn,l = nmn.

Poslední £len ozna£íme Sn. P°i INSERTu do n− 1-prvkové mnoºiny jsou 2 moºnosti vzniku °et¥zce délky l: bu¤
p°idávám do °et¥zce (délky l − 1), nebo °et¥zec (p·v. délky l) nezm¥ním. Z toho vyjád°íme rekurentní vztah pro Sn
(úpravy: rozepsání rozdíl·, vykrácení, rozpis l2 jako l2 − l + l =

(
l
2

)
+ l):

Sn =
∑
l

(
l

2

)
(m− l)cn−1,l +

∑
l

(
l

2

)
(l − 1)cn−1,l−1 = mSn−1 −

∑
l

l2cn−1,l = (m+ 2)Sn−1 + (n− 1)mn−1)

Pak pomocí vztahu T cn =
∑n
i=1 ic

i = ncn+2−(n+1)cn+1+c
(c−1)2 spo£ítaného z (c− 1)T cn = ncn+1 + (

∑n
i=2−ci)− c získáme

nerekurentní vztah (S0 = 0, obrácení sumace a vytknutí m+ 2n−1):

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Hashov�n�_s_p�em�s�ov�n�m
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Bez_pomocn�_pam�ti_--_LISCH_a_EISCH
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#S_pomocnou_pam�t�_--_LICH,_VICH,_EICH
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Sn = (m+ 2)n−1S0 +

n−1∑
i=0

(m+ 2)i(n− 1− i)mn−1−i = (m+ 2)n−1
n−1∑
i=1

i

(
m

m+ 2

)i
=

1

4
(m(m+ 2)n −mn+1 − 2nmn

A tedy o£ekávaný po£et test· vyjde:

1 +
1

4

((
1 +

2

m

)n
− 1− 2n

m

)
≈ 1 +

1

4
(e2α − 1− 2α)

Po£et test· pro úsp¥²ný p°ípad spo£teme pro LISCH jako po£et test· p°i vkládání prvku. Metoda EISCH pro
tento postup nespl¬uje p°edpoklady. Porovnání klí£· p°i neúsp¥²ném vyhledávání je stejn¥ p°i p°ístupu na obsazené
polí£ko, neporovnávám ale nic p°i p°ístupu na neobsazené polí£ko, takºe dostávám:

n

m
+

1

4

((
1 +

2

m

)n
− 1− 2n

m

)
=

1

4

((
1 +

2

m

)n
− 1 +

2n

m

)
Pr·m¥r pro postupné vkládání v²ech prvk· pak dává:

1 +

n−1∑
i=0

1

4

((
1 +

2

m

)i
− 1 +

2i

m

)
= 1 +

m

8n

((
1 +

2

m

)n
− 1− 2n

m

)
+
n− 1

4m
≈ 1 +

1

8α
(e2α − 1− 2α) +

α

4

Pro metodu EISCH vychází (bez d·kazu):

m

n

((
1 +

1

m

)
n− 1

)
≈ 1

α
(eα − 1)

V²echny odhady mají odchylku O( 1
m ).

S pomocnou pam¥tí � LICH, VICH, EICH

V této variant¥ rozd¥líme pam¥´ na dv¥ £ásti:

• (hash-funkcí) p°ímo adresovatelná

• pomocná £ást (bez p°ístupu hash-funkcí)

P°i kolizích nejd°íve ukládáme do °ádk· z pomocné £ásti, pak teprve do p°ímo adresovatelné, tedy oddalujeme
sr·stání °et¥zc·. Chování se tak aº do ur£itého okamºiku podobá separovaným.

Existují t°i varianty podle chování algoritmu INSERT:

• LICH vºdy p°idává na konec °et¥zce

• EICH v p°ípad¥ neprázdného °et¥zce vºdy za 1. prvek

• VICH vºdy za poslední prvek v pomocné pam¥ti nebo (pokud ºádné v pomocné pam¥ti nejsou) za 1. prvek
°et¥zce (tj. chová se na pomocné pam¥ti jako LICH a v p°ímo adresovatelné £ásti jako EICH).

Algoritmy aº na VICH se chovají stejn¥ jako ve standardním sr·stajícím hashování, rozhodující je výb¥r volného
°ádku pro vloºení: nap°. �vºdy vyber z nejvy²²í adresy� m·ºe zaru£it pouºívání pomocné pam¥ti. Také tu není p°irozené
efektivní DELETE.

Odhad sloºitosti: de�nujeme si následující hodnoty:

• n � po£et uloºených prvk·

• m � velikost p°ímo adresovatelné pam¥ti

• m′ � celková velikost pam¥ti

• α = n
m′ � faktor zapln¥ní

• β = m
m′ � adresovací faktor

• λ � jediné nezáp. °e²ení rovnice e−λ + λ = 1
β

Pokud je α ≤ λβ, pak pro v²echny verze vychází o£ekávaný po£et test· e−
α
β + α

β v neúsp¥²ném p°ípad¥ a 1 + α
2β

v úsp¥²ném (chyba: O(log m′√
m′

).
V p°ípad¥, ºe α ≥ λβ (za£ínají sr·stat °et¥zce), se metody li²í a vychází divnosti. V neúsp¥²ném p°ípad¥ je VICH

a LICH lep²í neº EICH, v úsp¥²ném vede VICH p°ed EICH a LICH (vºdy o jednotky procent). Doporu£ená hodnota
β = 0.86. Na hledání volného °ádku se v praxi hodí nap°. spojový seznam volných °ádk·.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Bez_pomocn�_pam�ti_--_LISCH_a_EISCH
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Lineární p°idávání

Tato a následující metoda nepouºívá ºádné dodate£né poloºky v hashovací tabulce a zárove¬ °et¥zce kolidujících prvk·
ukládá p°ímo do ní. Nalezení dal²ího prvku z °et¥zce je p°ímo v algoritmu.

Lineární p°idávání je nejjednodu²²ím °e²ením takové situace: v p°ípad¥ kolize p°i INSERTu nalezne nejbliº²í vy²²í
volné polí£ko a vloºí nový prvek tam. P°edpokládáme �cyklickou� pam¥´, tj. kdyº dojdeme na konec, vkládáme od
za£átku.

Problémem je tvo°ení shluk· � p°i velkém zapln¥ní se operace dost zpomalují. Také nepodporuje efektivní DELETE
(a ani primitivní zp·soby nejsou moc rychlé). V praxi je dobré uchovávat po£et uloºených prvk· nebo mít zaráºku
(nikdy neobsazované pole), abychom v¥d¥li, kdy dojde k p°epln¥ní.

O£ekávaný po£et test· je 1
2

(
1 +

(
1

1−α

)2
)
v neúsp¥²ném a 1

2

(
1 +

(
1

1−α

))
v úsp¥²ném p°ípad¥ (bez d·kazu).

Dvojité hashování

Dvojité hashování je vylep²ení p°edchozí metody tak, aby nevznikaly shluky. Výb¥r následujícího °ádku bude závislý
na p°edchozím, ale s rovnom¥rným rozloºením. Na to pouºiji druhou hashovací funkci h2.

P°i operacích INSERT pak hledám nejmen²í i od 0, ºe (h1(x) + i · h2(x)) mod m je volné polí£ko, tj. postupn¥
p°i£ítám h2(x) a modulím. Stejný postup je i pro operaci MEMBER.

Je nutné, aby h2(x) 6 |m, tj. abych m¥l prosté posloupnosti (a z kaºdého polí£ka tak mohl vést °et¥zec po celé
tabulce). Idea, ºe iterace h2 tvo°í pro kaºdé x náhodnou permutaci pam¥´ových míst, není úpln¥ p°esná, ale v praxi
sta£í, aby z h1(x) = h1(y) plynulo, ºe h2(x) a h2(y) budou odli²né.

Funkce navíc musíme volit �chyt°e� (i lineární p°idávání je spec. p°íp. dvojitého hashování, kdy h2 ≡ 1). Pak tato
metoda je znateln¥ rychlej²í neº lin. p°idávání. P°edpoklad náhodnosti pouºitý v teoretické analýze sice splnit nelze,
ale p°iblíºit se mu ano.

O£ekávaný po£et test·

P°edpokládáme, ºe iterování funkce h2 tvo°í náhodné permutace (coº, jak bylo °e£eno, není úpln¥ p°esné).
Pro neúsp¥²ný p°ípad: ozna£me qi(n,m) pravd¥podobnost, ºe p°i zapln¥ní n

m je pro n¥jaké x prvních i− 1 polí£ek,

kam bych ho mohl vloºit, plných. Potom qi(n,m) =
∏i−1
j=0(n−j)∏i−1
j=0(m−j) a tedy qi(n,m) = n

mqi−1(n− 1,m− 1).

O£ekávaný po£et test· je (p°edposlední rovnost plyne z rekurentního vztahu pro qj , poslední krok dokázat indukcí):

C(n,m) =

n∑
j=0

(j + 1)(qj(n,m)− qj+1(n,m)) =

n∑
j=0

(qj(n,m)) = 1 +
n

m
C(n− 1,m− 1) =

m+ 1

m− n+ 1

Po£et test· v úsp¥²ném p°ípad¥ � stejná metoda jako u d°ív¥j²ích analýz, takºe vychází:

1

n

n−1∑
i=0

C(i,m) =
1

n

∑
i=0

n− 1
m+ 1

m− i+ 1
≈ 1

α
ln

(
m+ 1

m− n+ 1

)
≈ 1

α
ln

(
1

1− α

)

Srovnání

Podle po£tu test·:

neúsp¥²né úsp¥²né
1. separované uspo°ádané °et¥zce separované (usp. i neusp.) °et¥zce, p°emís´ování
2. separované °et¥zce, p°emís´ování dva ukazatele
3. dva ukazatele VICH
4. VICH, LICH LICH
5. EICH EICH
6. LISCH, EISCH EISCH
7. dvojité hashování LISCH
8. lineární p°idávání dvojité hashování
9. lineární p°idávání

• VICH je p°i vhodném α lep²í neº hashování se dv¥ma ukazateli.

• Lineární p°idávání se nedá pouºít pro α > 0.7, dvojité hashování pro α > 0.9.

• Separované °et¥zce a obecné sr·stající hashování pouºívají víc pam¥ti, p°emís´ování a dvojité hashování zas víc
£asu, tj. nelze °íct, které je jednozna£n¥ lep²í.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Dvojit�_hashov�n�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Line�rn�_p�id�v�n�
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Implementa£ní dodatky

• Pro hledání volných °ádk· se v¥t²inou pouºívá seznam (zásobník).

• P°epln¥ní se v¥t²inou °e²í drºením α v rozumném intervalu (〈1/4, 1〉) a p°ehashováním do jinak velké tabulky
(2i ·m) p°i p°e- nebo podte£ení

• V praxi se doporu£uje p°ehashování odkládat (nap°. pomocnými tabulkami) a provád¥t p°i ne£innosti systému.

DELETE se ve strukturách, které ho nepodporují, °e²í ozna£ením polí£ka jako smazaného s moºností vyuºití p°i
vkládání. V p°ípad¥, ºe polovina polí je blokovaná tímto zp·sobem, se v²e p°ehashuje. Pro sr·stající hashování se toto
pouºívat nemusí, máme metody na zachování náhodnosti rozd¥lení dat.

V praxi je výhodné, známe-li n¥co o rozd¥lení vstupních dat, aby ho hashovací funkce kopírovala (v¥t²inou to
ale nejde), jinak musíme p°edpokládat rovnom¥rnost, coº zaru£eno zdaleka není. Nutnost rovnom¥rného rozd¥lení
vstupních dat lze obejít (viz níºe).

11.2 Univerzální hashování

Abychom nemuseli p°edpokládat rovnom¥rné rozloºení vstupních hashovaných dat (coº zdaleka není vºdy zaru£eno),
budeme mít místo pevné hash-funkce n¥jakou mnoºinu H, z níº funkci náhodn¥ rovnom¥rn¥ vyberu. Analýza sloºitostí
se pak d¥lá p°es v²echny h ∈ H a platí pro v²echny S ⊂ U � i nerovnom¥rné (S je daná pevn¥ a h se k ní volí; |U | = N).

Pro formalizaci analýz je nutné mít analytické zadání funkcí h a znát p°esnou velikost mnoºiny |H|. To obejdeme
o£íslováním funkcí H = {hi; i ∈ I} a po£ítáním s indexovou mnoºinou (o£ekávaná hodnota je pr·m¥r p°es I). P°i
pouºití skute£né velikosti H v odhadech bychom dostali hor²í výsledky, protoºe n¥které funkce s r·znými indexy se
m·ºou ve skute£nosti ukázat jako identické, a to tu zanedbáváme.

De�nice: Systém funkcí H = {hi; i ∈ I} : U → {0, . . . ,m− 1} je c-univerzální, pokud:

∀x, y ∈ U, x 6= y : |{i ∈ I;hi(x) = hi(y)}| ≤ c|I|
m .

Tj. zaru£uje se, ºe pro kaºdé dva r·zné prvky má maximáln¥ c funkcí kolizi.

Existence c-univerzálních systém·

P°edpokládejme, ºe universum má tvar U = {0, 1, . . . , N − 1} kde N je n¥jaké prvo£íslo a vezmeme funkce typu

ha,b(x) = ((ax+ b) mod N) mod m

Jsou dob°e pouºitelné, protoºe se dají po£ítat rychle. Protoºe N je prvo£íslo, m·ºeme pracovat v ZN , coz je t¥leso.
Rovnice ha,b(x) = ha,b(y) je ekvivalentní s:

∃i ∈ {0, . . . ,m− 1} ∧ ∃r, s ∈ {0, . . . , dN
m
e − 1} : (ax+ b ≡ i+ rm) mod N ∧ (ay + b ≡ i+ sm) mod N

Z Frobeniovy v¥ty o jednozna£nosti °e²ení lineárních rovnic plyne, ºe pro kaºdé r, s, i existuje jen jedna dvojice
a, b , které vyhovuje. Po£et °e²ení soustavy je tedy omezený £íslem m · dNme

2 (i � m hodnot, r, s � dNme hodnot pro
daná x, y).

Pak je systém c-univerzální pro c =
(
dNme

)2
/
(
N
m

)2
a jeho velikost opdovídá N2.

Vlastnosti

Vyrobíme si pomocnou funkci

δi(x, y) =

{
1 pro hi(x) = hi(y), x 6= y

0 jinak

Chceme potom spo£ítat sou£et δi(x, S) =
∑
y∈S δi(x, y). Z výsledku vidíme o£ekávanou délku °et¥zce pro libovolnou

(jednu) mnoºinu dat. Tohle pak se£tu p°es v²echny mé hash-funkce a z c-univerzality dostanu

∑
i∈I

δi(x, S) =
∑
y∈S

∑
i∈I

δi(x, y) ≤
∑

y∈S,x 6=y

c
|I|
m

=

{
(|S| − 1)c |I|m pro x ∈ S
|S|c |I|m jinak

Z toho dopo£ítám (pod¥lením |I|) horní odhad o£ekávaného δi(x, S).
Výsledek: o£ekávaný £as operacíMEMBER, INSERT a DELETE v c-univerzálním hashování je O(1+cα) (kde

faktor napln¥ní α = |S|
m ). �as n po sob¥ jdoucích operací na p·vodn¥ prázdné tabulce je O(n(1 + c

2α)). To není lep²í
hodnota neº mají separované °et¥zce (O(1 + α)), ale u nich p°edpokládám rovnom¥rné rozd¥lení dat.

Výb¥r vhodné funkce není úpln¥ jednoduchý, protoºe funkcí m·ºe celkem být nap° aº N2, tj. nelze ho provést
jednoduchým zavoláním generátoru náhodných £ísel, nýbrº nap°. náhodným vybráním kaºdého bitu indexu funkce.
Proto je výhodné najít co nejmen²í c-univerzální systémy (viz dále).

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Univerz�ln�_hashov�n�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Doln�_odhady_velikosti_univerz�ln�ch_syst�m�
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Dolní odhady velikosti univ. systém·

O£íslujme hash-funkce z I a induktivn¥ de�nujme mnoºiny Ui jako nejv¥t²í podmnoºiny Ui−1 takové, ºe hi−1(Ui) je
jednoprvková. Platí |Ui| ≥ dUi−1

m e, tedy |Ui| ≥ d
N
mi e � velikost t¥chto mnoºin klesá s logaritmem a |I| ≥ m

c (dlogmNe−
1). Takºe velikost univ. systému roste alespo¬ úm¥rn¥ logaritmu velikosti univerza.

Dolní odhad c

5-univerzální systém: Zvolme t ∈ N a k n¥mu vezm¥me t-té prvo£íslo pt tak, ºe t ln pt ≥ m lnN . De�nujme systém
funkcíH = {gc,d,l(x)|t < l ≤ 2t, c, d ∈ {0, 1, . . . , p2t−1}} kde ((c(x mod pl)+d) mod p2t) mod m. Z°ejm¥ |H| = tp2

2t.
Odhadem |G = {(c, d, l);hc,d,l(x) = hc,d,l(y)}|, kdyº si mnoºinu rozd¥líme na G1 = {(c, d, l) ∈ G;x mod pl 6= y

mod pl} a G2 = {(c, d, l) ∈ G;x mod pl = y mod pl}, se dá dokázat, ºe systém je 5-univerzální, za dal²ích podmínek
i 3.25-univerzální.

Dolní odhad c: Platí: c > 1 − m
N . Spo£ítáme

∑
h∈H

∑
x,y∈U δh(x, y) � pro pevnou h máme (z Cauchy-Schwarzovy

nerovnosti, ui,h = |{x ∈ U, h(x) = i}|):

∑
x,y∈U

δh(x, y) =

m−1∑
i=0

ui,h(ui,h − 1) ≥
(
∑m−1
i=0 ui,h)2

m
−N =

N2

m
−N

Tedy
∑
h∈H

∑
x,y∈U δ(x, y) ≥ |H|N(N−m)

m . Zárove¬ platí
∑
h∈H

∑
x,y∈U δ(x, y) ≤

∑
x,y∈U c

|H|
m = N2c |H|m , coº mi dává

výsledek.

11.3 Perfektní hashování

Základní ideou perfektního hashování je nalézt hash-funkci, která pro danou mnoºinu S ned¥lá ºádné kolize, takºe ope-
race MEMBER bude velice rychlá. Potom je nevýhoda, ºe nelze p°irozeným zp·sobem realizovat operaci INSERT,
tj. v praxi se nesmí moc £asto vyskytovat.

Tabulka by nem¥la být o mnoho v¥t²í neº mnoºina S a funkce h rychle spo£itatelná a její realizace nezabírat moc
pam¥ti (tedy ºádná zadávání tabulkou).

De�nice

• Hashovací funkce h je perfektní pro mnoºinu S, pokud pro ∀x, y ∈ S, x 6= y : h(x) 6= h(y)

• Soubor funkcí H : U → {0, . . . ,m− 1} je (N,m, n)-perfektní, pokud ∀S ⊆ U takové, ºe |S| = n existuje h ∈ H
perfektní pro S.

Odhady velikosti

Kaºdá funkce h je perfektní pro
∑
{
∏n−1
j=0 |h−1(ij)|; 0 ≤ i0 < · · · < in−1 < m} mnoºin (s£ítáme p°es v²echny mnoºiny

hash· h(S) a pro kaºdou z nich uvaºujeme v²echny moºnosti, jak mohla vzniknout). Z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti
plyne, ºe tento výraz nabývá maxima, kdyº ∀i : |h−1(i)| = N

m . Kaºdá funkce je tedy perfektní pro max.
(
m
n

)
(Nm )n

mnoºin. Z toho plyne:

|H| ≥
(
N
n

)(
m
n

) (
N
m

)n
Jiný odhad lze provést jako u c-univ. systém· s o£íslovanými funkcemi |H| = {h1, . . . , ht}. Pouºívám induktivn¥

de�nované mnoºiny Ui , kde U0 = U a Ui je nejv¥t²í podmnoºina Ui−1 , kde je zrovna funkce hi konstantní.
Dostáváme |Ui| ≥ |Ui−1|

m , tj. |Ut| ≥ N
mt , ale z perfektnosti plyne |Ut| ≤ 1. Dostáváme t ≥ logN

logm .

Existence

Reprezentujme soubor funkcí H = {h1, . . . , ht} na univerzu velikosti N pomocí matice M(H) typu N × t, takºe
M(H)x,i = hi(x), tj. v jednom sloupci jsou výsledky jedné hashovací funkce pro v²echny prvky univerza.

Pak ºádná funkce z H není perfektní pro mnoºinu S ⊂ U , kdyº podmatice M(H) tvo°ená °ádky p°íslu²ejícími
prvk·m S nemá prostý sloupec. Takových matic je maximáln¥ (po£et v²ech funkcí minus po£et prostých, to celé krát
libovolné dopln¥ní na N °ádek): (

mn −
n−1∏
i=0

(m− i)

)t
·m(N−n)t
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Podmnoºin U velikosti n je pak
(
N
n

)
, £ímº vynásobeno mám po£et matic neodpovídajících (N,m, n)-perfektnímu

systému. V²ech matic je mNt. Potom existuje (N,m, n)-perfektní systém, kdyº:(
N

n

)(
mn −

n−1∏
i=0

(m− i)

)t
·m(N−n)t < mNt

P°í²ernými kejklemi dostaneme podmínku existence t ≥ n(lnN)e
n2

m .

Konstrukce funkce

Chceme splnit rychlou spo£itatelnost a pam¥´ovou nenáro£nost. P°edpokládáme univerzum prvo£íselné velikosti a
funkce typu:

hk(x) = (kx mod N) mod m

Ozna£me bki = |{x ∈ S; (kx mod N) mod m = i}|. Potom pokud hk(x) není perfektní, pak n¥jaké bki = 2 a mám∑m−1
i=0 (bki )2 ≥ n+ 2.
Odhadnu výraz

∑N−1
k=1 ((

∑m−1
i=0 (bki )2) − n) =

∑
x 6=y∈S{k; 1 ≤ k < N, hk(x) = hk(y)}. Z vlastností modula mám

takových k pro daná x, y nejvý²e 2bNmc = 2bN−1
m c. Dostávám tedy odhad 2(N − 1)n(n−1)

m a z n¥j vidím, ºe existuje
takové k, ºe

∑m−1
i=0 (bki )2 ≤ 2n(n−1)

m + n, tedy pro tabulku velikosti m > n(n− 1) mám perfektní funkci.
Dá se dokázat trochu slab²í p°edpoklad, ºe P (k;

∑m−1
i=0 (bki )2 < 3n(n−1)

m + n) ≥ 1/4, který je základem pravd¥po-
dobnostního algoritmu.

Pak mám deterministický algoritmus, který pro m = n(n− 1) + 1 nalezne perfektní hk v £ase O(nN) a pravd¥po-
dobnostní, který pro m = 2n(n − 1) najde perfektní hk v £ase O(n). Mám tedy konstrukci perfektní hash-funkce, ta
ale nespl¬uje poºadavek na malou tabulku (m = Θ(n2)).

Men²í tabulka

Zmen²íme-li velikost tabulky nam = n, bude vý²e uvedený algoritmus schopný nalézt funkci, pro kterou platí
∑

(bki )2 <
3n (

∑
(bki )2 < 4n v pravd¥podobnostní variant¥). Kaºdou kolizi pak m·ºeme �rozstrkat� perfektní funkcí nad miniaturní

tabulkou a celková velikost v²ech tabulek bude mnohem men²í:

• Vezmeme nalezenou funkci a najdeme v²echny neprázdné mnoºiny Si = {s ∈ S;hk(s) = i}

• Pro jim odpovídající ci = |Si|(|Si| − 1) + 1 (dvojnásobek v pravd¥p. metod¥) najdeme ki takové, ºe hki je
perfektní funkce pro Si do tabulky velikosti ci.

• De�nujme di =
∑i−1
j=0 cj , potom pokud hk(x) = l, pak g(x) = dl + hkl(x) je perfektní, její hodnota spo£itatelná

v £ase O(1) a hashuje do tabulky velikosti O(3n) (O(6n) s pravd¥p. p°ípad¥), je naleznutelná v £ase O(nN)
(O(n)) a pro její uloºení do pam¥ti jsou pot°eba hodnoty k a ki, vyºadující O(n logN) pam¥ti.

Pro výpo£et g(x) pot°ebuji 2 násobení, 2 modulo a 1 s£ítání (pro di v pam¥ti), tabulka má velikost
∑
ci ≤

∑
(bki )2 <

3n. Taková funkce ale stále nespl¬uje poºadavek na málo pam¥ti pro uloºení.

�Malá� funkce

Víme, ºe pro m ∈ N je po£et prvo£ísel, která ho d¥lí O( logm
log logm ). Z toho úvahou o d¥litelích £ísla D =

∏
1≤i<j≤n(sj −

si) ≤ Nn2

na n-prvkové S a vzorce hustoty prvo£ísel pt ≤ 2t ln t dostanu, ºe existuje p o velikosti O(lnD) = O(n2 lnN)
takové, ºe φp(x) = x mod p je perfektní pro S.

Deterministické nalezení trvá O(n3 log n logN) (test perfektnosti kaºdého systému je O(n log n)). Proto pouºi-
jeme pravd¥podobnostní algoritmus (mezi 4cn2 lnN p°ir. £ísly je aspo¬ 1/2 prvo£ísel, která vyhovují): nejd°ív najde
prvo£íslo a pak testuje perfektnost. O£ekávaný po£et test· je O(ln(4cn2 lnN)), celková sloºitost algoritmu je pak
O(n log n(log n+ log logN)). Najde zhruba aº 2× v¥t²í prvo£íslo neº deterministický.

Tuto funkci pouºijeme ke konstrukci výsledné hash-funkce:

1. Nalezneme prvo£íslo q0, aby φq0(x) = x mod q0 byla perfektní pro S

2. Poloºíme S1 = {φq0(s)|s ∈ S}, pak najdeme prvo£íslo q1 ∈ 〈n(n− 1) + 1, 2n(n− 1) + 2〉

3. K n¥mu existuje l ∈ 〈1, q0 − 1〉 takové, ºe hl(x) = ((lx mod q0) mod q1) je perfektní pro S1

4. Poloºíme S2 = {hl(s)|s ∈ S1} a najdeme perfektní g pro S2 do tabulky s mén¥ neº 3n °ádky (viz vý²e, po£ítá se
ale do univerza o velikosti q1).

5. Pak f(x) = g(hl(φq0(x))) je perfektní.

Funkce q0 je ur£ena 1 £íslem o velikosti O(n2 logN), hl 2 £ísly o velikosti O(n2) a O(q0), g je ur£ená n+ 1 £ísly o
O(q1), tj. celkem zadání vyºaduje O(n log n+ log n+ log logN) pam¥ti.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Men��_tabulka


Kapitola 12

Státnice - Dynamizace datových struktur

12.1 Úvod

Mnoho datových struktur podporuje velice efektivní operaci MEMBER, ale nemá operace INSERT a DELETE.
Úkolem dynamizace je práv¥ tyto operace do jakékoliv obecné struktury co nejefektivn¥ji doplnit.

Zobecn¥ný vyhledávací problém

Zobecn¥ný vyhledávací problém je libovolná funkce f : U1 × 2U2 → U3 � pro prvek a n¥jakou mnoºinu vrací n¥jakou
hodnotu.

Struktura S je statická struktura °e²ící vyhledávací problém (neboli S-struktura) f , je-li dán algoritmus, který pro
A ⊆ U2 zkonstruuje datovou strukturu S(A) a algoritmus, který pro x ∈ U1 a S(A) spo£te f(x,A).

Struktura je semidynamická, pokud navíc existuje algoritmus, který pro x ∈ U2 a S(A) zkonstruuje S-strukturu
S(A ∪ {x}).

Struktura je dynamická, pokud navíc existuje algoritmus, který pro x ∈ A a S(A) zkonstruuje S-strukturu
S(A\{x}).

Ve v²ech následujících operacích budeme uvaºovat jen rozloºitelný vyhledávací problém:

• Vyhledávací problém je rozloºitelný, pokud existuje binární operace ◦ na univerzu U3 taková, ºe pro disjunktní
A,B ⊆ U2 a x ∈ U1 platí f(x,A) ◦ f(x,B) = f(x,A ∪B).

To platí pro situaci, která nás nejvíc zajímá � pokud funkce f provádí operaci MEMBER nad n¥jakou datovou
strukturou. Jiné problémy (pat°í x do konvexního obalu mnoºiny?) ale rozloºitelné nejsou.

Navíc budeme p°edpokládat, ºe funkce ◦ lze spo£ítat v konstantním £ase. Ozna£me

• QS(n) £as na vy£íslení f(x,A), pokud |A| = n

• SS(n) pam¥´ový prostor pot°ebný k reprezentaci n-prvkové mnoºiny

• PS(n) £as na vytvo°ení struktury S(A) pro |A| = n

Pro asymptotické odhady budeme p°edpokládat, ºe funkce QS(n), SS(n)
n a PS(n)

n jsou neklesající.

12.2 Semidynamizace

Vytvo°íme semidynamickou strukturu, jejíº £as operace INSERT bude velmi rychlý a navíc se nám moc nepokazí doba
pro provedení operaceMEMBER. Základní idea je podobná jako v binomiálních haldách � roztrháme reprezentovanou
mnoºinu A na sadu disjunktních podmnoºin Ai o velikosti 2i (takové mnoºiny jsou neprázdné pro i odpovídající
jedni£kám v binárním zápisu £ísla |A|.

Formáln¥ budeme mít spojový seznam S-struktur S(Ai) odpovídajících mnoºinám Ai, potom seznam spojových
seznam· s(Ai), které obsahují prvky jednotlivých mnoºin, a nakonec pomocnou dynamickou strukturu T (nap°. binární
vyhledávací strom). To v²echno dohromady zjevn¥ vyºaduje jen O(SS(n)) pam¥ti (celkem reprezentujeme po°ád stejn¥
prvk· a vyhledávací stromy i spojáky jsou O(n)).

Struktura T se pouºívá k �rychlému� testování p°ed INSERTem, zda nechceme vkládat prvek, který uº v mnoºin¥
máme, p°ípadn¥ p°ed DELETEM, jestli nechceme mazat neexistující prvek. Pro jednoduchost to v popisech operací
vynecháme.

65

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Semidynamizace
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Dynamizace
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Operace MEMBER

Operace MEMBER potom projde v²echny neprázdné mnoºiny Ai a zavolá MEMBER na nich. Výsledek spojí za
pomoci funkce ◦.

To celkem dává sloºitost MEMBERu O(QS(n) log(n)), protoºe hledáme v max. log2 díl£ích mnoºinách.
Protoºe jakékoliv mocniny rostou rychleji neº logaritmus, platí, ºe pokud QS = nε pro n¥jaké ε > 0, pak je operace

MEMBER O(nε).

Operace INSERT

Operace INSERT najde nejmen²í i takové, ºe Ai = ∅. Potom vezme v²echny Aj , j < i (ty jsou neprázdné) a spolu
s vkládaným prvkem je slije do jedné mnoºiny Ai (zahodí S-struktury pro v²echna Aj , j < i, zkonkatenuje spojáky
s(Aj) a na jejich základ¥ zkonstruuje novou S-strukturu S(Ai)). Nová mnoºina má správný po£et prvk·, protoºe∑i−1
j=0 2j + 1 = 2i.
V odhadu amortizované sloºitosti vyuºijeme fakt, ºe S-struktura pro Ai se tvo°í jen tehdy, kdyº existují S-struktury

pro v²echny Aj , j < i. Tj. S-struktura o velikosti 2i prvk· se konstruuje znovu aº po dal²ích 2i+1 − 1 INSERTech.
Amortizovan¥ tak vychází : ∑logn

i=0
PS(2i)

2i ≤
∑logn
i=0

PS(n)
n = PS(n)

n log n = O(PS(n)
n log n).

Podobn¥ jako pro MEMBER platí, ºe pokud PS = nε pro n¥jaké ε > 1, pak je sloºitost operace INSERT
O(nε−1).

Operace INSERT se zaru£eným nejhor²ím £asem

Protoºe n¥kdy nesta£í mít INSERT rychlý amortizovan¥, byla vytvo°ena jeho varianta, která zaru£uje rozumnou
rychlost i v nejhor²ím p°ípad¥. D¥lá se to prostým rozloºením pot°ebných operací do v²ech volání. Musíme ale povolit
i poºadavky na na²i strukturu � místo max. jedné mnoºiny pro kaºdou velikost odpovídající mocnin¥ dvou budeme
mít max. 4 takové mnoºiny Ai,0, . . . Ai,3, z nichº poslední navíc bývá zkonstruovaná jen £áste£n¥ (�rozpracovaná�).

Ozna£me po£et mnoºin Ai jako ki, p°i£emº ki = −1, pokud neexistuje ºádná mnoºina velikosti 2i. Algoritmus
potom vypadá následovn¥:

1. Vytvo°í se jednoprvková A0,k0+1 = {x} a zvý²í k0 (tj. i odpovídající S-struktura)

2. Pro první souvislý úsek, kde ki ≥ 0:

(a) Provedeme dal²ích PS(2i)
2i konstrukce S-struktury S(Ai, ki)

(b) Pokud jsme tím tuto S-strukturu dotvo°ili, vezmeme první dv¥ struktury �o patro níº� (Ai−1,0 a Ai−1,1) a
p°ipravíme je prvním krokem k slou£ení. Zárove¬ je odtud odebereme a p°e£íslujeme zbylé. Jejich zapo£até
slou£ení p°idáme na úrove¬ i.

3. Pokud jsme v posledním kroku (i, t.º. ki+1 = 0) vytvo°ili druhou strukturu stejné velikosti na nejvy²²ím dosaºe-
ném �pat°e�, p°ipravíme první krok slou£ení t¥chto dvou nejv¥t²ích struktur, p°emístíme jejich zapo£até slou£ení
�o patro vý²� a odebereme p·vodní struktury.

Díky tomu, ºe po£et krok· volíme tak ²ikovn¥, vºdycky dotvo°íme strukturu práv¥ v£as na to, abychom mohli
vytvá°et dal²í stejné velikosti. Navíc, protoºe se provede jen O(PS(2i)

2i ) krok· pro kaºdé i, odpovídá sloºitost v nejhor²ím
p°ípad¥ amortizované sloºitosti p·vodní operace INSERT.

12.3 Dynamizace

P°i úplné dynamizaci navíc poºadujeme efektivní algoritmus DELETE. P°idáme dal²í p°edpoklad, a to, ºe na na²í
p·vodní S-struktu°e existuje operace FAKE-DELETE (ta spo£ívá v ozna£ení n¥jakého prvku jako �smazaného�, aniº
by se smazal skute£n¥ � dál tedy zabírá místo a prodluºuje operace).

Základní ideou oproti semidynamizaci navíc je, ºe se budeme snaºit za kaºdou cenu zajistit, aby v²echny na²e
pomocné S-struktury stále obsahovaly alespo¬ osminu �nesmazaných� prvk· a p°estavovat je aº poté, co po£et �sma-
zaných� p°ekro£í tuto mez. Formáln¥ na²e S-struktury reprezentují vlastn¥ mnoºiny Bi, kde Bi = Ai\{xi; i = 1, 2 . . . k}
(a 2i−3 < |Ai| ≤ 2j).

Asymptoticky tak zaru£íme, ºe mnoºin (a pomocných S-struktur) bude stále jen logaritmicky mnoho a pam¥´ové
nároky taky z·stávají asymptoticky stejné. Struktura je tedy stejná jako pro (základní) dynamizaci. Navíc jsou nyní
spojové seznamy prvk· p°ímo provázané s S-strukturami (protoºe uº nepoznáme podle velikosti seznamu, ke které
S-struktu°e vlastn¥ pat°í).

Operace MEMBER pak pracuje úpln¥ stejn¥, jen nakonec zkontroluje, zda nalezený prvek nebyl ozna£en jako
�smazaný� (a p°ípadn¥ ho pak nevrátí).

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Semidynamizace
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Operace INSERT

Algoritmus operace INSERT(x) je následující:

1. Najdi nejmen²í j takové, ºe | ∪i≤j Ai| < 2j .

2. Vytvo°íme Aj = ∪i≤jAi∪{x} (v£etn¥ S-struktury a spojáku). To spl¬uje poºadavky na velikost 2j−1 < |Aj | ≤ 2j ,
jinak by pro j nebylo nejmen²í.

3. Poloºíme Ai = ∅ pro i < j.

Díky zachovávané minimální velikosti vytvá°ené mnoºiny máme sloºitost amortizovan¥ stejnou jako v p°ípad¥
semidynamizace.

Operace DELETE

Odebrání prvku x z na²í dynamické struktury vypadá následovn¥:

1. Odstraníme x ze spojáku

2. Vy°e²íme £ty°i r·zné p°ípady podle velikosti mnoºiny Ai, která obsahuje prvek x:

(a) Je-li Ai jen jednoprvková, prost¥ zahodím struktury s ní spojené.

(b) Je-li |Ai| > 2i−3 (tj. je²t¥ mám víc neº osminu prvk· �platných�), provedeme pouze FAKE-DELETE.

(c) Je-li Ai−1 bu¤ prázdná, nebo dost velká (|Ai−1| > 2i−2), m·ºeme ji s Ai prohodit. Pro �nové� Ai−1 pak
vytvo°íme novou S-strukturu.

(d) Je-li Ai−1 neprázdná, ale moc malá na prohození s Ai, potom je ur£it¥ m·ºeme slou£it a získáme novou
mnoºinu, která spl¬uje velikostní omezení pro Ai. Pro ni vyrobíme novou S-strukturu.

Amortizovaná sloºitost celé operace DELETE je O(DS(n) + log n+ PS(n)
n ), kde DS(n) je £as pot°ebný na operaci

FAKE-DELETE a log n je pot°eba na vyhledání prvku. Odhadneme, kolikrát se d¥lá skute£né p°estav¥ní S-struktur.
Pokud x ∈ Ai, pakDELETEm·ºe nov¥ vytvo°it jen S(Ai) nebo S(Ai−1). Z jejich podmínek velikosti (v algoritmu) vi-
díme, ºe mezi dv¥maDELETE pro stejné Aj (p°i£emº |Aj | ≤ 2i−2) se musí provést aspo¬ 2j−3-krát FAKE-DELETE
(a libovolný po£et DELETE na jiných mnoºinách). Amortizovaná sloºitost vytvá°ení S-struktur tak vychází:

PS(2j−2)

2j−3
= O(

PS(n)

n
)

I se sou£asn¥ provád¥nými operacemi DELETE se amortizovaná sloºitost operací INSERT zachovává. Aby
INSERT vytvo°il podruhé strukturu pro Ai, musí op¥t nastat 1 +

∑
j≤i |Aj | > 2j−1. Protoºe DELETE nikdy

nevytvo°í strukturu s víc neº polovinou skute£n¥ zapln¥nou, musí se do té doby provést aspo¬ 2i−2 INSERT·, £ímº
získáme stejnou situaci jako u semidynamizace.
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Kapitola 13

Státnice - Datové struktury ve vn¥j²í pam¥ti

13.1 Základní pojmy

• Logickou jednotkou dat je záznam, který má atributy se jmény a doménami (uvaºujeme max. jednu hodnotu pro
kaºdý atribut).

• (Homogenní) soubor je kolekce (multimnoºina) záznam·. Na souboru jsou de�novány operace INSERT, DE-
LETE, UPDATE a FETCH.

• Pro soubory s neopakujícími se záznamy je klí£ mnoºina atribut·, které záznam jednozna£n¥ identi�kují v
souboru. Jeden nich z klí£· se ozna£uje jako primární.

• Vyhledávací klí£ je n¥co jiného � k jeho jedné hodnot¥ se dá najít mnoºina odpovídajících záznam·. Jsou t°i
druhy vyhledávacích klí£·: hodnotový, hashovaný a relativní (p°ímo pozice v souboru).

• Logickému záznamu odpovídá fyzický záznam délky R, BÚNO na magnetickém disku; ten m·ºe obsahovat
dal²í data � odd¥lova£e, ukazatele, hlavi£ky. Záznamy mají bu¤ pevnou, nebo prom¥nnou délku.

• Fyzické záznamy jsou organizovány do blok· délky B � hlavní jednotky p°enosu mezi RAM a HDD.

• B
R se nazývá blokovací faktor (bbc).

• Schéma organizace soubor· (SOS) je popis logické pam¥´ové struktury, ve které se soubor nachází. M·ºe obsa-
hovat více logických soubor·, ten který nese uºivatelská data je primární, jeho délka v po£tu záznam· se zna£í
N . Dal²í operace nad SOS jsou BUILD, REORGANIZATION, OPEN, CLOSE.

• Dotaz je kaºdá funkce, která pro zadaný argument vrátí �odpov¥¤� � mnoºinu záznam·. Dotazy mohou být bu¤
na úplnou, nebo jen £áste£nou shodu, pop°. intervalovou shodu.

• Vyváºenost struktury je zaji²t¥ní omezení délky cesty p°i vyhledávání n¥jakým výrazem ( O(logN) atp.), pop°.
rovnom¥rnosti napln¥ní blok· (popisuje ji faktor napln¥ní stránek). Spln¥ní se dosahuje ²t¥pením a sléváním
bloku.

• SOS, které spl¬uje vyváºenost, se nazývá dynamické, jinak statické.

Fyzická média

Soubory se fyzicky ukládají hlavn¥ na magnetické pásky nebo HDD.

• Pásky umoº¬ují jen sekven£ní p°ístup, bloky jsou p°i vyhledávání £teny a kontrolovány sekven£n¥ (vhodné
set°íd¥ní dat podle klí£e). Pro kapacitu pásky je d·leºitá hustota, jsou nutné meziblokové mezery. Sekven£ní
£tení trvá t′ = R · t/(R+W ), kde W jsou meziblokové mezery, t je transfer rate.

• HDD umoº¬uje p°ímý p°ístup k dat·m. Uvaºují se hlavy, válce (cylindry) a stopy. Vºdy jen jedna hlava m·ºe
£íst. V¥t²inou se HDD d¥lí na sektory. Pro rychlost p°ístupu jsou d·leºité následující prom¥nné:

� seek (p°esun na jiný válec) � s

� rotate (doba 1 p·lotá£ky) � r

� block transfer time � propustnost sb¥rnice � btt

Nové disky mají r·zný po£et sektor· na 1 stopu a tím pádem sloºitý výpo£et cylindru a hlavy z £ísla bloku, který
d¥lá °ídící elektronika. Udávaná adresa cylindr-hlava-sektor tak nemusí mít nic spole£ného se skute£ností.
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P°. nech´ 1 stopa = 512 K. Na£tení 1 MB pak trvá minimáln¥ s+ r pro nalezení prvního sektoru a 2× 2r za na£tení
stop. P°i £tení z náhodn¥ rozmíst¥ných 4 K blok· ale vyjde 256× (s+ r + btt) � tj. aº 100x pomalej²í.

�asový odhad doby p°ístupu k záznamu TF je sloºit¥j²í:

• s+ r + btt obecn¥

• r + btt pro dal²í záznam ve stejném cylindru

Máme i operaci REWRITE � p°epis (b¥hem 1 otá£ky disk·): TRW = 2r. Dal²í £asy se zna£í TI (INSERT), TD
(DELETE), TU (REWRITE), TY (REORG), TX (na£tení celého souboru).

13.2 Statické metody organizace soubor·

Sekven£ní soubor

Jsou dv¥ varianty:

• Neuspo°ádaný (hromada) � jenom fyzicky za sebe naplácané záznamy. Sloºitost nalezení O(N).

• Uspo°ádaný � záznamy °azeny podle klí£e. Aktualizované záznamy se umis´ují do zvlá²tního neuspo°ádaného
souboru, REORGANIZATION celek znova set°ídí. Nalezení je op¥t O(N) nebo O(N/bbc). U médií s p°ímým
p°ístupem ale O(log2N).

Index-sekven£ní soubor

Primární soubor je sekven£ní soubor set°íd¥ný podle primárního klí£e a nad ním (i víceúrov¬ový) index: £íslo bloku a
minimální hodnota klí£e v n¥m; pro vy²²í úrove¬ to samé, ale na blocích indexu niº²í úrovn¥.

Nejvy²²í úrove¬ indexu je obvykle jen jeden blok (master). Po£et úrovní se dá spo£ítat: x = dlogpN/bbce, kde
p = bB/(V + P )c a V je velikost klí£e a P velikost pointeru na blok nebo záznam.

Za°azení nového záznamu � problémy: p°idávání do oblasti p°ete£ení a v ní °et¥zení záznamu za sebe (kaºdý záznam
tam má pointer na dal²í záznam v oblasti p°ete£ení, nejenom blok). Pro oddálení nutnosti vkládat do oblasti p°ete£ení
lze bloky plnit na mí¬ neº 100 %.

Indexovaný soubor

Máme primární soubor a indexy pro r·zné vyhledávací klí£e. Indexují se p°ímo záznamy, ne jen bloky. Primární soubor
uº nemusí být set°íd¥ný. Varianta: clusterovaný index � záznamy se spole£nou hodnotou 1 atribut· jsou blízko sebe
(jde jen pro jeden atribut).

Index m·ºe být podobný jako u index-sekven£ního souboru, ale lep²í je, kdyº pro záznamy se stejným klí£em je
ve v²ech úrovních aº na první (nejniº²í) jen jeden klí£, který pak odkazuje na seznam záznam·. Pro aktualizace se
nep°edpokládá oblast p°ete£ení, ale zm¥ny v indexu. TF = (1 + x)(s+ r + btt).

Lze pouºít i dotazy na kombinovanou £áste£nou shodu, ale trvají dlouho. Alternativa: kombinovaný index pro více
atribut·; to ale vyºaduje analýzu, na co jsou dotazy nej£ast¥j²í.

Bitové mapy

Bitové mapy jsou efektivní zp·sob indexace pro atributy s malou doménou (max. stovky). Pro kaºdou hodnotu této
domény vyrobíme vektor bit· délky N , kde jedni£ka na i-té pozici indikuje, ºe i-tý záznam má práv¥ tuto hodnotu
atribut·.

Booleovské dotazy potom fungují jako bitové operace nad t¥mito vektory. Vektory bit· lze navíc komprimovat �
nejsou tak velké, vhodné pro databáze s hodn¥ záznamy.

Indexy v DIS (document information system)

Jedná se o tzv. invertované soubory pro fulltextové hledání � pro kaºdé slovo máme uloºen po£et souboru, kde se
vyskytuje, a pointer na soubor sou°adnic, tj. dvojic [dokument, pozice]. Dotazy na shodu pro více slov pak jsou
mnoºinové pr·niky (za£ínající od slova s nejmen²ím po£tem výskytu v databázi).

Získání invertovaného souboru: rozparsování na slova, set°íd¥ní, odstran¥ní duplicit, výpo£et frekvencí slov. Zipf·v
zákon distribuce slov f = k/r, kde k je konstanta, r je po°adí £etnosti, f je £etnost. Taky lze vyuºít kompresi a nebo
zmen²it indexy vyhozením nevýznamných slov.

Soubor s p°ímým p°ístupem

Záznamy v primárním souboru (�adresový prostor�) jsou rozptýleny pomocí hashovací funkce.
Implementace: bu¤ hash = £íslo stránky; nebo hash = £íslo stránky i relativní pozice v ní. Pro kolize se snaºím

umístit záznamy pokud moºno do stejné stránky.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_I3:_Vyhled�v�n�_a_extrakce_informac�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_Ha�ov�n�
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13.3 Statické hashovací metody

Jako perfektní hashování se ozna£uje nejen stav, kdy funkce nedává pro danou mnoºinu ºádné kolize, ale i takový
systém, kde máme zaru£ený £as O(1) pro p°ístup k záznamu.

Cormackovo perfektní hashování

Hashování odpovídá �velké funkci a malé tabulce� ze sekce o hashování. Máme soubor a adresá°. Krom primární
hashovací funkce h jsou pot°eba dal²í hashovací funkce hi(k, r) = (k mod (2i+ 100r + 1)) mod r, kde:

• r je velikost oboru hodnot (po£et kolizí)

• i je n¥jaký vhodný parametr � £íslo hash fce (hledá se postupným zkou²ením, dokud není výsledek bez kolizí).

V adresá°i uchováváme pro kaºdý záznam odkaz do primárního souboru, r a i. V primárním souboru máme klí£ a
data. P°i hledání:

1. Zahashujeme klí£ pomocí h, dostaneme se do adresá°e, pokud je tam r = 0, nena²li jsme.

2. Pokud r ≥ 1, spo£ítám podle uloºeného i hash-fci hi, vezmu odkaz do primárního souboru, p°i£tu výsledek hi a
v primárním souboru zkontroluju, jestli jsem na²el co jsem hledal.

Pro INSERT spo£ítám h a:

1. Pokud na daném míst¥ v adresá°i nic není, najdu volné místo v primárním souboru délky 1 a vloºím

2. Pokud tam uº n¥co je, najdu volné místo délky r + 1, zv¥t²ím r a najdu i, aby kolizní od sebe rozházela a
p°eházím je na nové místo.

r nemusím zv¥t²ovat o 1, ale rychleji, takºe najdu poºadované i lépe (pokud mám blbý hi, n¥kdy r prost¥ musím
zv¥t²it o víc).

Toto hashování lze pouºít i pro dynamický pam¥´ový prostor, kdyº z primárního souboru ud¥láme nesouvislý
prostor, kam lze p°idávat stránky.

Perfektní hashování Larson-Kalja

Uchováváme men²í pomocnou tabulku neº p°edchozím p°ípad¥ � pro kaºdou stránku adresového prostoru máme jen
jednu hodnotu � separátor. Máme:

• MnoºinuM hashovacích funkcí hi, které vytvá°ejí pro kaºdý záznam posloupnost stránek, do kterých ho m·ºeme
zkou²et vkládat

• Navíc druhou sadu jim jednozn. odpovídajících funkcí si, které po£ítají signaturu.

Pokud je separátor stránky v¥t²í neº signatura záznamu, bude záznam v této stránce, jinak ho tam nem·ºu vloºit.
Po p°epln¥ní vyhodím záznamy s nejv¥t²í signaturou a zmen²ím separátor. Prvek se nemusí povést vloºit (kdyº mi
dojdou ob¥ sady funkcí).

Pokud vkládám do plné stránky, nem·ºu prvek vloºit, i kdyº má prvek men²í signaturu neº separátor � separátor
pak musím zmen²it a ze stránky vyhodit i n¥co dal²ího, £ímº dojde ke kaskádování.

Toto hashování je vhodné pro málo vkládání a hodn¥ £tení � mám zaru£ený jen jeden p°ístup na disk, protoºe
malý adresá° se do pam¥ti vejde.

Dotazy na £áste£nou shodu

Máme-li záznamy s n atributy, pouºijeme pro kaºdý z atribut· zvlá²tní hashovací funkci, která generuje di-bitový
výsledek (signaturu atributu). Signatura (hash) celého záznamu je pak konkatenací signatur atribut·. Pro adresový
prostor o velikosti M = 2d stránek volíme délky signatur atribut· tak, aby

∑
di = d.

Dotaz na £áste£nou shodu je potom dotaz, kde bity n¥kterých atribut· jsou nahrazeny �?�. Nazveme s-bitovou
signaturu dotazu, má-li zadaných s bit·. Takový dotaz je 2d−s-krát draº²í neº p°ímý konkrétní.

Je-li pravd¥podobnost dotaz· na i-tý atribut rovna Pi, vyjde pr·m¥rná cena dotaz·:∑
q⊆{1,..n}

(Pq ·Πi6∈q2
di)

Ideální rozvrºení di proto vychází (Lagrangovými multiplikátory):

di = (d−
∑n
j=1 log2 Pj)/n+ log2 Pi.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_Ha�ov�n�#Perfektn�_hashov�n�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_Ha�ov�n�#Men��_tabulka
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Je nutné upravit p°ípadné extrémy a p°epo£ítat.
Pro urychlení dotaz· m·ºeme pouºít deskriptory stránek:

• Máme deskriptor záznam·: w = w1 + ..+ wn-bitový °et¥zec, kde pro kaºdý atribut A1, ..An máme práv¥ jednu
jedni£ku (m·ºe být zadáno jinak, ex. vzorce pro ideální wi i po£et jedni£ek k nim).

• Deskriptor stránek je bitový OR deskriptor· v²ech záznam· ve stránce.

• P°i hledání vyrobím deskriptor dotaz·: místo �?� dám samé nuly. Pokud má dotaz n¥kde v deskriptoru �1� a
stránka �0�, nemusím tam hledat.

Lze ud¥lat i dvouúrov¬ov¥ � s deskriptory segment·.
Dal²í moºnost urychlení jsou Grayovy kódy, které se snaºí °e²it nesouvislost oblasti stránek se záznamy vyhovujícími

dotaz·m (nap°. 10???1010). Jde o jiný zp·sob kódování binárních £ísel � dv¥ po sob¥ jdoucí £ísla se li²í vºdy jen v
jednom bitu. Max. zisk � o 50% lep²í neº binární. Konverze £ísla do Grayova kódování z pozi£ního vypadá následovn¥:

G(x) = B(x) xor B(bx
2
c)

Zp¥tn¥ (gi je i-tý bit Grayova kódu, n-tý bit je nejvy²²í):

bn = gn, bi = gi xor bi+1

13.4 Dynamické hashování

Roz²i°itelné hashování � Fagin (Koubkovo �externí hashování�)

Krom¥ primárního souboru (nebo soubor·, protoºe jde o dynamickou strukturu) mám pomocnou strukturu � adresá°
s pointery na stránky o velikosti 2d (p°i£emº n¥které stránky mohou být v adresá°i uvedeny víckrát) a pouºívám
hashovací funkci s rovnom¥rným rozd¥lením.

Vºdy pouºiju jen prvních d bit· hashe, minimum kolik pot°ebuju. Podle nich ur£ím záznam v adresá°i a z n¥j
najdu stránku. Pro stránku se m·ºe pouºívat mí¬ bit·, proto na ní m·ºe ukazovat víc záznam· v adresá°i. Kdyº se
stránka naplní, roz²t¥pím ji na 2 podle dal²ího bitu hash-funkce.

Pokud uº stránka pouºívá stejn¥ bit· jako adresá°, musím zv¥t²it o 1 bit i adresá° (a zdvojnásobit jeho velikost),
s ostatními stránkami nic ned¥lám. P°i vypou²t¥ní záznam· lze stránky slévat, pokud si pamatuju jejich zapln¥nost
(m·ºu slévat jen stránky, které se li²í jen v posledním bitu).

Adresá° m·ºeme ukládat na jedné stránce externí pam¥ti. Potom FETCH jsou max. 3 operace a INSERT nebo
DELETE max. 6 operací s externí pam¥tí. O£ekávaný po£et pouºitých stránek je n

b ln 2 , kde b je po£et prvk· v jedné
stránce, a velikost adresá°e e

b ln 2n
1+ 1

b � to je víc neº lineární r·st, tj. nelze pouºívat donekone£na (bez d·kaz·).

Lineární hashování � Litwin

V tomto p°ípad¥ nemám adresá°, jen oblast p°ete£ení, p°ístupnou pointry z primárních stránek. Data vkládám do
primárních stránek, po kaºdých L INSERTech se vynucen¥ ²t¥pí ur£ená stránka (v po°adí podle £ísel stránek
0, 1, 00, 01, 10, 11, 000). Podle hashe (jeho konec musí odpovídá £íslu stránky) se rozd¥lují p°i ²t¥pení prvky.

FETCH: kdyº mám aktuáln¥ n stránek, vezmu posledních blog2 nc + 1 bit· hashe (pokud je to > n, zanedbám
horní bit) a tím dostanu £íslo stránky. Kdyº v ní prvek není a stránka je p°ete£ená, podívám se je²t¥ do oblasti
p°ete£ení.

P°i ²t¥pení je nutné vrátit do roz²t¥pených stránek i záznamy z oblasti p°ete£ení. Problémem jsou více zapln¥né
stránky na konci, tedy je²t¥ neroz²t¥pené. �e²ením je bu¤ nerovnom¥rné rozd¥lení hash-fce, nebo skupinové ²t¥pení
stránek.

Skupinové ²t¥pení stránek

Roz²í°ení Litwina pro lep²í vyuºití stránek:

• Stránky jsou vºdy organizovány vºdy v s skupinách po g stránkách (za£ínáme s s0 skupinami, postupn¥ se s
zv¥t²uje, g z·stává).

• Mám inicializa£ní hash-funkci h do {0 . . . (g · s0)− 1}.

• �t¥pím také po L vloºení, vºdy g stránek do g + 1, na to mám nezávislé hashovací funkce h0, ...h∞ do {0 . . . g}.

• Aº dostanu s skupin po g + 1 stránkách, p°eorganizuju stránky zpátky do skupin po g (m·ºu p°idat n¥jaké
prázdné, aby to vycházelo).

P°i hledání se po£ítají v²echna prehashování úpln¥ od za£átku � je to docela HW náro£né, ale proti rychlosti
disk· se vyplatí.
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Spirálová pam¥´

Tohle je dal²í roz²í°ení Litwinova hashování, tentokrát pro exponenciální rozd¥lení klí£·. Místo rozd¥lení jedné stránky
na starou a novou tu starou zahodí a p°idá dv¥ nové.

Klí£e jsou nejprve rovnom¥rn¥ rozd¥leny hash-funkcí G(c, k) → 〈c, c + 1〉 (c ∈ R+
0 ) , pak p°epo£teny do 〈bc, bc+1〉

a zaokrouhleny na konkrétní £ísla stránek. P°i zm¥n¥ c se m¥ní velikost prostoru.
P°i expanzi se nové c volí tak, aby zni£ilo stránku, která se ²t¥pí (nejniº²í £íslo):

cn+1 := logb(f + 1) (kde f je £íslo 1. stránky).

Aby se mi neposouvaly v²echny stránky po°ád dál od 0, první zahozené stránce dám nové £íslo a znova ji pouºiju
� p°epo£ítávání log. stránek na fyzické se pak d¥lá rekurzivn¥:

1. Je-li blogická stránka/bc < b(1+logická stránka)/bc, pak fyzická stránka := fyzická stránka(blogická stránka/bc)

2. Jinak fyzická stránka = blog. stránka/bc. )

Hashovací funkce zachovávající uspo°ádání

Kv·li urychlení intervalových dotaz· se objevily hashovaci metody, zachovávající uspo°ádání klí£·:

• Lineární hashování pro intervalové dotazy � vychází z Litwina, vyuºívá nejvýznamn¥j²í bity k ur£ení stránky.

• �áste£n¥ lineární hashování zachovávající uspo°ádání � vychází ze znalosti rozd¥lení klí£·, d¥lí doménu klí£·
na nestejn¥ dlouhé intervaly, aby vyvaºovalo nerovnom¥rnost rozd¥lení. Nelze ale po°ád reorganizovat, takºe se
upravují jenom p°ilehlé intervaly p°i vkládání a odebírání. Nehodí se pro dynamicky rostoucí doménu klí£·. M·ºe
být provedeno víceúrov¬ov¥.

13.5 T°íd¥ní na vn¥j²í pam¥ti

Pro t°íd¥ní n¥£eho, co se nevejde do opera£ní pam¥ti, se pouºívá MERGESORT:

1. Ze dvou soubor· vezmu dva prvky

2. Vyberu men²í z nich, zapí²u ho na výstup

3. Ze souboru, odkud ten men²í pocházel, na£tu dal²í.

4. Konec set°íd¥ného úseku poznám tak, ºe dal²í na£tený prvek je men²í neº ten vypsaný. Pokud dojdu na konec
set°íd¥ného úseku na jednom ze vstup·, dokopíruju zbytek set°íd¥ného úseku i z druhého vstupu na výstup.

Postupn¥ dostávám del²í set°íd¥né kusy. P·vodní pouºití � set°íd¥ni kousk·, které se ve²ly do pam¥ti, a slévání
na páskách. Dnes je pouºitelné i na HDD.

N-cestný MERGESORT na vn¥j²í pam¥ti: Mám-li n+ 1 stránek v pam¥ti:

1. Vytvo°it set°íd¥né b¥hy velikosti n stránek (pouºít HEAPSORT nebo QUICKSORT).

2. Pak v kaºdém kroku slévat (maximáln¥) n nejkrat²ích b¥h·, výsledek ukládat jako 1 b¥h.

Pro M stránek v celém souboru je sloºitost O(2MdlognM/ne) � celé projde logn(M/n)-krát procesem slévání.
HEAPSORT m·ºe vytvo°it i del²í b¥hy, neº co se vejde do pam¥ti:

1. Pr·b¥ºn¥ odebírám a vypisuju minimální prvky a na£ítám dal²í.

2. Pokud je na£tený prvek v¥t²í neº minimum, hodím ho na haldu.

3. Pokud je men²í, dám ho do aktuáln¥ vznikající haldy na druhém konci pole.

Aº se vy£erpá halda, za£nu nový b¥h. V nejhor²ím p°ípad¥ dopadne stejn¥ jako t°íd¥ní v pam¥ti, pr·m¥rn¥ je 2x
lep²í, ideáln¥ set°ídí v²echno.
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Kapitola 14

Státnice - T°íd¥ní

14.1 T°íd¥ní zaloºené na porovnávání

Existuje mnoho algoritm·, známe i (za ur£itých podmínek) dolní odhad sloºitosti.

Heapsort

HEAPSORT je t°íd¥ní pomocí (nap°.) d-regulárních hald, jen lokální podmínku haldy pouºíváme v duální podob¥
a máme funkci DELETEMAX (která ale funguje stejn¥ jako DELETEMIN). Postupn¥ se odebírají maxima a
set°íd¥ná posloupnost se staví na jejich míst¥ od konce pole. Iterace kon£í, kdyº v hald¥ zbývá jen jeden prvek. Celkem
O(n log n) operací.

Mergesort

MERGESORT je snad nejstar²í �chytrý� t°ídící algoritmus. Pracuje s frontou, do které na po£átku nahází �p°edt°í-
d¥né� rostoucí úseky, potom je v cyklu vybírá a jejich slití vrací zpátky, dokud nemá jen jednu posloupnost. Slití je
vybrání vºdy men²ího na výstup a na konci dokopírování zbytk·.

Jedna operace slití vyºaduje O(n + m), jsou-li 2 posloupnosti dlouhé n a m prvk·. První rozházení vyºaduje
lineární £as, potom kaºdé projití v²ech prvk· slitím vyrábí posloupnosti délky ≥ 2i−1, tedy po£et projití v²ech prvk·
je dlog ne a celková sloºitost O(n log n). Je adaptivní na p°edt°íd¥né posloupnosti a p°i omezeném po£tu rostoucích
úsek· dosahuje lineární sloºitosti.

Quicksort

QUICKSORT je asi nejpouºívan¥j²í t°ídící algoritmus, v pr·m¥ru má p°i rovnom¥rném rozloºení nejniº²í o£ekávaný
£as. Vyuºívá techniky rozd¥l a panuj.

1. Vybere prvek a (pivot).

2. Vytvo°í posloupnosti a1 . . . ak−1 prvk· men²ích neº a a ak+1 . . . an v¥t²ích neº k.

3. Na ty sám sebe zavolá rekurzivn¥, do výsledku zapí²e za sebe ob¥ set°íd¥né poloviny.

Procedura (bez rekurze) vyºaduje £as k nebo n− k v jednom b¥hu, tj. pro a medián, kdyby n− k = k, by m¥l celý
algoritmus sloºitost O(n log n). Medián lze nalézt v lineárním £ase, ale pak by byly MERGESORT i HEAPSORT
rychlej²í, proto se jako a bere nap°. první prvek posloupnosti.

Potom má procedura o£ekávaný £as O(n log n), ale nejhor²í p°ípad O(n2), coº je pro neznámé rozd¥lení dat ne-
vhodné. Náhodná volba by celý b¥h také mohla dost zpomalit, proto se v praxi bere medián t°í aº p¥ti pevn¥ zvolených
prvk·.

O£ekávaný £as Quicksortu

Dva libovolné prvky ai, aj jsou porovnávány maximáln¥ jednou, a to kdyº ai nebo aj je pivot a p°edtím ani jeden z nich
pivot nebyl. Vezmeme si náhodnou veli£inu Xi,j , která má hodnotu 1, kdyº QUICKSORT porovnal b¥hem výpo£tu
bi a bj z n¥jaké výsledné set°íd¥né posloupnosti (bi)1≤i≤n, a 0 jinak. Potom EXi,j = pi,j , kde pi,j je pravd¥podobnost
porovnání. Potom celk. po£et porovnání v celém b¥hu je

n∑
i=1

n∑
j=i+1

EXi,j =

n∑
i=1

n∑
j=i+1

pi,j

Pro výpo£et pi,j uvaºujeme �strom rekurze�, kde kaºdý vrchol odpovídá jednomu rekurzivnímu volání procedury
a s tím i n¥jaké podposloupnosti ai, . . . , aj (do té uº se sahá jen v jeho podstrom¥). V jeho levém podstrom¥ jsou
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http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_-_Stromov�_vyhled�vac�_struktury#Regul.C3.A1rn.C3.AD_haldy
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_Metody_tvorby_algoritm�#Rozd�l_a_panuj
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operace na úsecích prvk· men²ích neº pivot ai, . . . al−1 této posloupnosti a v pravém na v¥t²ích al+1, . . . aj . P°i°adíme
kaºdému vrcholu jeho pivot a o£íslujeme vrcholy prohledáváním do ²í°ky. Pak Xi,j = 1, kdyº bj nebo bi je první pivot
z mnoºiny {bi, . . . bj} v tomto o£íslování (protoºe kdyby to byl jiný prvek z této mnoºiny, rozd¥lím bi a bj , aniº bych
je porovnal; naopak prvky mimo tuto mnoºinu coby pivoty od sebe bi a bj neodd¥lí). Mnoºina {bi, . . . , bj} má j− i+ 1
prvk·, takºe pi,j = 2

j−i+1 . Po£et porovnání pak vyjde

n∑
i=1

n∑
j=i+1

2

j − i+ 1
=

n∑
i=1

n−i+1∑
k=2

2

k
≤ 2n

n∑
k=2

1

k
≤ 2n

∫ n

1

1

x
dx = 2n lnn

Jednoduché t°íd¥ní

• SELECTIONSORT t°ídí vybíráním nejmen²ího prvku a jeho prohozením s levým krajním v neset°íd¥ném
úseku.

• INSERTSORT vkládá do set°íd¥ného úseku dal²í prvek a postupným vym¥¬ováním ho °adí na správné místo.

• SHELLSORT je jeho vylep²ení � postupn¥ INSERTSORTem t°ídí sekvence sloºené z kaºdého k-tého prvku
pro klesající k → 1 (sekvence klesajících k musí být zvolena �²ikovn¥�).

• BUBBLESORT � iterativn¥ prochází posloupností a prohazuje inverze

• Jeho varianta SHAKESORT, která posloupnosti prochází tam a zpátky.

A-sort

Tento algoritmus je aplikací (a, b) strom· v t°ídících algoritmech, vhodnou pro £áste£n¥ p°edt°íd¥né posloupnosti.
Jinak proti klasickým algoritm·m nemá ºádné výhody. Pro algoritmus je nutné znát list s nejmen²ím prvekm FIRST,
cestu k n¥mu od ko°ene a pro kaºdý list ukazatele na následující v uspo°ádání NEXT.

Postup: Odzadu (od �p°edt°íd¥n¥ nejv¥t²ího�) vkládat prvky do stromu modi�kovaným A-INSERTem a pak p°e£íst
posloupnost list· (jít po NEXT). A-INSERT pracuje tak, ºe místo pro vloºení prvku hledá od FIRST (jde postupn¥
nahoru po otcích a hledá, kde nejd°ív m·ºe slézt zas k list·m).

Sloºitost: Pomalej²í neº b¥ºné t°íd¥ní na libovolná data (asymptoticky stejné), ale rychlej²í na £áste£n¥ p°edt°í-
d¥ná. Vezmeme F � po£et inverzí v posloupnosti. Celk. pot°ebuju O(n) pro na£tení prvk·, O(n) pro v²echna ²t¥pení
dohromady ze v²ech b¥h· A-INSERTu a na kaºdé vloºení O(h) pro nalezení místa, kde h je vý²ka, kam se z FIRST
dostanu, p°esko£ím tak fi ≥ ah−2 vrchol· (men²ích neº vkládaný) a h ∈ O(log fi). Sou£et fi za ∀i dává:

n∑
i=1

log fi = n log(

n∏
i=1

fi)
1
n ≤ n log

∑n
i=1 fi
n

= n log
F

n

Protoºe se nepouºívá DELETE, hodí se na toto (2, 3) stromy. Pro míru F ≤ n log n má sloºitost O(n log log n), v
ur£. p°ípadech i rychlej²í neº Quicksort.

Porovnání algoritm·

Algoritmus �as nejh·° �as ∅ Porov. nejh·° Porov. ∅ PP Pam¥´ AD
QUICKSORT Θ(n2) 9n log n n2/2 1.44n log n A n+ log n+ c N
HEAPSORT 20n log n ≤ 20n log n 2n log n 2n log n A n+ c N
MERGESORT 12n log n ≤ 12n log n n log n n log n N 2n+ c A

A-SORT O(n log(F/n)) O(n log(F/n)) O(n log(F/n)) O(n log(F/n)) A 5n+ c A
SELECTIONSORT 2n2 2n2 n2/2 n2/2 A n+ c N
INSERTSORT O(n2) O(n2) n2/2 n2/4 N n+ c A

c je n¥jaká konstanta, F zna£í po£et inverzí v posloupnosti, PP � p°ímý p°ístup, AD � adaptivní na p°edt°íd¥né.
Pro krátké posloupnosti je do délky 22 vhodný SELECTIONSORT, do 15 INSERTSORT, jinakQUICKSORT,

coº vede k hybridnímu algoritmu. Pro A-SORT jsou nejvhodn¥j²í (2, 3)-stromy. Pom¥r £as· QUICKSORT, MER-
GESORT, HEAPSORT je v pr·m¥ru 1 : 1.33 : 2.22, platilo to ale v roce 1984 :-).

Vylep²ení Mergesortu

Nedosahuji optimálních výsledk·, pokud slévané posloupnosti ve frontách nejsou p°ibliºn¥ stejn¥ dlouhé. Proto provedu
úvahu: m¥jme algoritmus, který slévá rostoucí posloupnosti a uvaºujme jeho �slévací� strom T (kde posloupnost
P (v) odp. vrcholu v (délky l(P (v))) vznikne slitím posloupností z jeho syn·). Sou£et £as· pro MERGESORT je
pak O(

∑
{l(P (v))|v vnit°ní vrchol T}) = O(

∑
{d(t)l(P (t))|t list T}. Dále pracujeme jen s délkami posloupností,
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vytvo°íme algoritmusOPTIM, který p°i slévání sumu minimalizuje � na za£átku dá kaºdé jednoprvkové posl. hodnotu
c, která odpovídá hodnot¥ jejího prvku (?). Pro slévání vybírá posloupnosti (stromy) s nejmen²ím c a slitému stromu
p°i°adí c1 + c2. Nakonec zbyde v mnoºin¥ strom· jen jeden, a ten je optimální. Pro t°íd¥ní fronty podle c se pouºívá
BUCKETSORT. Celkem pracuje v £ase O(

∑n
i=1 l(Pi)) na posloupnosti rostoucích úsek· P1, . . . , Pn.

14.2 P°ihrádkové t°íd¥ní

Bucketsort (Counting sort)

Algoritmus BUCKETSORT t°ídí jen p°irozená £ísla z intervalu < 0,m > a to zavedením m+ 1 mnoºin, do kterých
je rozhází a nakonec tyto spojí do výsledku. T°íd¥ní je stabilní pro opakující se prvky, inicializace mnoºin a projití p°i
konkatenaci pot°ebují O(m), rozházení prvk· pak O(n), takºe celkem O(n+m).

Varianta RADIXSORT umí t°ídit i ve v¥t²ích intervalech, kdyº pouºívá BUCKETSORT na kaºdou jednotlivou
£íslici. Protoºe BUCKETSORT je stabilní, bude to celé fungovat.

Hybrid Sort

So�stikovan¥j²í verze HYBRIDSORT t°ídí reálná £ísla z 〈0, 1〉 (a obecn¥ tedy jakékoliv klí£e). Má dané α (po£et
p°ihrádek v pom¥ru k n), rozhazuje do k = αn p°ihrádek a ty pak t°ídí haldou.

Nejhor²í moºný £as je O(n log n), protoºe nejh·°e se m·ºe stát, ºe v²echny prvky nacpu do 1 p°ihrádky. O£eká-
vaný £as pro nezávislé rovnom¥rn¥ rozd¥lené prvky je O(n) � pravd¥podobnost velikostí mnoºin se °ídí binomickým
rozd¥lením s parametrem 1/k, st°ední hodnota pak je:

E(

k∑
i=1

(1 +Xi logXi)) ≤ E(

k∑
i=1

(1 +X2
i )) = k + k

(
n(n− 1)

k2
+
n

k

)
= O(n)

Jak je vid¥t z odhadu, i kdybychom pouºili algoritmus s kvadratickou sloºitostí ve t°íd¥ní jednotlivých p°ihrádek,
z·stane o£ekávaná sloºitost lineární.

Wordsort

WORDSORT je modi�kace BUCKETSORTu pro t°íd¥ní slov. P°íprava:

1. Rozhodí slova do mnoºin Li podle jejich délky.

2. Vytvo°í dvojice pozice-písmeno {(j, ai[j])}, kterou set°ídí podle druhé sloºky BUCKETSORTem, výsledek set°ídí
podle první sloºky (stejn¥), tj. má seznam set°íd¥ných dvojic pozice-písmeno, které se ale mohou opakovat.

3. Dvojice rozstrká do mnoºin Si pro kaºdou pozici i a odstraní duplicity.

Pak v hlavním cyklu postupuje od nejv¥t²í moºné délky a pro kaºdé i pracuju jen s mnoºinou slov délky ≥ i:

1. Podle i-tého písmena rozhodím v²echna aktuáln¥ t°íd¥ná slova do mnoºin Tx.

2. Potom podle mnoºiny Si vyberu v²echna neprázdná Tx a sliju je za sebe.

3. Pro dal²í krok p°idávám krat²í slova vºdy na za£átek mnoºiny aktuáln¥ t°íd¥ných.

Výpo£et délek slov, inicializace Li a za°azení slov do Li vyºadují £as O(L), kde L je sou£et délek v²ech °et¥zc·.
Vytvo°ení seznamu dvojic a jeho t°íd¥ní vyºaduje také O(L). Zaloºení Si a p°eházení dvojic do nich také O(L).
Inicializace Tx je O(|Σ|), kde |Σ| je velikost abecedy. V hlavním cyklu v kaºdém kroku pot°ebuji dvakrát £as O(li)
(sou£et délek slov dlouhých i nebo víc). Celkem tedy O(L+ |Σ|).

14.3 Po°adové statistiky (hledání mediánu)

Vstupem je (neuspo°ádáná) posloupnost n (navzájem r·zných) £ísel. Výstup je bn2 c-té, nebo obecn¥ k-té nejmen²í
£íslo z nich. Sloºitost budeme m¥°it po£tem porovnání.

Z dvou následujících FIND bývá rychlej²í neº SELECT pro v¥t²inu p°ípad·, ale nemá zaru£enou asymptotickou
sloºitost. Je známo, ºe medián lze nalézt na 3n porovnání a ºe dolní odhad po£tu porovnání je 2n.
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Hledání mediánu technikou rozd¥l a panuj (algoritmus FIND)

Tento algoritmus pouºívá techniku �rozd¥l a panuj�. chová se podobn¥ jako QUICKSORT a hledá obecn¥ k-té
nejmen²í £íslo:

1. Vybrat pivota a rozd¥lit posloupnost pomocí n−1 porovnání na 3 oddíly: £ísla men²í neº pivot (a prvk·), pivota
samotného a £ísla v¥t²í neº pivot (n− a− 1 prvk·).

2. (a) Pokud je a+ 1 < k, hledám rekurzivn¥ k − a+ 1-tý prvek v n− a− 1 prvcích

(b) Pokud je a+ 1 = k, vracím pivot

(c) Pokud je a+ 1 > k, hledám rekurzivn¥ k-tý prvek v a prvcích

Rekurzivní vzorec T (n) = T (n− 1) + (n− 1) v nejhor²ím p°ípad¥, coº dává Θ(n2). O£ekávaný £as odhadneme na

4n a dokáºeme indukcí podle n z rekurzivního vzorce T (n, i) = n+ 1
n

(∑i−1
k=1 T (n− k, i− k) +

∑n
k=i+1 T (k, i)

)
.

Zaru£en¥ lineární hledání mediánu (algoritmus SELECT)

Vylep²ení, garantující dobrý výb¥r pivota a lineární sloºitost i v nejhor²ím £ase:

1. Rozd¥lit posloupnost na p¥tice (poslední m·ºe být neúplná, m¥jme threshold nap°. n = 100, pod kterým mnoºinu
p°ímo t°ídíme)

2. V kaºdé p¥tici najít medián

3. Rekurzivn¥ najít medián t¥chto medián·

4. Pouºít ho jako pivot pro d¥lení celé posloupnosti, protoºe je v¥t²í neº alespo¬ 3 prvky z alespo¬ 1/2 p¥tic (aº
na zakrouhlení), je v¥t²í neº alespo¬ 1/2 · 3/5 = 3/10 prvk· (a také men²í neº alespo¬ 3/10 prvk·)

5. Z toho mám vºdy zaru£eno, ºe zahodím alespo¬ 3/10 prvk· pro následující krok.

Vzorec potom vychází: T (n) = c · n5 +T (n5 )+(n−1)+T ( 7
10n) a podle Master Theoremu nebo substitu£ní metodou

se dá vy£íslit jako T (n) = Θ(n).

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_Metody_tvorby_algoritm�#Anal�za_slo�itosti_algoritm�_rozd�l_a_panuj
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Formální základy databázové technologie

79



80 KAPITOLA 15. FORMÁLNÍ ZÁKLADY DATABÁZOVÉ TECHNOLOGIE



Kapitola 16

Jednotlivé otázky

16.1 Rela£ní kalkuly, rela£ní algebry, deduktivní databáze

Rela£ní kalkuly

• Rela£ní model � dotazování � rela£ní kalkuly (Skopal)

• neprocedurální jazyky

• rela£n¥ úplné

• vyuºití aparátu predikátové logiky 1. °ádu pro dotazování

• Doménový rela£ní kalkul (DRK) � pracuje s daty na úrovni atribut·

• N-ticový rela£ní kalkul (NRK) � pracuje s daty na úrovni n-tic (°ádk· databáze)

Rela£ní algebry

• neprocedurální jazyk

• obsahuje ²est základních operátor·:

� výb¥r (select): � vrací relaci jejíº hodnoty atribut· spl¬ují danou podmínku, která m·ºe obsahovat jména
atribut·, konstanty, operátory prorovnávání a logické spojky

� projekce (project) � vrací relaci obsahující vybrané sloupce neobsahující shodné °ádky

� sjednocení (union) � vstupní relace musí mít shodnou aritu (stejný po£et atribut·) a domény atribut·
musí být stejného typu, výsledná ralace neobsahuje opakující se °ádky

� mnoºinový rozdíl (set di�erence) � musí platit stejné p°edpoklady jako u sjednocení

� kartézský sou£in (Cartesian product) � p°edpokládá se, ºe atributy vstupních relací jsou disjunktní (v
opa£ném p°ípad¥ musí být provedeno p°ejmenování), v praxi mnohdy neproveditelné kv·li vysoké reºii

� p°ejmenování (rename)

• tyto operátory vytvá°í z jedné, dvou £i více vstupních relací výsledek ve form¥ nové relace

• Pokorného slajdy

• Rela£ní model � dotazování � rela£ní algebra (Skopal)

Deduktivní databáze

• DJ II

viz wcs:Deduktivní databáze

16.2 Bezpe£né výrazy, ekvivalence dotazovacích jazyk·

16.3 Rela£ní úplnost

Dotazovací jazyk, kterým lze vyjád°it v²echny konstrukce rela£ní algebry (tj. v²echny dotazy, které lze popsat rela£ní
algebrou) se nazývá rela£n¥ úplný.

NRK i DRK jsou rela£n¥ úplné
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http://siret.ms.mff.cuni.cz/skopal/databaze/slidy/DBI025_06.ppt
http://www.ksi.mff.cuni.cz/~pokorny/vyuka/srbd/ds/
http://siret.ms.mff.cuni.cz/skopal/databaze/slidy/DBI025_05.ppt
http://www.ksi.mff.cuni.cz/~pokorny/vyuka/dj2-vyjadrovaci-sila/img83.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wcs:Deduktivn�_datab�ze
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16.4 V¥ta o tranzitivním uzáv¥ru relace

• V¥ta:

For an arbitrary binary relation R, there is no expression E(R) in relational algebra equivalent to R+, the transitive
closure of R.

D·kaz je na dv¥ strany v £lánku níºe. Provádí se £áste£n¥ sporem, £áste£n¥ indukcí p°es po£et operací v hypote-
tickém výrazu (pro výpo£et tranzitivního uzáv¥ru) rela£ní algebry.

• Zdroj (zn¥ní a d·kaz v¥ty):

�lánek: Alfred V. Aho and Je�rey D. Ullman: Universality of data retrieval languages. In POPL '79: Proceedings
of the 6th ACM SIGACT-SIGPLAN symposium on Principles of programming languages, San Antonio, Texas, 1979,
strany 110�119 link1 link2

V £e²tin¥ u Prof. Pokorného na slajdech.

16.5 Datalog, sémantika Datalogu pomocí nejmen²ího pevného bodu

16.6 Datalog s negací, strati�kace, p°edpoklad uzav°eného sv¥ta

16.7 Sémantika SQL

16.8 Logické problémy konstrukce informa£ního systému

Jaroslav Pokorný: �Jsou to problemy z DJ letni semestr � deduktivny databaze, korektnost a uplnost IS, obecne
zavislosti a jejich zpracovani. Je to ve slajdech za DATALOGem.� link-slajdy

http://portal.acm.org/citation.cfm?id=567763&coll=GUIDE&dl=ACM&CFID=26858249&CFTOKEN=38966071
http://db.cs.berkeley.edu/cs286sp07/aho-ullman.pdf
http://ksi.ms.mff.cuni.cz/~pokorny/vyuka/pokorny.dj/
http://kocour.ms.mff.cuni.cz/~pokorny/vyuka/pokorny.dj/


Kapitola 17

Databázové modely a jazyky

17.1 Typy dotazovacích jazyk· (procedurální, neprocedurální, jazyky pro
výb¥r dokument·)

Procedurální

(nebo také naviga£ní, algebraické)

• dotaz jako posloupnost operací nad relacemi, jsou zaloºeny na rela£ní algeb°e.

Neprocedurální

(speci�ka£ní, deskriptivní, deklarativní)

• dotaz se zadává jako predikát charakterizující výslednou relaci, výsledkem výb¥ru dat je relace, která spl¬uje
podmínky formule. Jsou zaloºeny na rela£ním kalkulu.

Jazyky pro výb¥r dokument·

• boolský model

• vektorový model

17.2 SQL

• neprocedurální jazyk s mnoha procedurálními roz²í°eními.

17.3 Vyhodnocování a optimalizace dotaz·

17.4 Algoritmy vyhodnocení dotaz· v Datalogu a Datalogu s negací

Slajdy Dotazovací jazyky 2

nerekurzivní program

Zavislostní graf, (U,V) je hrana pokud exituje pravidlog V:- ...U... Jedna se o nerekurzivní program, tedy graf je
acyklický. Z toho plyne existence topologického uspo°ádání. Podle tohoto uspo°ádání zpracovávám virtuální relace.

• pravou stranu p°eve¤ na spojení a selekci

• prove¤ na výsledek projekci

• p°edchozí dv¥ pravidla prove¤ pro v²echna pravidla se stejnou hlavou a výsledek sjedno´

rekurzivní program

naivní algoritumus, polonaivní

datalog s negací

strati�kace
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http://www.ksi.mff.cuni.cz/~pokorny/vyuka/dj2-vyjadrovaci-sila/img42.html
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17.5 Implementace rela£ních operací

Fyzická implementace rela£ních databází (Databázové systémy)

17.6 Indexace dokument·

17.7 Modely a vlastnosti transakcí

viz wen:ACID

17.8 Izolace transakcí, alokace prost°edk· (zámky, granularita zamykání,
dvoufázové uzamykání, deadlock)

viz wen:Isolation (database systems), wen:Lock (database), wen:Two phase locking, wen:Deadlock

• 2PL (dvoufázové zamykání)

� pokud uº transakce o n¥jaký zámek poºádala a uvolnila ho, nesmí o ºádný poºádat znovu = 2 fáze �
zamykání a odemykání

� takovýto rozvrh je kon�iktov¥ uspo°ádatelný, ale negarantuje zotavitelnost rozvrhu (=> striktní 2PL)

• striktní 2PL

� v²echny zámky jsou uvoln¥ny aº p°i ukon£ení transakce

� garantuje navíc zotavitelnost rozvrhu

� zabezpe£ení proti kaskádovému ru²ení transakcí

• deadlock (uváznutí)

� transakce £ekají navzájem na n¥jaký zdroj a necht¥jí si dát ten svuj

� waits-for graf � zobrazují se tam závislosti, pokud je cyklus, je uváznutí

� sníºení frekvence uváznutí (ne její °e²ení)

∗ lock downgrade � pokud uº nepot°ebuji výhradní zámek, sníºím na sdílený
∗ lock upgrade � pokud pot°ebuju výhradní a mám sdílený, mám v¥t²í právo, neº ten co nemá nic a
chce výhradní

� °e²ení: £asová razítka, konzervativní 2PL

• £asová razítka (pro 2PL)

� kaºdá transakce dostane n¥jakou prioritu (nap°. £asové razítko � £ím star²í, tím vy²²í priorita)

� dv¥ moºnosti °e²ení za pouºití priorit

∗ wait-die: pokud chce transakce T1 zámek a uº ho má n¥kdo jiný (T2), pokud má T1 vy²²í prioritu,
£eká, jinak zem°e
∗ wounds-wait: pokud chce transakce T1 zámek a uº ho má n¥kdo jiný (T2), pokud má T1 vy²²í prioritu,
T2 zem°e, jinak T1 £eká

� ru²eným transakcím je t°eba zvy²ovat prioritu aby nebyly po°ád utiskované

• konzervativní 2PL

� v²echny zámky které bude pot°ebovat si vyºádá hned na za£átku a nebo alespo¬ poºádá o jejich rezervaci

� není pouºíván, protoºe se nemusí v¥d¥t, které zámky bude pot°ebovat a navíc je zde vysoká reºie uzamykání

• Optimistické °e²ení

� pouºívá se tam, kde dochází velmi z°ídka k jakýmkoliv kon�ikt·m, naopak tam kde je více kon�ikt· je
pouºít nelze

� skládá se ze t°í fází

∗ Read � transakce £te z databáze, provádí r·zné operace, ale v²e zapisuje do svého prostoru (databázi
nem¥ní)

http://siret.ms.mff.cuni.cz/skopal/databaze/slidy/DBI025_11.ppt
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:ACID
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Isolation_(database_systems)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Lock_(database)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Two_phase_locking
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Deadlock
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∗ Validation � transakce p°edloºí co vytvo°ila a S�BD zkontroluje, zda to není v kon�iktu s jinou
transakcí, pokud ano, transakce je zru²ena, v opa£ném p°ípad¥ potvrzena
∗ Write � v²e je zapsáno do db

• �asová razítka

� kaºdá transakce dostane £asové razítko (TS(T1), TS(T2)) a následn¥ b¥hem rozvrhování je kontrolováno
po°adí kon�iktních operací. Pokud TS(T1) < TS(T2) a A1 (akce T1) je v kon�iktu s A2 (akce T2) musí
A1 nastat p°ed A2, jinak je T1 restartována.

� pro dosaºení zotavení je pot°eba implementovat bu�erování v²ech zápis· dokud transakce nepotvrdí.

17.9 Zotavení, ºurnály

Transakce � uzamykací protokoly, zotavení (Databázové systémy)
Zotavení po havárii systému provádí recovery manager, zaji²´uje:

• atomicitu (odvolání akcí, pokud byla transakce zru²ena � undo)

• trvanlivost (zapsání potvrzených akcí i kdyº systém havaroval)

Zotavení je jedna z nejsloºit¥j²ích sou£ástí S�BD, pouºívá se algoritmus ARIES � spustí se po restartu havarova-
ného systému.

• t°i fáze ARIES

� Analysis � identi�kují se dirty pages � stránky modi�kované, ale nezapsané v okamºiku havárie
� Redo � zopakují se v²echny akce od p°íslu²ného místa (zapsané v logu) tak aby se databáze dostala do
stavu p°ed havárií

� Unod � odvolají se v²echny akce t¥ch transakcí, které nebyly potvrzeny (commitnuty), tedy databáze
obsahuje pouze potvrzené transakce

Log algoritmu ARIES se ozna£uje journal, kaºdá zm¥na databáze je nejd°íve uloºena zde (práv¥ kv·li moºné
havárii). Po restartu algoritmus vystopuje v²echny akce p°ed havárií a znovu je provede tak, aby se db dostalo do
stavu p°ed havárií. Nepotvrzené akce jsou zru²eny. P°i ru²ení je op¥t v²e logováno pro p°ípad op¥tovné havárie p°i
provád¥ní ABORT.

17.10 Databáze text·: modely (boolský, vektorový)

viz to samé v jiném okruhu

17.11 Vyhledávání v textech

KMP algoritmus

• testování jednoho vzorku oproti textu

• má pomocné pole délky vzorku

• o(m + n) (délka textu + vzorku)

Boyer-Moor·v algoritmus

• testování jednoho vzorku oproti textu

• testuje odzadu dop°edu ve vzorku

• má dané dvourozm¥rné pole kam sko£it, kdyº text a vzorek r·zné (pro znaky, které vzorek neobsahuje ská£e
vºdy o celý vzorek)

• pr·m¥rná sloºitost je o(m*n) ale v praxi o(m/n)

• na b¥ºném textu je mnohem efektivn¥j²í neº KMP

• lze vylep²it tak, ºe dvourozm¥rné pole je nahrazeno dv¥ma jednorozm¥rnými

� P1 � pro kaºdé x z abecedy poslední pozice výskytu ve vzorku (pro znaky co nejsou ve vzoru délka celého
vzorku)

� P2 � pro kaºdou zkontrolovanou £ást (n¥jaká pod£ást odzadu vzorku) je dán skok na stejný pod°et¥zec
vyskytující se d°íve ve vzorku.

� je vybrán v¥t²í skok z obou polí

http://siret.ms.mff.cuni.cz/skopal/databaze/slidy/DBI025_10.ppt
http://wiki.matfyz.cz/wiki/Implementace_datab%C3%A1zov%C3%BDch_syst%C3%A9m%C5%AF##Datab.C3.A1ze_text.C5.AF:_modely_.28boolsk.C3.BD.2C_vektorov.C3.BD.29
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Aho-Corasick

17.12 Rodina jazyk· a nástroj· XML (XML schema, XPath, XQuery,
XSLT)

http://www.w3schools.com

http://www.w3schools.com


Kapitola 18

Implementace databázových systém·

18.1 Seznam otázek

Metody indexace relací, hashování, B-stromy, datové struktury na externí pam¥ti. Vícerozm¥rné dotazy implemen-
tované pomocí hashovacích metod, vícerozm¥rné m°íºky, vícerozm¥rných strom·. P°ístupové metody k prostorovým
objekt·m: R-stromy a jejich varianty. Databáze text·: modely (boolský, vektorový), vyhledávání v textech, signa-
tury, metody implementace signatur (vrstvené kódování), uspo°ádání odpov¥di. Komprese dat: predikce a modelování,
reprezentace celých £ísel, obecné metody komprese, komprese bitových map, °ídkých matic, trie, text·. Hu�manovo kó-
dování (statické, dynamické), aritmetické kódování, LZ algoritmy. Uzamykací protokoly, £asová razítka. Distribuované
transakce.

Vsechnu latku pokryva text �Zaklady implementace souboru a databazi� od Pokorneho a Zemlicky
a slajdy �Dokumentogra�ckych informacnich systemu� od Kopeckeho

18.2 Metody indexace relací

• relacie mozu byt chapane ako subory, zaznamy suboru ako n-tice relacie, samozrejme su tam rozdiely, napr.:

� schemy vsetkych relacii sa natiahnu naraz s celou DB, subory musime otvarat/zatvarat jednotlivo

• indexsekven£ní soubor (indexováno jen podle primárního klí£e)

• invertovaný soubor � lze indexovat podle £ehokoliv � indexují se p°ímo záznamy

• bitová mapa

� pro atributy malých domén (pohlaví, typ karoserie vozu...) se pro kaºdou doménu vytvo°í bitový vektor a
jedni£ka tam kde hodnota pro daný °ádek platí, tedy vºdy jen jedna jedni£ka na °ádku => hodn¥ nul, lze
dob°e komprimovat

� vyhledávání je rychlé pouºívají se operace AND, OR atd.

� insertem se v²echny vektroy prodlouºí, p°idáním dal²í moºnosti (roz²í°ení domény) se p°idá dal²í bitový
vektor

� lze vyuºívat i pro GROUP BY, COUNT atd.

18.3 Hashování

• perfektni hasovani Cormacka

• perfektni hasovani Larsona a Kalji

• Deskriptory stranek, Grayovy kody (viz Vícerozm¥rné dotazy implementované pomocí hashovacích metod)

• hasovani Fagina

• dynamicke hashovani Litwina

• skupinove stepeni stranek
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18.4 B-stromy

• redundantni, neredundantni B-strom

• redundantni, neredundantni B*-strom

• redundantni B+-stromy

• pre�xove stromy

• (a, b)-stromy

• stromy s promenlivou delkou zaznamu

• vicerozmerne B-stromy

18.5 Datové struktury na externí pam¥ti

• hromada � nehomogenni záznamy (ruzne delky) jsou ukládány za sebou (bez dal²ích podmínek) � vyhledání
£ehokoliv = projití celé hromady (v nejhor²ím p°ípad¥)

• sekven£ní soubor � podobný jako hromada, jen záznamy jsou pevné délky (homogenni)

� uspo°ádaný sekven£ní soubor � záznamy uspo°ádány podle klí£e, nov¥ p°idávané se ukládají do �souboru
aktualizací� a ob£as je provedena reorganizace, kdy je �soubor aktualizací� vyprázdn¥n a data z n¥j zat°íd¥na
do uspo°ádaného sekven£ního souboru. Nalézt záznam lze pak p·lením interval· v case O(log_2(n)).

� indexsekven£ní soubor � obdobn¥ jako p°edchozí jsou záznamy set°íd¥ny podle klí£e, navíc existují indexy
do jednotlivých blok· (stránek). Indexy jsou tvo°eny klí£i n¥kterých záznam·. Celý index je pak jakýsi B-
strom. P°i p°idávání není index reorganizován, ale je pouºita oblast p°ete£ení, kam je nový záznam vloºen.
K záznamu, za který m¥l být nový záznam vloºen se pak uloºí £íslo bloku i £íslo záznamu, kde nový záznam
leºí. V oblasti p°ete£ení jsou tak vytvá°eny lineární seznamy.

� invertovaný (indexovaný) soubor � indexují se p°ímo záznamy, ne bloky (jak tomu je v indexsekven£ním
souboru), data nejsou v souboru nijak uspo°ádána, jednotlivé bloky nemusí být na disku za sebou. Index·
m·ºe být více r·zných. P°i p°idávání není pouºita dal²í struktura, p°ímo se upravují indexy. Pouºívá se v
DIS (invertovany soubor).

• ukládání pomocí hashování

• b-stromy

18.6 Vícerozm¥rné dotazy implementované pomocí hashovacích metod

• viacrozmerne dotazy � obsahuju viac atributov (n>1)

� na uplnu zhodu� hodnoty vsetkych n atributov su pevne dane (n=2: MENO='Jiri' ANDMESTO='Praha')

� na ciastocnu zhodu � hodnoty niektorych atributov (<n) su pevne dane

� na uplnu intervalovu zhodu � pre vsetkych n atributov su dane intervaly hodnot (napr. VEK>22)

� na ciastocnu intervalovu zhodu � intervaly hodnot su dane len pre niektore atributy

• implementacia

� signatury � d bitove binarne retazce

∗ signatura zaznamu (dlzky d) je zretazenim signatur jednotlivych atributov, pre kazdy atribut A_i je
samostatna hasovacia funkcia h_i, ktora vytvori signaturu dlzky d_i. Plati, ze d_0+d_1+...+d_n=d;
n-pocet atributov. Signatura dotazu sa tvori podobne, nezadane atributy su reprezentovane retazcom
nul.
∗ signatura dotazu Q sa porovnava so signaturami zaznamov S � na pozicii, kde je v Q jednicka, musi
byt jednicka aj v S, inak zaznam do odpovede nepatri

� deskriptory stranok

∗ vrstvia sa deskriptory zaznamov v danej stranke pomocou logickeho OR. Deskriptor zaznamu je opat
zretazenie deskriptorov atributov A_i, pre kazdy atribut je dana hasovacia funkcia h_i, ktora priradi
kazdej hodnote atributu binarny retazec obsahujuci prave 1 jednicku.
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∗ subor deskriptorov stranok je pripojeny k primarnemu suboru, ak je velky, moze byt dvojurovnovy
(prim. subor sa rozdeli do segmentov, kazdy ma svoj subor deskriptorov, tie tvoria 1. uroven; 2. uroven
ma deskriptory ukazujuce do 1.)
∗ rychlejsie ako signatury, lebo sa musi porovnat menej deskriptorov (ale na ukor pamate); lepsie ako
indexovany subor, lebo nerastie cas vyhodnocovania s rastucim poctom atributov v dotaze, pamatove
naroky su podobne

� grayove kody � binarne retazce, hodnoty nasledujuce za sebou sa lisia vzdy len v jednom bite

∗ adresa stranky dana signaturou je interpretovana ako grayov kod
∗ zaznamy vyhovujuce signature dotazu tvoria zhluky, kde zaznamy su fyzicky za sebou v jednej stranke
(alebo viacerych po sebe iducich strankach), nikdy nie je viac pristupov na disku ako u binarneho
kodovania
∗ dobre pre dotazy na ciastocnu zhodu pri malom pocte zadanych atributov a pre dotazy na intervalovu
zhodu

18.7 Vícerozm¥rná m°íºka

Slajdy Pokorný

18.8 Vícerozm¥rné stromy

Vícerozm¥rné B-stromy

slajdy Pokorný

• lze pomocí nich indexovat soubor podle n¥kolika atribut· sou£asn¥.

• celý strom má tolik hladin, kolik je atribut· (hlavní strom není B-Strom!)

• pro kaºdý atribut jsou vytvo°eny stromy � pro první jeden, pro druhý tolik, kolik má první atribut r·zných
hodnot atd. U kaºdé hodnoty atributu (uzlu stromu) existuje index na strom s dal²ím atributem.

• jednotlivé vrstvy celého stromu jsou indexovány polem Level (vrstva = jeden atribut) � slouºí pro p°esko£ení
prvních i atribut·, které nebyly v dotazu zadány

• stromy v jedné vrstv¥ jsou propojeny do spojáku pomocí NEXT v ko°eni, poddoména jednoho stromu je ur£ena
pomocí LEFT a RIGHT (uloºeny v ko°eni), které ukazují do dal²í hladiny na první a poslední strom, který se
týká daného stromu. Tedy kaºdý prvek z vrstvy i-1 má ve vrstv¥ i ur£eny v²echny prvky ve vrstv¥ i+1, LEFT a
RIGHT dává v²e.

• podobná struktura by pravd¥podobn¥ ²la de�novat i pro obecný, nebo jakýkoliv jiný vyhledávací strom.

18.9 P°ístupové metody k prostorovým objekt·m: R-stromy a jejich va-
rianty

viz wen:R-Tree

18.10 Databáze text·: modely (boolský, vektorový)

Boolský model DIS

Kaºdý dokument je popsán mnoºinou term·, které obsahuje. Termy jsou uloºeny v indexovém souboru a odtud potom
probíhá vyhledávání.

• ur£ení term·:

� ru£n¥ � kaºdý m·ºe ur£it jiné termy, dokonce i jeden £lov¥k se m·ºe 2x rozhodnout jinak

� automaticky � jednozna£né, ale bez porozumn¥ní textu

� p°i ur£ování term· by se m¥la vynechávat nevýznamová slova (p°edloºky, spojky...), ale také p°íli² speci�cká
slova

• Indexy lze nad kolekcí dokument· vytvá°et dvojím zp·sobem. Bu¤ je mnoºina term· pevn¥ daná a pro kaºdý
nový dokument se aktualizují jen indexy (°ízená indexace), nebo se s kaºdým novým dokumentem p°idávají i
nové termy (ne°ízená indexace).

http://www.ksi.mff.cuni.cz/~pokorny/vyuka/pokorny/cont.htm
http://www.ksi.mff.cuni.cz/~pokorny/vyuka/pokorny/cont.htm
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:R-Tree
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• Vyhledávání:

� probíhá klasicky p°es termy pomocí �AND�, �OR�, �NOT�

� lze také vyuºít faktogra�cké informace o dokumentu (autor, datum vytvo°ení...)

� lze pouºít zástupné znaly ?, *

• Proximitní omezení

� p°i vyhledávání lze také uºít proximitních omezení, tedy informaci o tom, v jaké vztahu dva hledané termy
jsou (o kolik slov jsou vzdáleny, zda jsou ve stejném odstavci, nebo v¥t¥.

� pro práci s omezeními je t°eba bu¤ mít p°ítomny dokomenty a informaci zji²´ovat p°ímo v nich a nebo
roz²í°it index -> namísto <term_id, doc_id> musí existovat index <term_id, doc_id, par_nr, sent_nr,
word_nr>

Nevýhody boolského DIS:

• p°i zadávání dotazu jsou v²echny termy stejn¥ d·leºité

• ve výsledku disjunktního dotazu jsou promíchány dokumenty které obsahují v²echny poºadované termy s t¥mi,
které obsahují pouze jeden

• ve výsledku konjunktivního dotazu nejsou dokumenty, které obsahují neobsahují ºádný z term· stejn¥ tak jako
ty které neobsahují pouze jeden

Vektorový model DIS

Vektorový model je mlad²í neº boolský (asi o 20 let) a vznikl aby odstranil chyby boolského modelu � p°edev²ím
díky moºnosti ohodnotit termy jak v dotazu, tak v indexu.

• Kaºdý dokument je v indexu de�nován váhami pro jednotlivé termy.

• dotaz se zadává vektorem vah pro poºadované termy <w1, w2, .. , wn>, w in <0,1>

• protoºe dlouhé dokumenty by byly zvýhodn¥ny (obsahují jist¥ více term·), provádí se normalizace vektor·, to
lze provád¥t:

� b¥hem indexace, coº nezv¥t²uje odezvu, je v²ak zapot°ebí ob£as v²e znovu �p°enormalizovat�

� b¥hem vyhledávání � zpomaluje odezvu, je v de�nici podobnostní funkce

• Oproti boolskému modelu lze omezit velikost výstupu � výstup je se°azen dle relevance a tedy lze omezit jak
po£tem výstup· tak minimální relevancí.

• Podobnost mezi dotazem a dokumentem se ur£uje pomocí podobnostní funkce. Taková funkce není jednozna£n¥
daná, podobnost m·ºe být tedy p°i r·zných implementacích r·zná. Základní podobnostní funkce je skalární
sou£in p°es dotaz a dokument (sim(q,d) = q x d), jsou ale i sloºit¥j²í:

Kosinová míra: sim(q, d) = q×d√
(
∑

(q2i ))∗
√

(
∑

(d2i ))

Jaccardova míra: sim(q, d) = q×d∑
(qi)+

∑
(di)−

∑
(qi∗di) a dal²í.

• Pokud je po vektorovém modelu poºadován i dotaz s negací, lze váhu w uvaºovat z <-1, 1> a stejn¥ tak i zadávat
dotaz.

• Indexace:

� frekvence termu v dokumentu TF = #výskyt· termu / #v²ech term· v dokumentu

� je pot°eba vy°adit nevýznamová slova (stop list = {the, a, an, on ... })

� ignorovat termy s velmi nízkým výskytem

� normalizovat frekvenci ostatních term· NTFi = 1
2 + 1

2 ∗
TFi

max(TFj)
, j = index jednotlivých term·

• Inverzní frekvence termu v dokumentech

� Nasel jsem dv¥ de�nice. První je od Kopeckého druhá od Pokorného. De�nice jsou v podstat¥ matematicky
ekvivalentní.

� n je po£et v²ech dokument·.

� k je po£et dokument· ve kterých se term vyskytuje.

http://www.ms.mff.cuni.cz/~kopecky/vyuka/dis/disslide.ppt
http://lisp.vse.cz/znal2001/pokorny.ppt
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1. ITF = −log
(
k
n

)
2. IDF = log

(
n
k

)
+ 1

Váha termu i v j-tém dokumentu se ur£i jako wij = NTFij ∗ ITFj

• Dotazování (dotaz má stejnou reprezentaci jako index):

� Zadáním vektoru dotazu

� odkazem na zaindexovaný dokument (tedy �najdi mi dokumenty podobné tomuto�)

� odkazem na jiný dokument (není problém pro n¥j spo£ítat vektor term·)

� p°ímo vloºený text (obdoba p°edchozího)

• Lze uplatnit i zp¥tnou vazbu, kdy uºivatel ozna£uje relevantní dotazy a DIS na to reaguje p°ehodnocením
výpo£tu.

Vyhledávání v textech

Signatury, metody implementace signatur (vrstvené kódování)

Slajdy pokorny

• signatura bloku textu je d-bitový °et¥zec, který v sob¥ nese informaci o tom, které termy v bloku jsou

• vrstvéní signatur

� kaºdý term má svou signaturu (vypo£tenou pomocí hash funkce) dlouhou d bit· a signatura bloku = OR
p°es v²echny signatury term· v bloku.

• °et¥zení signatur

� signatury se spojují do °et¥zce � vhodné pro strukturovaná data (autor, rok vydání, nakladatelství...)

• transponovaný soubor signatur

� namísto N °et¥zc· délky d mám d °et¥zc· délky N (pokud signatury blok· naskládám do matice, koukám
se pak na n¥ místo jako na °ádky jako na sloupce)

� protoºe po£et 1 v dotazu délky d je o mnoho men²í neº d a m·ºu porovnávat jen °et¥zce kde má dotaz
jedni£ku, porovnávám toho daleko mén¥

� sloºit¥j²í aktualizace

• soubor indexovaných deskriptor·

� stejn¥ jako z term· vytvá°ím vrstvením signaturu bloku, m·ºu pro více blok· vytvo°it spole£nou signaturu

• dvouúrov¬ové vrstvené kódování

� kaºdý blok má dv¥ signatury � vn¥t²í (délky ds) a vnit°ní (délky dn) kde dn << ds, bloky jsou rozd¥leny
do skupin a kaºdá skupina má vrstvenou signaturu ds � podle ní se rozli²ují skupiny a ve skupin se bloky
rozli²ují podle signatury dn (tedy najdu skupinu blok· a pak v ní blok)

• rozd¥lený soubor signatur

� signaturu bloku délky d rozd¥lím na dva kusy (pre�x a zbytek) a pak seskupím �zbytky� se stejnými pre�xy
� pokud testuju, otestuju nejd°ív pre�x a pokud se neshoduje, do skupiny v·bec nemusím chodit, £ímº
u²et°ím celkem dost £asu

Metody je moºné r·zn¥ kombinovat tak, aby výsledná struktura byla co nejefektivn¥j²í.

Uspo°ádání odpov¥di

18.11 Komprese dat: predikce a modelování

Reprezentace celých £ísel

Slajdy k OZD II (od slajdu 21) (Fibonacciho, Eliasovy kódy, fázování)

http://www.ksi.mff.cuni.cz/~pokorny/vyuka/pokorny6
http://www.ksi.mff.cuni.cz/~zemlicka/pdf/compression.pdf
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Obecné metody komprese

• ztrátová (nazývá se komprese)

• bezeztrátová (nazývá se kompakce)

• statická

• semiadaptivní

• dynamická

Dv¥ fáze:

• modelování � p°i°azení pravd¥podobností jednotkám textu (znaky nebo m-tice znak· pevné délky)

• kódování � transformace do nového kódu

Komprese bitových map

Slajdy k OZD II (od slajdu 92)

• pomocí Hu�manova kódování

� kódováním posloupností pevné délky

� kódování b¥h· (posloupnost nul ukon£ených jedni£kou apod.)

Komprese °ídkých matic

N¥co lze nalézt u Koubka v kapitole o reprezentaci Trie pomocí matic a jejich kompresi � viz materiály k p°edná²ce
Datové struktury II

Trie

Komprese text·

Hu�manovo kódování (statické, dynamické)

Slajdy k OZD II (od slajdu 40) (statické, adaptivní kódování)
Dob°e popsáno také na stránkách k DIS

Aritmetické kódování

viz wen:Arithmetic coding

Slajdy k OZD II (od slajdu 47)

Dokumenty k DIS (myslím, ºe v posledním kroku p°íkladu je chyba)

LZ algoritmy

Slajdy k OZD II (od slajdu 56) (LZ77, LZSS, LZ78, LZW a dal²í)

18.12 Uzamykací protokoly

viz wen:Concurrency control#Concurrency control mechanism

18.13 �asová razítka

viz wen:Timestamp-based concurrency control#Informal

http://www.ksi.mff.cuni.cz/~zemlicka/pdf/compression.pdf
http://ktiml.mff.cuni.cz/teaching/files/materials/dsii2.pdf
http://ktiml.mff.cuni.cz/teaching/files/materials/dsii2.pdf
http://www.ksi.mff.cuni.cz/~zemlicka/pdf/compression.pdf
http://www.ms.mff.cuni.cz/~kopecky/vyuka/dis/
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Arithmetic_coding
http://www.ksi.mff.cuni.cz/~zemlicka/pdf/compression.pdf
http://www.ms.mff.cuni.cz/~kopecky/vyuka/dis/11/dis11_v1.html
http://www.ksi.mff.cuni.cz/~zemlicka/pdf/compression.pdf
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Concurrency_control#Concurrency_control_mechanism
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Timestamp-based_concurrency_control#Informal
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18.14 Distribuované transakce

viz wen:Distributed transaction

viz wen:Two-phase commit protocol

Ve stru£nosti:

• °íká se jim také globální transakce

• musejí spl¬ovat ACID

• jsou to transakce, které pracují s více uzly najednou (s více databázemi v síti apod.)

• celkem jednoduchý algoritmus, který problém °e²í je �Dvoufázový commit�

Dvoufázový commit

1.fáze (commit-request phase)

• kordinátor po²le v²em uzl·m dotaz, který je zde pot°eba vykonat

• uzly vykonají v²e aº do doby, kdy by m¥ly commitovat/abortovat

• kaºdý uzel po²le sv·j výsledek koordinátorovi (YES/NO)

2.fáze (commit phase)

pokud koordinátor dostal od v²ech uzl· odpov¥¤ YES (success)

• koordinátor po²le commit zprávu v²em uzl·m

• v²echny uzly uvolní své zdroje a zámky

• v²echny uzly po²lou koordinátorovi výsledek dotazu

• koordinátor v²e skompletuje

pokud koordinátor dostal alespo¬ jedno NO (failure)

• koordinátor v²em uzl·m po²le abort zprávu

• kaºdý z uzl· ud¥lá vlastní abort a uvolní zámky a zdroje

• v²echny uzly po²lou koordinátorovi výsledek dotazu (??? nechápu ale k £emu to je ???)

• poté co koordinátor obdrºí výsledky abortuje celou transakci

Stromový 2-fázový commit (Tree two-phase commit protocol)

Obdoba p°edchozího jen s rozdílem, ºe koordinátor je ko°enem stromu a v²e se d¥je na stromové struktu°e � commity
jsou sbírány do uzlu stromu a aº jsou v²echny, jsou propagovány ví² aº ke ko°eni. Oproti tomu abort je propagován
hned.

Problémem 2PC protokolu je, ºe kaºdý z uzl· £eká, aº dod¥lá práci poslední z uzl·, £ímº dost dlouho blokuje.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Distributed_transaction
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Two-phase_commit_protocol
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Kapitola 19

Programovací jazyky a p°eklada£e

19.1 Otázky

Následující seznam otázek shnuje mou p°edstavu o tom, co je z okruhu Programovací jazyky a p°eklada£e ke státnicím
pot°eba um¥t. Tato p°edstava nebyla konzultována s vyu£ujícím(i).

Struktura kompilátoru a navazujících nástroj· (linkery, loadery, debuggery, knihovny,
preprocesory)

• schéma p°eklada£e

• popis linkeru

• popis loaderu (Unix, Windows)

• statické knihovny, dynamické knihovny, implmentace

• popis C preprocesoru

Kone£né automaty a lexikální analýza

• úkol lexikální analýzy

• výstup lexikální analýzy, varianty, problémy

• typické zp·soby implementace

• lex, �ex

Syntaktická analýza � LL, LR techniky

• úkol syntaktické analýzy

• výstup syntaktické analýzy (v£. moºností p°i analýze shora dol· a zdola nahoru)

• pojmy: gramatika, bezkontextová gramatika, derivace, levá/pravá derivace

• de�nice: FIRST a FOLLOW

• analýza shora dol·, vztah s LL, de�nice a popis LL, pojmy rozepsání a krácení

• rozdíly mezi slabou a silnou LL

• implementace analýzy shora dol· rekurzivním sestupem

• analýza zdola nahoru, vztah s LR, de�nice a popis LR, pojmy shift a reduction

• rozdíly mezi LR, SLR a LALR

• konstrukce LR, SLR a LALR automatu

• yacc, bison

• gramatiky s regulární pravou stranou

95
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Syntaxí °ízený p°eklad a atributové gramatiky

• deriva£ní strom vs. AST

• de�nice: AG, Attr, Syn, Inh, normální forma, atributový výskyt, In, Out

• de�nice: acyklické AG, k-pr·chodové AG, jednodu²e k-pr·chodové AG, zleva-doprava k-pr·chodové AG, jedno-
du²e zleva-doprava k-pr·chodové AG

• algoritmus konstrukce pr·chod· jednodu²e zleva-doprava k-pr·chodovou AG

Reprezentace programu mezikódem

• d·vody reprezentace mezikódem

• pojem základní blok

• formáty mezikódu: sekven£ní (2-adresový, 3-adresový (trojice, £tve°ice), pre�xová/post�xová notace), graf zá-
kladních blok·, strom, DAG

• operandy mezikódu

• SSA

• funkce u trojic a SSA

• generování mezikódu (pouºití AG, zisk z proházení operací, problém LHS a RHS u p°i°azení a jeho °e²ení,
synchronizace u DAG·)

P°eklad výraz· a programových struktur

• preklad programove struktur � control-�ow, tedy if/when/for/goto pripadne try/catch

• vyrazy � zakladni princip vyhodnocovani, CSE, eventualne eliminace duplicitnich read/write operaci.

Rozsahy platnosti prom¥nných, aktiva£ní záznamy, implementace vno°ených procedur,
volací konvence

• obsah aktiva£ního záznamu

• zp·soby implementace vno°ených procedur (odkaz na v²echny záznamy, odkaz na p°edchozí záznam, displej) a
jejich vlastnosti (reºie volání, p°ístupu k prom¥nným a prostorová náro£nost)

• implementace procedurálních parametr· v Pascalu

• volací konvence: co v²e zahrnují (registry vs. zásobník, zachovávání registr·, po°adí p°edávání parametr·, návra-
tová hodnota, úklid zásobníku)

• popis cdecl, stdcall, fastcall

Vliv architektury po£íta£e na generování kódu a optimalizaci

Zdroje

• Wikipedia: Microarchitecture

Obsah otázky

• registry (po£et, typy, zp·sob p°ístupu, (ne)ortogonalita)

• instruk£ní sada (RISC, CISC, (ne)ortogonalita)

• pipelining

• superskalarita

• out-of-order execution

• spekulativní vykonávání instrukcí

• SIMD

• práce s pam¥tí (heap, stack), zarovnávání

http://en.wikipedia.org/wiki/rchitecture
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Metody generování kódu, p°id¥lování registr·, optimalizace

Zdroje

• Wikipedia: Category: Compiler optimizations

Obsah otázky

• klasi�kace základních blok· podle rozsahu platnosti, výpo£et liveBegin a liveEnd, ur£ení kolizí

• výb¥r a uspo°ádání instrukcí (1:1, 1:n, m:1, m:n), pojem generator-generator, °azení instrukcí

• objekty umis´ované do registr·

• algoritmus obarvování grafu

• optimalizace: d·vody, £as vs. prostor, úrove¬, poºadované vlastnosti

• druhy optimalizací: lokální, globální, v rámci programu

• lokální optimalizace: CSE, copy propagation, dead-code elimination, constant folding, algebraické operace

• globální optimalizace: CSE, copy propagation, dead-code elimination, optimalizace cykl· (p°esun invariantního
kódu, redukce síly operace, odstran¥ní induk£ní prom¥nné)

• paralelizace a vektorizace

• pro�lem °ízená optimalizace

Podpora kompilátor· pro synchroniza£ní primitiva, vlákna

Zdroje

• Using wait(), notify() and notifyAll()

Obsah otázky

• Java: kritické sekce, monitory (synchronized), wait, notify

• Java: vytvo°ení vlákna, pam¥´ový model, TLS, podpora v knihovnách (thread (un)safe)

• volatile prom¥nné

• podpora knihovnami p°i absenci podpory kompilátoru

Objektov¥ orientované jazyky a principy jejich implementace

Zdroje

• Memory Layout for Multiple and Virtual Inheritance

• Compilation of object oriented languages

Obsah otázky

• principy OO: zapouzd°ení, d¥di£nost a polymor�smus

• class-based languages vs. prototype-based languages

• OO podle Smalltalk: zasílání zpráv

• implementace d¥di£nosti: tabulka virtuálních funkcí, volání virtuálních funkcí, princip pozdní vazby, layout ob-
jekt· p°i jednonásobné a vícenásobné d¥di£nosti, diamond problem, virtuální d¥di£nost, RTTI a jeho implemen-
tace (typeid, dynamic_cast)

http://en.wikipedia.org/wiki/er_optimizations
http://www.javamex.com/tutorials/synchronization_wait_notify.shtml
http://www.phpcompiler.org/doc/virtualinheritance.html
http://www.cs.hut.fi/Opinnot/T-106.850/Compilers/mb.pdf
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P°eklada£e vs. interpretry, skriptovací jazyky

• rozdíly mezi p°eklada£em a interpretrem

• výhody/nevýhody p°eklada£· a interpretr·

• typické p°íklady pouºití p°eklada£· a interpretr·

• bytecode, virtuální stroj (zásobník vs. registry), JIT, p°íklady (Java, Lua)

• optimaliza£ní techniky u interpreter·: method caching, direct threading, value tagging

• typické vlastnosti skriptovacích jazyk· (dynamické typování, re�exivita, dynami£nost)

• typické pouºití skriptovacích jazyk· (skripty, web,...), d·vody

19.2 Materiály

• Web p°edm¥tu Principy p°eklada£·

• Web p°edm¥tu Konstrukce p°eklada£·

http://ulita.ms.mff.cuni.cz/pub/predn/pp/
http://ulita.ms.mff.cuni.cz/mp/vyuka/SWI109/html/swi109-20072.html


Kapitola 20

Analýza a návrh softwarových systém·
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Kapitola 21

Zdroje

• Materiály p°edná²ky Software design and implementation na univerzit¥ v Severní Carolin¥

• Ian Sommerville � Software Engineering

• Podklady k p°edná²ce Modelování a realizace programových systému Karla Richty

• Formální metody speci�kace � p°íklady, dal²í zdroje

101

http://www.cs.unc.edu/~stotts/COMP204/senotes/lectures.html
http://www.cs.st-andrews.ac.uk/~ifs/Books/SE8/index.html
http://www.ksi.mff.cuni.cz/~richta/NSWI041/podklady.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Form�ln�_metody_specifikace
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Kapitola 22

Zpracování jednotlivých otázek

22.1 Algebraické speci�kace, formální popis datových struktur

P°íklad � mnoºina INT·:

sorts: SET, INT, BOOLEAN | vsechny vyuzivane typy
operations: | popisuji syntaxi daneho ADT

- empty: --> SET | generator
- insert: SET x INT --> SET | generator
x delete: SET x INT --> SET
x member: SET x INT --> BOOLEAN

axioms: | popisuji semantiku specifikovanych operaci
member(empty(),j) = false | axiomy pro vsechny co nejsou generator se vsema moznyma ..
member(insert(S,j),k) = | generatorama na vstupu

if (j=k) then true else member(S,k)
delete(empty(),j) = empty()
delete(insert(S,j),k) =

if (j=k) then delete(S,j)
else insert(delete(S,k),j)

22.2 Modelov¥ orientované metody

Z

• Zdroj: The Z Notation: a reference manual

Formální speci�kace je matematický popis (informa£ního) systému, který p°esn¥ popisuje, co má systém d¥lat, ale
ne°íká jak.

Jazyk Z pouºívá �matematické� datové typy popsané pomocí predikátové logiky (nezávislé na po£íta£ové reprezen-
taci).

Dekomponuje speci�kaci do malých £ástí zvaných schémata, ty popisují statické i dynamické aspekty systému.

• statické aspekty:

� stavy

� invarianty

• dynamické aspekty:

� moºné operace

� vztahy mezi vstupy a výstupy

� zm¥ny stav·

Schéma m·ºe popisovat i transformaci jednoho pohledu na systém na jiný, který p°idává více detail· (p°i korektní
implementaci p·vodní abstrakce). Postupným zjem¬ováním (re�nement) speci�kace lze dosp¥t aº ke konkrétnímu
programu.
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Schéma

Kaºdé schéma má sv·j název a obsahuje:

• deklarace prom¥nných

• vztahy m¥zi prom¥nnými (odd¥leno vodorovnou £árou)

P°íklad:

• (p°evzat ze zdroje)

Základní typy pro ú£ely p°íkladu: DATE
Schéma popisující �prostor stav·� (state space): <table border style=�border-collapse: collapse;�> <tr><th>BirthdayBook</th></tr>

<tr><td> known: P(NAME) // mnoºina
birthday: NAME &rarr; DATE // funkce </td></tr> <tr><td> known = dom birthday </td></tr> </table>

Schéma popisující operaci: <table border style=�border-collapse: collapse;�> <tr><th>AddBirthday</th></tr>
<tr><td> &Delta;BirthdayBook // &Delta; zna£í, ºe operace m¥ní BirthdayBook (konvence)
name? : NAME // ? ozna£uje vstup (konvence)
date? : DATE </td></tr> <tr><td> name? &notin; known
birthday&apos; = birthday &cup; {name? &rarr; date?} // apostrof ozna£uje novou hodnotu </td></tr> </table>

• operace zachovává invarianty p°edchozího schématu

• podobn¥ jako ? ozna£uje vstupní prom¥nné, ! ozna£uje výstupní

• podobn¥ jako &Delta; zna£í operaci modi�kující stav, &Xi; (Xí) zna£í operaci zachovávající stav

Skládání schémat

Schémata lze skládat pomocí operátoru =� (rovnítko se st°í²kou) a logických operátor· (&and; a &or;).
Enum (pro ú£ely p°íkladu):
REPORT ::= ok | already_known | not_known
Sloºené schéma:
RAddBirthday =� (AddBirthday &and; Success) &or; AlreadyKnown;

• schéma Success vrací ok (typu REPORT), AlreadyKnown vrací already_known (pokud name? &isin; known)

<table border style=�border-collapse: collapse;�> <tr><th>Success</th></tr> <tr><td>result! : REPORT</td></tr>
<tr><td>result! = ok</td></tr> </table>

• sloºené schéma RAddBrithday vrací ok v p°ípad¥ úsp¥chu AddBirthday a already_known jinak

• RAddBrithday by ²lo nade�novat p°ímo, ale jeho de�nice vztah· by byly nep°ehledn¥ sloºité

Dal²í syntax

• &forall; z : N &bull; x ≤ z

� znamená x je men²í neº v²echna p°irozená £ísla (neboli x je nula)

• birthday&apos; = birthday &oplus; {name? &rarr; date?}

� p°ede�novává funkci birthday v bod¥ name? na novou hodnotu (za opertárotrem &oplus; m·ºe být i více-
prvková mnoºina)

(Více viz zroj...)

VDM

• zdroj: wen:Vienna Development Method

Skupina technik zaloºená na speci�ka£ním jazyce (VDM-SL).
Má variatnu VDM++, která podporuje objektov¥ orientované a �concurrent� systémy.
Umoº¬uje modelování na vysoké úrovni abstrakce a p°evod na implementaci pomocí zjem¥ní speci�kace (re�ne-

ment). Má spustitelnou podmnoºinu, kterou je moºné testovat.
Vydáno jako ISO standard 1996 (ten de�nuje ASCII syntax pro v¥ci, co jsou jinak popsány �matematickou� syntaxí).
Jazyk je hezky popsán ve wikipedii (wen:Vienna Development Method).

http://spivey.oriel.ox.ac.uk/mike/zrm/index.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Vienna_Development_Method
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Vienna_Development_Method
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22.3 Analýza algoritm·

• validace = �Are we building the right product?�

� nebo jinými slovy � jde o kontrolu, zda-li daný produkt odpovídá reálným poºadavk·m

• veri�kace = �Are we building the product right?�

� neboli � jde o kontrolu, zda-li daný produkt odpovídá výchozí speci�kaci

Hoareova logika

• wen: Hoare logic

• ...v p°íkladech by David Stotts (UNC)

• cílem je, aby se dala formáln¥ dokazovat korektnost program· pomocí rigorózních prost°edk· matematické logiky

• základem je Hoare triple, popisující jak kousek kódu zm¥nil stav výpo£tu � {P}C{Q}

� kde P a Q jsou assertions a C je p°íkaz. P nazýváme precondition, Q postcondition. Obojí jsou formule
predikátové logiky.

• Hoaerova logika (dále jen HL) obsahuje axiomy a odvozovací pravidla pro v²echny konstrukty jednoduchého
imperativního programovacího jazyka

• Standardní HL poskytuje pouze partial correctness, neboli °íká, ºe pokud p°ed provedením C platí P, pak po
jeho provedení platí Q, nebo C neskon£í. Existuje ale roz²í°ení poskytující total correctness.

Pravidla jsou:

• Empty statement axiom schema:

{P} pass {P}

• Assignment axiom schema:

{P [x/E]} x := E {P}

• Rule of composition:

{P} S {Q} , {Q} T {R}
{P} S;T {R}

• Conditional rule:

{B ∧ P} S {Q} , {¬B ∧ P} T {Q}
{P} if B then S else T endif {Q}

• While rule:

{P ∧B} S {P}
{P} while B do S done {¬B ∧ P}

• Consequence rule:

P ′ → P , {P} S {Q} , Q→ Q′

{P ′ } S {Q′}

• While rule for total correctness:

{P∧B∧t=z} S {P∧t<z} , P→t≥0
{P} while B do S done {¬B∧P}

Jak se to celé pouºívá je hezky vysv¥tleno tady, nebudu se to snaºit zreplikovat.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Hoare_logic
http://www.cs.unc.edu/~stotts/COMP204/senotes/L04.html
http://www.cs.unc.edu/~stotts/COMP204/senotes/proof1/main.html
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Dynamická logika

• viz wen: Dynamic logic (modal logic)

• Navrhl Vaughan Pratt v roce 1974

• Je roz²í°ením modální logiky zam¥°ené na dedukci o po£íta£ových programech (ov²em pozd¥ji se za£la vyuºívat
i jinde)

• Modální logika je charakteristická svými dv¥ma modálními operátory:

� �p � °íká ºe p platí vºdy

� ♦p � °íká ºe p m·ºe platit

∗ platí pro n¥ �p↔ ¬♦¬p a ♦p↔ ¬�¬p

• DL p°idává ke dvou term·m logik prvního °ádu (tvrzení a data) je²t¥ t°etí typ termu � akci

• Dynamická logika (dále jen DL) toto roz²i°uje p°idáním dvou modálních operátor· pro akce:

� [a], kde [a]p znamená, ºe po provedení akce a musí p platit

� 〈a〉, kde 〈a〉p znamená, ºe po provedení akce a m·ºe p platit

∗ op¥t samoz°ejm¥ platí 〈a〉p↔ ¬[a]¬p a [a]p↔ ¬〈a〉¬p

• DL umoº¬uje skládání akcí, pro jejich zápis se dá vyuºít notace regulárních výraz·:

� a|b .. provede se a nebo b

� a; b .. provede se nejprve a, pak b

� a∗ .. a se provede 0 nebo vícekrát

• Dále jsou k dispozici konstantní akce:

� 0 .. nic neud¥lá a neskon£í (aka BLOCK)

� 1 .. nic neud¥lá a skon£í (aka NOP)

• Krom defaultních jsou de�novány tyto axiomy:

� A1. [0]p

� A2. [1]p↔ p

� A3. [a|b]p↔ [a]p ∧ [b]p

� A4. [a; b]p↔ [a][b]p

� A5. [a∗]p↔ p ∧ [a][a∗]p

� A6. p ∧ [a∗](p→ [a]p)→ [a∗]p (s akcí n:=n+1 odpovídá matematické indukci)

� speciální axiomy

� A7. axiom schema [x := e]Φ(x) ↔ Φ(e), odpovídá p°i°azení z Hoareovy logiky. Tedy Φ(e) odpovídá �i ve
které jsou v²echny výskyty x nahrazeny výrazem e.

� A8. [p?]q ↔ p → q, kde p? je speciální akce de�nována ke kaºdému tvrzení taková, ºe p? odpovídá NOP
pokud je p true, jinak je to BLOCK. If p then a else b se dá tedy zapsat jako (p?; a)|(¬p?; b)

• x :=? znamená p°i°azení libovolné hodnoty do x, a tedy [x :=?] odpovídá obecnému kvanti�kátoru, zatímco
〈x :=?〉 odpovídá existen£nímu

{p}a{q} z HL se dá v DL zapsat jako p→ [a]q

Stejn¥ jako HL se v ní nedajá elegantn¥ vyjád°it konkurentní chování (zatímco sekven£ní se zapisuje hezky). To
ov²em jde v TL (temporální).

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Dynamic_logic_(modal_logic)
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Temporální logika

• viz wen:Temporal logic

• jestli n¥kdo v·bec nemá tucha o TL, tak tady je to celkem hezky popsané, i kdyº trochu del²í http://www.cs.utexas.edu/users/emerson/Pubs/handbook3.ps

• p°iná²í prvek £asu, pravdivost tvrzení se tedy m·ºe v závislosti na £ase m¥nit

� nap°íklad �mám hlad� je pravdivé jenom n¥kdy (t°eba te¤ ;), díky temporální logice m·ºeme být proto
p°esn¥j²í a °íct �budu mít hlad dokud se nenajím�

� p°ínos pro formální veri�kaci je z°ejmý � snadno m·ºeme zapsat tvrzení typu �kdykoli p°íjde poºadavek,
za°ízení m·ºe být zp°ístupn¥no, ale v ºádném p°ípad¥ nebude sou£asn¥ zp°ístupn¥no dv¥ma ºadatel·m�

• je n¥kolik variací � linear temporal logic (AKA LTL, existuje jen jedna £asová linie) a branching logic
(více moºných £asových linií = nedeterminismus, z°ejm¥ má stejnou sílu jako lineární)

• dva druhy operátor·

� logical operators (klasika: ¬,∨,∧,→)

� modal operators (operátory, které °íkají nap°íklad ºe �e musí n¥kdy v budoucnu platit, nebo ºe musí platit
odte¤ nafurt)

Modální operátory v LTL jsou následující (p°eloºeno z wikipedie):

Textov¥ Symbolicky Význam
Unární operátory:

N φ ◦φ Next: φ musí platit v p°í²tím stavu. (n¥kdy se pouºívá X)
G φ �φ Globally: φ musí platit od te¤ po°ád.
F φ ♦φ Finally: φ musí platit n¥kdy v budoucnu.

Binární operátory:
ψ U φ ψUφ Until: φ platí v te¤ nebo v budoucnu a ψ musí platit aº do té doby. Pak uº ψ platit nemusí.
ψ R φ ψRφ Release: ψ uvol¬uje φ jestliºe φ platí do první pozice ve které ψ platí (nebo navºdy, pokud taková pozice neexistuje).

Dalo by se zredukovat na dva z t¥chto operátor·, protoºe vºdy platí:

• F φ = true U φ

• G φ = false R φ = ¬ F ¬φ

• ψ R φ = ¬(¬ψ U ¬φ)

22.4 Petriho sít¥

• viz wen: Petri net

• Interactive Tutorials on Petri Nets

• matematická reprezentace diskrétních distribuovaných systém·

• vynalezl je Carl Adam Petri ve své Ph.D práci v roce 1962

• orientované bipartitní grafy ze dv¥ma druhy uzl· � místa a p°echody

• nedeterministické! (není p°esn¥ de�nováno ktery z moºných p°echod· se nastartuje)

Formáln¥: Petriho sí´ je p¥tice (P, T, F,M0,W ), kde:

• P je seznam míst

• T je seznam p°echod·

• F je seznam hran (ºádná hrana nesmí spojovat dv¥ místa nebo dva p°echody, tedy F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ))

• M0 : P → N je iniciální ozna£kování, v kaºdém míst¥ p ∈ P , existuje np ∈ N token·

• W : F → N+ je mnoºina váh hran, které kaºdé hran¥ f ∈ F p°i°azují n ∈ N+ které ozna£uje kolik token· je p°i
p°echodu danou hranou navazujícím p°echodem zkonzumováno, p°ípadn¥ kolik token· výchozí p°echod generuje

• stav sít¥ je vektor, kde v kaºdé poloºce je po£et token· aktuáln¥ obsaºený v míst¥ s p°íslu²ným indexem

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Temporal_logic
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/http://www.cs.utexas.edu/users/emerson/Pubs/handbook3.ps
http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_temporal_logic
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Petri_net
http://www.informatik.uni-hamburg.de/TGI/PetriNets/introductions/aalst/
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• dal²í vlastnosti

� state-transition list

∗ seznam postupn¥ navazujících p°echod· mezi moºnými stavy sít¥

� state-transition matrix

� reachability

∗ otázka, zda-li je daný stav dosaºitelný z výchozího. �e²í se pomocí kreslení grafu dosaºitelnosti (kde
kaºdý vrchol je moºný stav a hrana je p°echod mezi stavy). Graf se musi budovat do ²í°ky, protoºe
m·ºe být nekone£ný a tak bychom se p°i cest¥ do hloubky snadno mohli stratit ..

� liveness

∗ vlastnost p°echod·. Pokud je kaºdý p°echod Lk live, pak totéº m·ºeme °íct o síti jako celku.
∗ p°echod je:
· L0 live (AKA dead), práv¥ kdyº nem·ºe být �red (neexistuje �ring sequence která by ho obsahovala)
· L1 live, práv¥ kdyº m·ºe být �red
· L2 live, práv¥ kdyº pro kaºdé celé kladné k m·ºe být �red k-krát
· L3 live, práv¥ kdyº existuje �ring sequence kde je p°echod �red nekone£n¥
· L4 live (AKA live), práv¥ kdyº je p°echod v kaºdém dosaºitelném stavu L1 live

� boundedness

∗ sí´ je k-omezená, pakliºe v kaºdém dosaºitelném stavu má v kaºdém míst¥ vºdy nejvý²e k token·.
Petriho sí´ je ohrani£ená, pakliºe má její graf dosaºitelnosti kone£ný po£et vrchol·.

• moºná roz²í°ení

� barevné petriho sít¥ (tokeny je moºno rozli²ovat)

� prioritizované petriho sít¥ (p°echody mají priority)

• hierarchie petriho sítí

� state machine (kaºdý p°echod má 1 in a 1 out hranu => m·ºe vzniknout kon�ikt)

� marked graph (kaºdé místo má 1 in a 1 out hranu => m·ºe vzniknout konkurence)

� free choice (hrana je bu¤ jediná která vystupuje z místa, nebo jediná která vstupuje do p°echodu =>
m·ºe být kon�ikt i konkurence, ale ne najednou)

� extended free choice (taková, která se dá transformovat na FC)

� asymetric choice (konkurence i kon�ikt povoleny, ale ne asymetricky)

� petri net (v²ecko povoleno)

22.5 Vyjad°ovací prost°edky a metody návrhu IS

Celý název tématu: Vyjad°ovací prost°edky a metody (datové modelování, procesní modelování � funk£ní a dynamické)
strukturované analýzy a návrhu informa£ních systém·

Pro velkou provázanost zde popsáno spolu s konceptuálním modelováním, E-R schámaty a 3NF.

Spole£né zdroje:

• Konceptuální modelování a návrh databáze (slajdy VUT Brno; pdf)

Datové modelování

• wen: Data modeling

Zabývá se vytvá°ením datového modelu informan£ního sytému (na základ¥ poºadavk· zadavatele £i klienta).
Entity datového modelu reprezentují objekty reálného sv¥ta. Datový model m·ºe být r·zného typu, nap°. objektový
nebo rela£ní. Model se tá popisovat r·znými formalismy (nap°. pomocí teorie mnoºin a lambda kalkulu), dnes se
typicky pouºívá UML (model t°íd).

Konkrétnímu modelu n¥jakého typu se °íká instance modelu. Instance datového modelu m·ºe být t°í typ· (úrovní).
(Jde o mírn¥ historický pohled � ANSI, 1975):

• konceptuální model � popisuje doménu problému, vyjmenovává t°ídy entit a relace mezi nimi

• logický model � p°idává sémantiku (dle pouºité technologie, nap°. de�nuje sloupce tabulek nebo t°ídy OOmodelu)

http://www.fit.vutbr.cz/study/courses/DSI/public/pdf/nove/2_kmod.pdf
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Data_modeling
informan�n�ho
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• fyzický model � p°idává detaily fyzického uloºení (diskové oddíly, tablespaces, ...)

Idea rozd¥lení je, ºe úrovn¥ jsou relativn¥ nezávislé (nap°. konceptuální model m·ºe mít podobu ER-diagramu a
logický m·ºe být OO modelem), v ranné fázi modelování lze pracovat jen s konceptuálním modelem, pak zp°es¬ovat.

Viz také:

• #E-R schémata a jejich transformace do rela£ního modelu

• wen:Relational model

• UML (diagram t°íd)

Procesní modelování (funk£ní a dynamické)

Procesní modelování má vyuºití v r·zných p°ípadech. Modelujeme stávající procesy organizace, která poptává IS. V
tomto p°ípad¥ jde o deskriptivní procesní model, slouºí pro analýzu poºadavk·. Uºite£ný je i model popisující procesy
po nasazení IS (preskriptivní model). Dal²í vyuºití procesního modelování je v optimalizaci obchodních proces· (p°íp.
pouze k jejich dokumentaci).

Procesní model zachycuje procesy, je dobré aby alespo¬ hlavní proces m¥l de�nován cíl. Jednotlivé procesy zahrují:

• za£átek (iniciální aktivita; v aktivity diagramu UML plný puntík)

• aktivity (v UML zobrazeny jako obdelní£ky se se zakulacenými rohy)

• vstupy/výstupy (signály; obdélní£ek s levou/pravou stranou ve tvaru ²ipky doprava)

• rozhodování (koso£tvere£ek)

• (akté°i) (paná£ek)

• konec (kone£ná aktivita, m·ºe jich být víc; zakrouºkovaný puntík)

(V p°edm¥tu Vedení DB aplikací a jazyk UML jsme kreslili aktivity (i samotné procesy) jako obdélní£ky s ob¥ma
bo£ními stranami ve tvaru ²ipek.)

Pouºívané notace:

• wen:Business Process Modeling Notation (BPMN; by OMG)

• UML (activity diagram)

TODO: funk£ní vs. dynamické ??

Konceptuální modelování, databázové modelování, implementace

• Viz #Datové modelování.

E-R schémata a jejich transformace do rela£ního modelu

• wen:Entity-relationship model

Transformace

• odstran¥ní (rozepsání) sloºených a vícehodnotových atribut· (1NF)

• p°evod silných entit na tabulky (relace)

• p°evod relací:

� entity v relaci 1:1 lze reprezentovat jednou tabulkou

� relaci 1:N reprezentujeme pomocí cizího klí£e

� relaci M:N pomocí rela£ní tabulky

• reprazentace slabých entit pomocí tabulky a cizího klí£e (jako 1:N)

• moºnosti °e²ení dedi£nosti:

� tabulky pro nadtyp i podtypy

� tabulky jen pro podtypy s opakováním sloupc·

� v²e v jedné tabulce (+ rozli²ovací �ag)

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#E-R_sch�mata_a_jejich_transformace_do_rela�n�ho_modelu
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Relational_model
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Veden�_DB_aplikac�_a_jazyk_UML
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Business_Process_Modeling_Notation
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Datov�_modelov�n�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Entity-relationship_model
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Návrh rela£ních schémat v 3NF

• hezky a stru£n¥ popsané tady: Third Normal Form (3NF) (na James Cook University)

• a nebo jako obvykle � wen: Third normal form

• a nebo taky tady: Schema Re�nement and Normalization (na �ímské Univerzit¥)

• Armstrongova pravidla

� X je £ástí Y pak X -> Y

� X -> Y pak XZ -> YZ pro kaºdé z

� X -> Y a Y -> Z pak X->Z

1NF

• V²echny atributy jsou jednoduchého typu

• (Takºe t°eba atribut datum, který se skládá ze dne m¥²íce a roku to nespl¬uje).

2NF

• Pokud je v 1NF a pro kterýkoli wcs:kandidátní klí£ je kaºdý neklí£ový atribut závislý na celém tomto klí£i (nikoli
na jeho £ásti)

• (neboli ºádný neklí£ový atribut není závislý na £ásti klí£e; implikuje, ºe pokud v tabulce sloºené klí£e nejsou, je
tabulka ve 2NF)

• To nám zaru£uje, ºe v tabulce nebudou pohromad¥ nesouvisející v¥ci.

• p°íklad:

� (student_id, student_name, class_id, class_name) se závislostmi student_id->student_name a class_id-
>class_name není v 2NF (protoºe klí£ je [student_id, class_id] a nap°íklad student_name není na tomto
klí£i pln¥ závislé).

3NF

• Pokud je 2NF a kaºdý neklí£ový atribut je netranzitivn¥ závislý na kaºdém klí£i (neboli mezi neklí£ovými atributy
nesmí existovat jiná neº triviální závislost)

• Relace která není v 3NF se bude patrn¥ týkat více v¥cí a hrozí tedy aktualiza£ní anomálie.

• p°íklad:

� (class_id, instructor, o�ce) se závislostmi class_id->instructor, instructor->o�ce není v 3NF (protoºe of-
�ce je na klí£i class_id závislá tranzitivn¥ .. kdyº bude tedy instruktor p°i°azen více p°edm¥t·m, p°est¥huje-
li se, musíme v této tabulce zm¥nit v²chny záznamy o�ce s ním spojené)

• £asto v praxi sta£í

• na rozdíl od BCNF se uº nezabývá závislostmi mezi klí£i

BCNF

• wen: BCNF

• Pokud platí X->A a A není v X, pak X je klí£em.

• p°íklad:

� (s_id, s_name, c_id, c_name, date) s klí£í [s_id, c_id], [s_id, c_name], [s_name, c_id], [s_name,
c_name] a existují závislosti s_id->s_name, c_id->c_name není BCNF (protoºe nap°. klí£ový atribut
s_name je funk£n¥ závislý na klí£ovém atributu s_id z jiného klí£e).

• indikuje, ºe n¥které atributy se netýkají celku který je identi�kován klí£i (a tyto by m¥ly být jinde)

TODO (?):

• Dekompozice

• Syntéza

http://www.cs.jcu.edu.au/Subjects/cp1500/1998/Lecture_Notes/normalisation/3nf.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Third_normal_form
http://www.dis.uniroma1.it/~catarci/DBslides/Mod3L4/sld001.htm
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wcs:kandid�tn�_kl�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_BCNF
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22.6 Modely ºivotního cyklu softwarových systém·

• hlavní zdroj � Ian Sommerville � Software Engineering (konkrétn¥ 6tá edice, link vede na 8mou)

• Waterfall model

� postupn¥ se prochází p°esn¥ de�noványmi fázemi:

1. analýza a de�nice poºadavk·

2. design systému a softwaru

3. implementace a unit testing

4. integrace a testování systému

5. provoz a údrºba

� nevýhody

∗ ne�exibilní (teoreticky by se nem¥lo zp¥tn¥ zasahovat do ukon£ených fází)

� výhody

∗ v kaºdé fázi je dob°e de�nováno co se bude d¥lat a z £eho vycházet
∗ snaz²í pro management (uz na za£átku se dá rozumn¥ plánovat, ví se co se bude dít)
∗ dá se o£ekávat robustní návrh systému

• Evolutionary development

� idea je ud¥lat jednoduchou verzi systému, která bude následn¥ zp°es¬ována spolu s poºadavky uºivatele

� 2 typy

∗ exploratory development � snahou je spolu s uºivatelem postupn¥ prozkoumávat poºadavky a postu-
povat sm¥rem k cílovému systému (vºdy se ud¥lá to £emu v²ichni dob°e rozumí)
∗ throw-away prototyping � narozdíl od p°edchozího se tady zam¥°ujeme spí² na ²patn¥ speci�kované
£ásti systému a ty se snaºíme pomocí prototyp· lépe de�novat

� nevýhody

∗ ²patn¥ se kontroluje pr·b¥h procesu
∗ £asto vznikne ²patn¥ strukturovaný systém (£asté opravy a zásahy do p°edchozích £ástí, aby mohly být
ty nov¥ de�nované dod¥lány)
∗ £asto jsou pot°eba speciální nástroje

� výhody

∗ vyplatí se zejména u men²ích projekt· (mí¬ neº 100kloc)

• Formal systems development

1. poºadavky a speci�kace jsou detailn¥ popsány v n¥kterém formálním jazyku

2. dal²í kroky jsou nahrazeny postupnými transformacemi aº do podoby spustitelného kódu (postupn¥ jsou
tedy p°idávány detaily které zp°es¬jí speci�kaci a zárove¬ neporu²ují její predikáty)

� výhody

∗ jednotlivé malé kroky jsou snadno vystopovatelné
∗ �snadno� se dá dokázat správnost programu

� nevýhody

∗ pot°eba speciálních skill· (rozhodnot o následující transformaci je sloºité)

• Re-use oriented development

1. analýza komponent

2. úprava poºadavk· podle de�novaných komponent

3. design systému s vyuºitím komponent

4. vývoj ostatních pot°ebných £ástí a jejich integrace

� výhody

∗ redukce kódu který se bude psát (=sniºování rizika chyby)

� nevýhody

http://www.cs.st-andrews.ac.uk/~ifs/Books/SE8/index.html
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∗ výsledek nemusí 100% odpovídat výchozím poºadavk·m
∗ v p°ípad¥ vyuºítí COTS (Commercial O�-The-Shelf) komponent vzniká závislost na dal²ím vendorovi

• Incremental development

� my²lenka je umoºnit uºivateli u£init n¥která pot°ebná rozhodnutí aº v dob¥ kdy bude mít jasno

1. de�nice poºadovaných sluºeb systému, p°id¥lení priorit

2. de�nice po£tu jednotlivých inkrement·, rozd¥lení jednotlivých sluºeb k inkrement·m které se budou d¥lat

3. v kaºdém inkrementu se pak detailn¥ dospeci�kují sluºby které se budou d¥lat a prob¥hne jejich vývoj,
výsledek je nasazen k uºivateli

� ∗ v kaºdém inkrementu se m·ºe na danou £ást pouºít jiná metodika vývoje

• 1. v dal²ích fázích jsou pak nov¥ vzniklé inkrementy integrovány do stávajícího systému

� z této metody vychází extreme programming (kde jsou dané my²lenky dotaºené do extrému ;)

� výhody

∗ zákazník nemusí £ekat aº do konce, neº bude moct aspo¬ n¥co pouºívat
∗ zákazník m·ºe uplatnit u pozd¥j²ích inkrement· experience, kterou nabyde pouºíváním t¥ch p°edchozích
∗ men²í riziko celkového selhání
∗ nejd·leºit¥j²í £ásti systému jsou nejlépe otestované (byly vytvo°ené v ranných inkrementecha a s kaºdým
p°ír·stkem testovány znovu a znovu)

� nevýhody

∗ inkrementy mají být malé a m·ºe být sloºité na n¥ namapovat poºadavky customera
∗ n¥které komponenty budou vyuºívány mnoha £ástmi systému a zpo£átku nemusí být p°esn¥ vid¥t jejich
v²echny poºadované vlastnosti

• Spiral development

� místo popisu procesu jako sekvence ativit s backtrackingem zp¥t je vyuºito spirály

� kaºdá jedna oto£ka spirály se skládá ze £ty° sektor·:

1. stanovení cíl· aktuální smy£ky � identi�kace omezení a rizik, stanovení plán·

2. ohodnocení a redukce rizik (de�novaných d°íve)

3. vývoj a validace � výb¥r metody v závislostí na rizicích (pokud je riziko t°eba ²patné UI, budeme proto-
typovat)

4. plánování � revize oto£ky spirály a plány co dál

� na rozdíl od ostatních se v tomto modelu explicitn¥ pracuje s riziky

22.7 Plánování a °ízení projekt·

• hlavní zdroj � Ian Sommerville � Software Engineering (konkrétn¥ 6tá edice, link vede na 8mou)

� dal²í odkazy:

∗ wen: Program Evaluation and Review Technique

• project management je iterativní proces, který kon£í aº kon£í vlastní projekt (!)

v²e by se dalo popsat následujícím pseudokódem:

Establish the project constraints
Make initial assesments of the project parameters
Define project milestones and deliverables
while project has not been completed or cancelled loop

Draw up project schedule
Initiate activities according to schedule
Wait ( for a while )
Review project progress
Revise estimates of project parameters
Update the project schedule

http://www.cs.st-andrews.ac.uk/~ifs/Books/SE8/index.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Program_Evaluation_and_Review_Technique
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Renegotiate project constraints and deliverables
if ( problems arise ) then

Initiate technical review and possible revisions
end if

end loop

• Plán projektu

� úvod � cíle projektu a omezení
� organizace projektu � popis organizace týmu
� analýza rizik
� de�nice hw a sw poºadavk·
� dekompozice práce
� harmonogram projektu
� popis monitorování a reportingu

• milestone � ukon£ení n¥jaké podfáze projektu, vznikají p°i n¥m výstupy pro management

• deliverable � výstup který se p°edává zákazníkovi (speci�kace, design, ..)

• deliverable je milestone, ale milestone nemusí být deliverable (u milestone totiº m·ºe jít o n¥jaké interní doku-
menty)

• Rozvrhování projektu

• první rozvrh je vºdycky moc optimistický, je proto t°eba ho pr·b¥ºn¥ aktualizovat

• jde hlavn¥ o rozpad jednotlivých prací na aktivity a jejich rozvrhnutí tak, aby ty co mohou b¥ºeli paraleln¥ a
naopak navazovaly ty které jsou závislé

• ale d·leºitý není jenom £as, je pot°eba zajistit taky dostatek prost°edk· (a´ uº jde o lidi, nebo t°eba místo na
disku)

• nástroje

� activity graph � graf návaznosti aktivit (task = £tvere£ek, milestone = kole£ko, závislost = hrana)
∗ kritická cesta � nejdel²í cesta ze startu do cíle, její natáhnutí znamená natáhnutí projektu

� gannt chart (aka activity bar chart) � horizontální osa ukazuje £as, sloupe£ky pak jednotlivé tasky
∗ popisují stejnou informaci jako acivity graph
∗ dají se v nich líp znázornit rezervy task·

• �ízení rizik

• riziko = pravd¥podobnost ºe nastane n¥která neºádoucí událost

• základní rozd¥lení rizik

� project risks � rizika ohroºující plán £i zdroje projektu
� product risks � rizika ohroºující výkon nebo kvality vyvíjeného produktu
� business risks � rizika ohroºující organizaci nebo vlastní vznik softwaru

• risk management je op¥t iterativní proces, který se musí dít v pr·b¥hu projektu, nejen na za£átku (!)

• základní kroky risk managementu

� risk identi�cation � identi�kace moºných rizik (jako: technology risks, people risks, organisational risks,
tools risks, req. risks, estimation risks)

� risk analysis � zhodnocena pravd¥podobnost a dopad jednotlivých rizik
∗ nejde o p°esná £ísla, ale spí² rozsah psti (jako: very low .. < 10%, low .. 10 � 25%, moderate .. 25 �
50%, high .. 50 � 75%, very high .. > 75%)
∗ u dopadu podobn¥ (jako: catastrophic, serious, tolerable nebo insigni�cant)
∗ výsledkem je prioritizovaná (a pr·b¥ºn¥ aktualizovaná) tabulka rizik

� risk planning � výb¥r strategie °ízení kaºdého z rizik
∗ minimalizace psti.
∗ minimalizace dopadu
∗ p°ijmutí rizika (kdyº nastane, budu se s tím um¥t vyrovnat)
∗ p°esun rizika na n¥koho jiného (poji²t¥ní)

� risk monitoring
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Alokace zdroj·

• DOKON�IT

• kdyº máme p°ipraven rozpad práce na tasky, je pot°eba p°i°adit zdroje nutné k vykonání daného tasku

� tzn. t°eba i lidi (i kdyº ozna£ovat je za zdroje není moc hezké ;)

• ve velkých spole£nostech m·ºe být problém s pracovníky kte°í jsou specialisti � prodlouºení jeho práce na jiném
projektu m·ºe zasáhnout i do na²ich plán·

• ke znázorn¥ní se hodí vý²e popsané activity graphs a gant charts

Pouºití metrik

• cílem je získat pro n¥jaký atribut sw produktu numerickou hodnotu

� porovnávaním takových hodnot se dá sledovat nap°. vývoj kvality

• problém je ºe neexistují ºádné obecn¥ uznávané standardy a tedy ani roz²í°ené tooly

• p°íklady:

� po£et °ádek kódu

� po£et reportovaných chyb ve výsledném produktu

� po£et £lov¥ko-dní pot°ebných k vývoji komponenty

• wen: COCOMO = COnstructive COst MOdel � slouºí k odhadu po£tu £lov¥ko-m¥síc·, které bude vývoj sw.
produktu trvat

• control metrics � metriky asociované s procesem

� nap°. jak dlouho trvá odstran¥ní nalezeného defektu

• predictor metrics � metriky asociované s produktem

� nap°. po£et atribut· a operací t°ídy, nebo pr·m¥rná délka identi�kátor·

• extrení vlastnosti software se nedají p°ímo m¥°it

� jde t°eba o komplexnost £i pochopitlenost

• proto je snaha najít vztah mezi vnit°ními (velikost software) a vn¥j²ími metrikami

• k tomu je t°eba:

� p°esné m¥°ení interního atributu

� existence vztahu mezi tím co umíme zm¥°it a ext. atributem

� pochopení daného vztahu a jeho vyjád°ení v podob¥ vzorce nebo modelu

• proces m¥°ení

• fáze:

� výb¥r m¥°ení která se budou provád¥t � je t°eba v¥d¥t co chci zm¥°it

� výb¥r komponent k posouzení

� m¥°ení charakteristik komponent

� identi�kace m¥°ení vybo£ujících z °ady

� analýza vybo£ujících komponent

• klí£ové ov²em je nam¥°ená data zaznamenávat a mít k dispozici p°i dal²ích m¥°eních

• metriky produkt·

• dají se rozd¥lit na:

� dynamic metrics � m¥°ené na b¥ºícím programu

� statické metriky � m¥°ení n¥jaké reprezentace systému (program, dokumentace)

• p°íklady:

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_COCOMO
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� fan-in � po£et volání fce X (hodn¥ znamená ºe je fce úzce svázaná se zbytkem)

� fan-out � po£et fcí které jsou z fce X volané

� lenght of code � v¥t²í kód = komplexn¥j²í = náchyln¥j²í k chybám

� cyclomatic complexity � m¥°í komplexnost programu

� lenght of identi�ers � del²í = víc samovysv¥tlující = vy²²í £itelnost

� depth of conditional nesting � v¥t²í hloubka = hor²í srozumitelnost

� fog index � £ím del²í slova a v¥ty v dokumentu, tím je mén¥ srozumitelný (t°eba pro dokumentace)

�ízení kvality

• quality assurance � z°ízení frameworku organiza£ních procedur, které vedou k vysoké kvalit¥

• quality planning � výb¥r pat°i£ných procedur z daného frameworku a jejich adaptace pro speci�cký projekt

• quality control � de�nice a ustanovení proces·, které zaru£ují, ºe jsou procedury a standardy dodrºovány
vývojovými teamy

• o quality management by se m¥l starat nezávislý team

• quality management by m¥l být odd¥len od project managementu

� nem¥l by být tedy závislý na n¥jakých schedulech a budgetech

• ke kvalit¥ existuje sada standard· ISO 9000 (ISO 9000-3 se vztahuje p°ímo k sw. vývoji)

� ISO 9000 -> jeho instancí je Organisation quality process -> jeho instancí je Prject quality management

• dva typy QA standard·

� product standards

� process standards

• £aste jsou standardy povaºovány za zbyte£nou byrokracii (a kaºdý se snaºí najít d·vod pro£ nejsou v tom kterém
projektu pot°eba)

• jak lidi p°esv¥d£it?

� zapojit je do vývoje standard· � musí rozum¥t motivaci

� pr·b¥ºn¥ standardy aktualizovat podle aktuálních pot°eb

� poskytnout tooly pro podporu

• standardy dokumentace

• jsou d·leºité, protoºe dokumentace je jediná hmotná sou£ást vyvíjeného software

• jde o:

� document process standards � proces v n¥mº dokument vzniká

� document standards � de�nují strukturu dokument·

� document interchange standards � zaru£ují kompatibilitu dokument·

• quality planning

• musí de�novat co p°esn¥ vysoká kvalita znamená (coº je u sw n¥kdy sloºité � viz poºadavek na dobrou udrºo-
vatelnost)

� problém je, ºe výroba sw. je spí² kreativní proces, takºe hodn¥ záleºí na tom kdo to d¥lá

• quality plan by m¥l být as short as possible (jinak ho nikdo nebude £íst)

• je hodn¥ parametr· které je moºné optimalizovat (jako: safety, robustness, modularity, portability, usability,
e�ciency, lernability)

• quality control

• je pot°eba kontrolovat dodrºování stanovených standard·

� quality reviews � QA team kontroluje vybraný proces £i produkt

� automated software assessment � automatická kontrola metrik
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Stupn¥ zralosti sw. tým· (CMM)

• process improvement = porozum¥ní stávajicímu procesu a jeho zm¥na k lep²ímu

• W. E. Demming � po 2. sv¥tové válce pracoval na zlep²ování japonského pr·myslu � aplikoval statistickou
kontrolu proces· v pr·myslu .. a byl hodn¥ úsp¥²ný.

• proces má podobn¥ jako produkt charakteristiky, nap°:

� understandability

� visibility

� reliability

� maintainability

• process improvement má následující klí£ové fáze:

� process analysis

� improvement identi�cation

� proces change introduction

� process change training

� change tuning

• p°i snaze o zlep²ování procesu je klí£ové zjistit, co a jak m¥°it � GQM paradigm:

� Goals

� Questions

� Metrics

Capability Maturity Model

• vyvinut by Software Engineering Institute (na Carnegie-Mellon University, �nancuje to americké ministerstvo
obrany)

• p·vodní zám¥r bylo mít prost°edky k zji²t¥ní schopností potenciálního contractora, který bude n¥co d¥lat pro
US DoD

• klasi�kace sw. proces· na 5 úrovní:

� Initial level � neexistují efektivní manaºerské postupy a plány. Moºná jsou zformalizovány postupy, ale
není nijak kontrolováno jejich dodrºování.

� Repeatable level � existují formální manaºerské, QA i con�guration control procesy. Organizace je
schopna úsp¥²n¥ zopakovat projekty stejného typu jaké byly vykonány d°íve. Výsledek projektu ale závisí
spí² na konkrétních lidech, manaºerech.

∗ key process areas: sw. con�guration management, sw. QA, sw. subcontract management, sw. project
tracking and oversight, sw. project planning, requiremnts anagement

� De�ned level � organizace má proces dob°e de�novaný, takºe má základ pro kvalitativní zlep²ování.
Existují formální procedury ke kontrole dodrºování procesu.

∗ key process areas: peer reviews, intergroup coordination, sw. product engineering, integrated sw. ma-
nagement, training programme, organization process de�nition, organizatio process focus

� Managed level � je formáln¥ de�nován nejen proces, ale i program sb¥ru informací o probíhajících
procesech. Data o procesech a produktech jsou sbíráná a na jejich základ¥ probíhá zlep²ování.

∗ key process areas: sw. qualty management, quantitative process management

� Optimising level � organizace provádí pr·b¥ºný process improvement. Zlep²ování proces· ma plán i
budget a je implicitní sou£ástí vnit°ních proces·.

∗ key process areas: process change management, technology change mgmt, defect prevention

• dá se dob°e aplikovat na velkých organizacích (pro malé organizace m·ºe být uº p°íli² byrokratický)

• tento model má ale i své nevýhody:

� zam¥°uje se výhradn¥ na project management, ne na product development (nezohled¬uje moºnosti jako
prototyping, formální metody ..)

� v·bec se nezabývá analýzou rizik
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� není dob°e popsáno v kterých typech organizací se dá CMM vyuºít a kde uº moc ne

� organizace která spl¬uje 80% levelu 2 a 70% levelu 3 dostane po°ád level 1 rating (= k postupu je pot°eba
splnit 100%)

• p°i srovnání s ISO 9000 se dá °íct, ºe organizace na levelu 2 aº 3 jej spl¬ují, ale dá se najít i organizace na levelu
1 která ISu odpovídá. P°esto mnoho key areas s ISem koresponduje.

22.8 CASE systémy

• What is a CASE Environment? (na CMU)

22.9 T°ívrstvá struktura informa£ních systém·, klinet/server

• wen: Client-server architecture

22.10 XML a zna£kovací jazyky

• zdroje:

� wen: Markup language

� Slajdy z p°edná²ky o XML (podle mne by m¥l sta£it obsah 1. p°edná²ky)

22.11 Objektová analýza a návrh (UML)

22.12 Informa£ní bezpe£nost

http://www.sei.cmu.edu/legacy/case/case_whatis.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Client-server_architecture
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Markup_language
http://urtax.ms.mff.cuni.cz/~kato/temp/prg036/
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Opera£ní systémy (státnice)

Zdroje:

• The Hebrew University in Jerusalem Lectures Notes: The Hebrew University in Jerusalem

see also Opera£ní systémy (p°edm¥t)

23.1 Struktura opera£ního systému

• monolit (v²e v kernel mode)

• mikrokernel (client-server model)

• hybridní kernel (wen:Hybrid kernel ... n¥které sluºby kompatibility u NT jádra b¥ºí v user mode)

• layered system

� pouºíváno v Multicsu, dnes uº ne

� 6 vrstev: alokace CPU, pam¥´, p°ístup ke konzoli, IO, user démony, operátor

� kaºdá vrstva poºívala výhod abstrakce toho co bylo pod ní (pam¥´ová správa se nemusela starat o CPU a
tak...)

• virtuální stroje: uvnit° �virtual machine monitor�, který dal²ím vrstvám poskytuje n¥kolik £istých kopií hardware.
na tom pak m·ºe b¥ºet víc r·zných OS

architektura mikrojádra, abstrakce poskytované mikrojádry

• v kernel mode jen address space management, p°epínání vláken a ipc

• zbytek (�lesystémy, sí´ové protokoly, ovlada£e za°ízení) v userspace serverech, jen mají p°ístup k pam¥´ovým
rozsah·m svých speci�ckých za°ízení

• kdyº n¥jaký server zhu£í dá se restartovat

http://www.tldp.org/HOWTO/html_single/Implement-Sys-Call-Linux-2.6-i386/#AEN22 syscalls http://www.
cs.purdue.edu/homes/cs354/LectureNotes/CS354-part3.pdf

23.2 Virtuální stroje

P·vodn¥ pro IBM/360 � °e²ili multitasking pomocí virtuálního stroje. Dnes simulují bu¤ celý systém (VMWare), nebo
jen prost°edí pro jednu aplikace (Java Virtual Machine, .NET Common Language Runtime). Pouºití pro abstrakci
hardware, izolaci (nap°. p°i hostingu), provozování více OS na jednom po£íta£i.

wen:Popek and Goldberg virtualization requirements: virtualizace je moºná, jen pokud jsou v²echny instrukce které
závisí na stavu procesoru (nap° registrech ochrany pam¥ti) nebo ho m¥ní privilegované � tj. v²echny instrukce které
by se mohly tlouci p°edají nejd°ív kontrolu hypervisoru, který je m·ºe simulovat

Podmínky spl¬uje nap°íklad IBM/360. x86 tyto podmínky nespl¬uje, hodn¥ neprivilegovaných instrukcí je citlivých
� odhaluje stavy procesoru, nejde nap°íklad simulovat privilegovaný mód v user mode. Tohle poprvé vy°e²il VMWare
dynamickým p°ekladem, Intel i AMD p°edstavily roz²í°ení pro IA-32/64 i AMD64, které tohle °e²í.

Softwaru, který se stárá o to, aby aplikace, které b¥ºí v guest OS, ºily v iluzi, ºe b¥ºí na skute£ném stroji a ne na
tom virtuálním, se °íká hypervisor nebo také VMM (Virtual Machine Monitor).

Hypervisor m·ºe být typu I nebo typu II.
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http://www.cs.huji.ac.il/~os/material.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Opera�n�_syst�my
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Hybrid_kernel
http://www.tldp.org/HOWTO/html_single/Implement-Sys-Call-Linux-2.6-i386/#AEN22
http://www.cs.purdue.edu/homes/cs354/LectureNotes/CS354-part3.pdf
http://www.cs.purdue.edu/homes/cs354/LectureNotes/CS354-part3.pdf
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Popek_and_Goldberg_virtualization_requirements
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• Typ I b¥ºí p°ímo na skute£ném HW. P°i jeho implementaci je tedy t°eba starat se o hodn¥ low-level v¥ci a
sahat p°ímo na ºelezo (není k dispozici ºádná abstrahující vrstva). Na druhou stranu je to nejrychlej²í (ve smyslu
efektivity) zp·sob, jak d¥lat virtualizaci.

• Typ II je od skute£ného HW odd¥len opera£ním systémem a b¥ºí v n¥m jako (vícemén¥ oby£ejná) aplikace.
Takºe je o n¥co snaz²í ho napsat (máme k dispozici vrstvu, která abstrahuje úpln¥ low-level v¥ci), ale kaºdá
citlivá instrukce, která vyvolá trap, se musí propagovat p°es víc vrstev, a je to tedy pomalej²í neº typ I.

Docela p¥kn¥ je to popsané tady: OK Labs virtualization
Asi by bolo dobré vedie´ poveda´ aj nie£o napr. o JVM� ako tam vyzerajú in²trukcie (srandy ako výroba objetkov?

:-) ), JIT at¤...

23.3 Správa proces· a vláken, plánování

• vlákno má kontext procesoru: stavy registr·, stack

• proces má kontext pam¥ti (adresový prostor, data v n¥m), a prost°edí: terminál, otev°ené soubory, env, ...

proces m·ºe mít víc vláken, plánují se vlákna.
plánova£ ur£uje, které vlákno pustit dál. typické metriky:

• doba odezvy (u interaktivních proces·)

• propustnost (co nejvíc dokon£ených úloh za jednotku £asu)

• vyuºití procesoru (ne�ákat se)

• spravedlnost

o�-line plánování: mám pevný po£et proces·, vím jak dlouho pob¥ºí, nep°eru²uji je

• �rst come �rst served

• shortest job �rst: minimalizuje pr·m¥rnou dobu odezvy

on-line plánování

• procesy se objevují neo£ekávan¥, doba b¥hu neznámá

• plánuje se podle priority, vázanosti na IO, interaktivity, chování v minulosti (výpadky stránek)

• preemptivní: pot°ebuje podporu HW (£asova£), moºnost m¥nit plán na základ¥ nových informací

• context switch � p°epnutí na jiný proces/vlákno

metody:

• �rst come �rst served: nepreemptivní

• round robin: st°ídám vlákna v £asových kvantech, pak p°epínám � spravedlivé

• prioritní s více frontami a zp¥tnou vazbou: n¥které úrovn¥ FIFO, jiné RR, p°esouvám podle toho jak dlouho uº
b¥ºely

pro více CPU:

• kaºdý procesor má vlastní frontu

• mezi nimi vyvaºování zát¥ºe, zohledn¥ní vztahu proces·

real-time systémy:

• b¥h omezen reálným £asem dokon£ení � deadline

metriky (doba odozvy / spravodlivost / vyuzite cpu / priepustnost) inverzia priorit
multiCPU

• (ne-)distribuovane planovanie

• zviazanost procesov s cpu

realtime planovanie (soft/hard)

http://www.ok-labs.com/blog/entry/some-get-it-some-dont/
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23.4 Komunikace a synchronizace proces·, kritické sekce, synchroniza£ní
problémy a primitiva

Komunikace � posílání zpráv, p°ístup ke sdíleným dat·m
kritické sekce

• £ást programu která pot°ebuje exkluzivní p°ístup ke sdílenému prost°edku (typicky pam¥ti)

• (v kernelu £ást která nem·ºe být p°eplánovaná nebo p°eru²ena)

Synchroniza£ní primitiva:

• semafor: celo£íselná prom¥nná + fronta £ekajících proces·... m·ºe reprezentovat po£et volných/p°id¥lených pro-
st°edk·

• fronty zpráv: operace send + receive, receive blokuje kdyº není zpráva

• monitor: konstrukce programovacího jazyka, o²et°ující kritické operace; v monitoru m·ºe být jen jeden proces
najednou

• � vzájemn¥ ekvivalentní

synchroniza£ní problémy:

• ob¥dvající �lozofové

• producent-konzument

• holi£

memory model (kompilatory + optimalizacie multithread apliacii)
pipe / signaly (len jeden thread procesu � pthread_sigmask())
posielanie sprav, zdielanie pamati
kriticke sekcie (blokovanie ineho mimo CS, nekonecne cakanie, 1 proces v CS, bez predpokladov o cpu)
metody bez primitiv (dosledne striedanie, petersnovo riesenie)
aktivne cakanie (TSL, zakazanie prerusenia) | pasivne

• mutex, semafor, RWL, monitor, condition variable (wait(+mutex)|signal|bcast)

• fronty sprav (receive zablokuje bez spravy)

convoys, priority inversion, starvation & deadlock
nonblocking synchronizacia, okrem ferovosti aj

• wait free (vsetky skoncia v konecnom case)

• lock free (niektore)

• obstruction free (kazdy po konecnom pocte krokov � ak ostatne nic nerobia)

http://en.wikipedia.org/wiki/Lock_convoy

uváznutí a jeho °e²ení

Co�manovy podmínky

1. Výlu£ný p°ístup: prost°edek je p°id¥len výhradn¥ jednomu procesu

2. Neodnímatelnost: prost°edek nejde odejmout

3. Drº a £ekej: proces m·ºe zárove¬ drºet prost°edek a £ekat na dal²í

4. Kruhová závislost: procesy £ekají na prost°edky v kruhu

Prevence deadlock·: napadení jedné z Co�manových podmínek

• výlu£ný p°ístup: spooling (nap°. u tiskáren)

• neodnímatelnost

� jen tam kde jde bez následk· (procesor, pam¥´)

� v¥t²inou nejde bez selhání procesu
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• drº a £ekej: nutno ºádat o v²echny najednou, nebo p°ed dal²í ºádostí dosavadní prost°edky uvolnit

• kruhová závislost

� o£íslování prost°edk·, pak jde ºádat jen o prost°edky s vy²²ím £íslem

P°edcházení: zabránit realizaci v²ech podmínek

• banké°·v algoritmus: vím, co bude proces max. chtít k dokon£ení, bezpe£ný stav: jsem schopen pln¥ uspokojit
alespo¬ 1 proces, on mi pak svoje prost°edky vrátí

• sloºité rozhodování

• informace typicky nejsou dostupné

Detection & recovery: °e²ení deadlock·, aº nastanou

• graf závislostí + hledání cyklu

• pak odebrání prost°edku pod dohledem operátora

• nebo p°eru²ení cyklu zabitím procesu

• recovery:

� os ukládá stav proces·, p°i deadlocku se vrátí k savepointu a pustí je s jiným naplánováním

� transak£ní zpracování: abort + pustit znovu (typické pro databáze)

p²trosí algoritmus:

• p°edstíráme, ºe problém neexistuje

• kdyº uº nastane, vy°e²í ho za nás uºivatel

23.5 Podpora multiprocesorových systém·

• SMP: víc procesor·, stejná pam¥´ (multi-core procesory jsou taktéº SMP, ne vºdy v²ak ekvivalentní více proce-
sor·m � nap°íklad u intel core sdílí jádra L2 cache, u n¥kterých architektur dokonce n¥které koprocesory)

• NUMA: víc procesor·, pam¥´ je ale pro kaºdý procesor jinak dostupná (n¥kde pomalej²í)

• hyperthreading: jedno jádro, zdvojené £ásti co berou instrukce, takºe se jeví jako dva

cache coherency: zaji²t¥ní, ºe procesor namá ve své cache zastaralý obsah (zneplatn¥ný jiným procesorem)

1. co procesor zapsal, m·ºe i p°e£íst, pokud tam n¥kdo jiný mezitím nezapsal (chceme vºdycky)

2. pokud mezitím do pam¥ti zapsal procesor A, m·ºou to hned p°e£íst i ostatní CPU

3. zápisy musí být v daném po°adí: pokud do jednoho místa zapí²u hodnotu A a potom hodnotu B, £tení z
kteréhokoli CPU mezi tím musí nejd°ív ukázat A a pak B, nikdy naopak

postupy:

• snooping (bus sni�ng): °adi£ cache kouká na sb¥rnici, co kdo pí²e do pam¥ti, podle toho si invaliduje svoje
záznamy (cache bu¤ musí být write-through, nebo se pouºije n¥jaký model níºe)

• snar�ng: jako p°edchozí, ale rovnou si podle zápis· upravuje svoje cachovaná data

• directory-based: centrální seznam cachovaných blok· (pro velké systémy nad 64 CPU, kde není centrální sb¥rnice)

http://www.cmpe.boun.edu.tr/courses/cmpe511/fall2004/Mehmet%20Senvar%20-%20Cache%20Coherence%20Protocols.
ppt

modely:

• MSI � stavy Modi�ed/Shared/Invalid

� £tení: M/S � dodá data, pokud je v I, tak se ov¥°í jestli jinde není M (ta pak musí zapsat a p°ejít do S nebo
I)

� zápis: M � modi�kuje; S � musí °íct ostatním S, a´ si to vyndají; I � ostatní S musí vyndat, M zapsat

• MOSI

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:cache_coherency
http://www.cmpe.boun.edu.tr/courses/cmpe511/fall2004/Mehmet%20Senvar%20-%20Cache%20Coherence%20Protocols.ppt
http://www.cmpe.boun.edu.tr/courses/cmpe511/fall2004/Mehmet%20Senvar%20-%20Cache%20Coherence%20Protocols.ppt
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� p°idává stav Owned, kdy cache vlastní daný blok a dodává data ostatním cache

• MESI � Modi�ed (jen v této cache), Exclusive (jen v této cache, asi odpovídá hlavní pam¥ti), Shared (m·ºe být
i jinde), Invalid

� jde psát jen ve stavech M/E

� cache v M/E stavu musí poslouchat na v²echna £tení a dodávat sv·j obsah (M), nebo p°ejít do S (E)

� Read For Ownership (RFO) � broadcast signál indikující p°echod cache ze stavu S do E � ostatní si musí
blok p°ehodit do I

• MOESI

� Modi�ed: má aktuální data, ty v hlavní pam¥ti jsou stará, jiné cache nemají nic

� Owned: má aktuální data, ty v hlavní pam¥ti jsou stará, ostatní cache mohou mít data v Shared stavu

� Exclusive: má aktuální data, totoºná s hlavní pam¥tí, jiné cache nemají nic

� Shared: má aktuální data, m·ºou je mít i ostatní cache; aktuální data jsou i v hlavní pam¥ti, leda ºe by je
m¥la n¥jaká cache v Owned stavu

� Invalid: nemá nic, aktuální jsou bu¤ v hlavní pam¥ti nebo v jiné cache

NUMA

Bez cache coherence problematické pouºití, proto se pouºívá cache-coherent NUMA (ccNUMA), kdy radi£e cache mezi
sebou zaji²´ují koherenci. To zpomaluje zejména v situacích kdy na stejné místo sahá víc procesor· rychle za sebou,
takºe opera£ní systémy co to podporují alokují pam¥´ a procesory tak se takový provoz minimalizoval.

23.6 Mechanismus p°eru²ení v OS

see also Architektura po£íta£· a sítí#P°eru²ení

P°eru²ení p°edchází nutnosti pollovat za°ízení. Místo toho dá za°ízení signál procesoru, ten p°edá °ízení OS, který
uloºí stav aktuálního procesu, spustí obsluhu p°eru²ení (zji²t¥ní podle p°i°azeného IRQ kanálu, pak se pou²t¥jí rutiny
pro ovlada£e co tak jsou), a nakonec se vrátí k p·vodní £innosti.

P°eru²ení se dají maskovat, aby neru²ily (nap°. p°i obsluze jiných p°eru²ení).
P°eru²ení mohou být:

• asynchronní: vyvolané vn¥j²ím za°ízením

• synchronní: vyvolané p°ímo procesorem

� výpadek stránky, systémové volání (trap)

� chybná instrukce, d¥lení nulou (exception)

Aby o²et°ení p°eru²ení nezdrºovalo a zbyte£n¥ se neblokovaly dal²í události, je obsluha rozd¥lena na samotnou
obsluºnou funkci, která ud¥lá to nejnutn¥j²í, a dal²í zpracování (bottom half, softirqs, tasklets v Linuxu, deferred
procedure calls ve Windows), která se jen naplánuje na pozd¥ji a t°eba dál zpracovává p°íchozí data pro aplika£ní
programy.

DMA

see also Architektura po£íta£· a sítí#DMA (Direct Memory Access), wen:Direct memory access

Direct memory access: P°enos dat mezi za°ízením a pam¥tí se odehrává bez ú£asti procesoru, ten k n¥mu akorát
dá pokyn a na konci dostane p°eru²ením info ºe uº je hotovo. Procesor se tak nejen nemusí otravovat s kopírováním,
ale ani nemusí na za°ízení £ekat. Kopírování pak provádí bu¤ DMA °adi£ (ISA sb¥rnice), nebo za°ízení samo (bus
mastering u PCI). (P°i DMA je t°eba dát pozor na cache procesoru.)

D°íve DMA °adi£ £ekal na signál procesoru ºe je volná sb¥rnice, eventuáln¥ £íhal kdy ji nevyuºije nebo procesor
úpln¥ uspával. Dnes uº jsou sb¥rnice pro procesor/hlavní pam¥t (northbridge) a periferie (southbridge) odd¥lenéhttps:
//dsrg.mff.cuni.cz/pipermail/osy/2005-February/000148.html.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Architektura_po��ta��_a_s�t�#P�eru�en�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Architektura_po��ta��_a_s�t�#DMA_(Direct_Memory_Access)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Direct_memory_access
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Northbridge_(computing)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Southbridge_(computing)
https://dsrg.mff.cuni.cz/pipermail/osy/2005-February/000148.html
https://dsrg.mff.cuni.cz/pipermail/osy/2005-February/000148.html
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23.7 Správa periferií, ovlada£e za°ízení

OS kontroluje periferie a za°ízení, kód který je °ídí se ozna£uje jako ovlada£e za°ízení. Umoº¬uje p°istupovat k za°ízení
více aplikacím, a zárove¬ poskytuje abstrakci p°ístupu k nim.

Driver se skládá ze synchronní £ásti, volané kdyº aplikace po za°ízení n¥co chce, a £ásti asynchronní, volané kdyº
p°ijde p°eru²ení od za°ízení. Tyto £ást mezi sebou komunikují pomocí front a bu�er· � aby se v p°ístupu netloukly,
dovoluje opera£ní systém obsluhu p°eru²ení odloºit na pozd¥ji (bottom halves etc http://dsrg.mff.cuni.cz/~ceres/
sch/osy/text/ch04s01s01.php)

API: blokující funkce, asynchronní signalizace, signalizace chyb.
V Unixu za°ízení rozd¥lená na bloková za°ízení (náhodný p°ístup k adresám, cache, ...) a znaková (jen £tení/psaní,

bez cache). V Linuxu výpis za°ízení podle sb¥rnic, namatchování k driver·m.
Ovlada£e se dají p°ipojovat z b¥hu systému (.ko u Linuxu, .sys u Windows).
Scatter/Gather (vectored) I/O http://en.wikipedia.org/wiki/Vectored_I/O

23.8 Správa pam¥ti, hierarchie pam¥tí, segmentace, stránkování, strategie
alokace, odkládání

see Architektura po£íta£· a sítí#Pam¥´ová hierarchie, vyrovnávací pam¥ti

see Architektura po£íta£· a sítí#Stránkování

see Architektura po£íta£· a sítí#Segmentace

TLB � asociativní pam¥´, cachuje poloºky stránkovacích tabulek; p°i p°epínání adresových prostor· nutno spla-
chovat http://www.informit.com/articles/article.aspx?p=29961&seqNum=4

PAE� http://www.tldp.org/HOWTO/html_single/Implement-Sys-Call-Linux-2.6-i386/#AEN221 (aj s ukaz-
kou strankovacich tabuliek pre rozne kombinacie noPAE/PAE/4kB/4MB pages)

23.9 Sdílení pam¥ti mezi adresovými prostory, pam¥´ov¥ mapované sou-
bory

V Linuxu obsahuje blok sdílené pam¥ti (shmem) seznam v²ech proces·, které jej mají p°ipojený. Kdyº se proces po-
kusí pam¥´ pouºít, dojde k výpadku stránky, p°i jehoº °e²ení bu¤ alokuje novou stránku, nebo pouºije uº alokovanou,
existuje-li http://www.linux-tutorial.info/modules.php?name=MContent&pageid=293. Kdyº se stránky vyswa-
puje, tak je pot°eba opravit tabulky stránek pro kaºdý proces který ji pouºívá http://www.tldp.org/HOWTO/html_
single/Implement-Sys-Call-Linux-2.6-i386/#AEN220

P°i forku je pam¥´ proces· jen ozna£ená jako sdílená, pak se pouºívá copy-on-write.
mmap: soubor se namapuje do pam¥´ového prostoru aplikace, a ozna£í se jako vyswapovaný. Pak p°i p°ístupu do

pam¥´i dojde k výpadku stránky, kus souboru se nakopíruje do rámce a v pam¥ti a pouºívá se.
pomenovanie zdielanych oblasti
mmap / swap

• problemy (velkost suboru (nezaokruhlena na napr. 4kB) vs. velkost stranok)

23.10 Souborové systémy, souborové a adresá°ové sluºby, sí´ové souborové
systémy

Souborové systémy dovolují p°istupovat k v podstat¥ lineárnímu prostoru na za°ízení jako ke stromu adresá°· a
soubor·, °e²í p°ístupová práva, rozmíst¥ní soubor· na disku a tak. Soubory mají r·zné atributy, moderní �lesystémy
mají ºurnálování, aby se p°ede²lo nutnosti v²echno kontrolovat p°i výpadku. P°íklady: FAT, ext2, NTFS.

Souborové a adresá°ové sluºby: ?
Sí´ové souborové systémy: problémy se zamykáním a stavovostí

see also Distribuované systémy#NFS, AFS, CODA, ...

• NFS � funguje p°es RPC, je bezestavový, problémy v¥t²inou ignoruje; NLM � zamykání; od verze 4 NFS stavový

• SMB

• AFS � hodn¥ server· v jedné struktu°e, lokální cache (kde se provádí v²echny zm¥ny, po zav°ení se to nakopíruje
zpátky); server o cache ví, a kdyº se v souboru n¥co zm¥ní tak klienta upozorní

• Coda � dá se operovat i o�-line, replikace, odolnost proti výpadk·m, ob£as nutno °e²it kon�ikty

http://dsrg.mff.cuni.cz/~ceres/sch/osy/text/ch04s01s01.php
http://dsrg.mff.cuni.cz/~ceres/sch/osy/text/ch04s01s01.php
http://en.wikipedia.org/wiki/Vectored_I/O
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Architektura_po��ta��_a_s�t�#Pam��ov�_hierarchie,_vyrovn�vac�_pam�ti
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Architektura_po��ta��_a_s�t�#Str�nkov�n�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Architektura_po��ta��_a_s�t�#Segmentace
http://www.informit.com/articles/article.aspx?p=29961&seqNum=4
http://www.tldp.org/HOWTO/html_single/Implement-Sys-Call-Linux-2.6-i386/#AEN221
http://www.linux-tutorial.info/modules.php?name=MContent&pageid=293
http://www.tldp.org/HOWTO/html_single/Implement-Sys-Call-Linux-2.6-i386/#AEN220
http://www.tldp.org/HOWTO/html_single/Implement-Sys-Call-Linux-2.6-i386/#AEN220
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Distribuovan�_syst�my#NFS,_AFS,_CODA,_...
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LDAP

• DN (CN + RN), atributy (+schema), X.500, TLS...

open => syscall

• copyfn z userspace

• najst volny fd

• �lp_open

� open_namei => dentry

∗ zacne v root/pwd (fsystem+dentry)
∗ prehladava dentry_cache, potom realdentry (disk?), pokial moze, po komponentoch
∗ (prechod medzi fs?)

� dentry_open(dentry, mnt)

• ulozit fd do �les

23.11 Informa£ní bezpe£nost a základy ²ifrování

ruzne crypto-loopy, ssl, pam, acl, capabilities a tak
hash
sifrovanie

• asymetricke (RSA, di�e-hellman)

• symetricke

podpisovanie
autentikacia / autorizacia

23.12 Sí´ové sluºby OS

sockety, RPC.
P°i zpracování paket· je ºádoucí zabránit zbyte£nému kopírování � nechávat místa okolo pro hlavi£ky.

• packet �ltering � iptables a kamarádi

• packet scheduling � r·zné fronty na výstupu (SFQ, priority, HTB)

Aplikace: sí´ové �lesystémy, load balancing, clustery
sockety

• socket+bind / connect

� PF_UNIX, PF_INET, PF_NETLINK; SOCK_DGRAM, SOCK_SEQPACKET, SOCK_RAW

• listen(backlog) + accept

• send(to,msg)/recv(from,msg)

• select(rd,wr,xcept,timeout), poll(fds,timeout)

RPC

• XDR => skeletony+stuby (rpcgen)

• portmapper (cislo sluzby+verzia => port)

kopirovanie paketov (=znizeny vykon)

• data dispatching / smart hardware

iptables (dorucovanie, forwardovanie, zahadzovanie paketov, maskarada)
scheduling

• Stochastic Fair Queue (per process queue+round robin; hashovanie do queues+obcas zmena h)

• token bucket
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� ked treba ohlidat bandwidth; �owu priradeny bucket

� odoberanie tokenov ked odosiela data, pravidelne pridavanie

� velkost bucketu = �uctuation limit

• class based ???

• random early detection

� pre TCP a spol. � ked sa zaplna, pakety su zahadzovane s vacsou pst. => lepsi �ow control (early warning)

sietove �lesystemy / load balancing / clustery
NFS

• architektura (protokoly, hlavne operacie)

• obsah �le handle v NFS

� fs identi�er, node #, generation # (nedostupne z userspace) => export iba celeho FS � nie subtree

• close-to-open cache consistency

� uplne sync narocna => nerobi sa

� pri zatvarani suboru sync, close() moze vratit chyby servera

∗ potom sa vezme getattr() � ak rovnake ako pri dalsom open, cache sa vyuzije (inak zahodi)

� cache atributov a/alebo dat sa da zakazat

• problemy bezstavovosti (testovanie pristupovych prav, mazanie otvorenych suborov, zamykanie suborov) + rie-
senia

� read pomocou gen#

� append � malo casty, nedolezity



Kapitola 24

Distribuované systémy

zdroje

• Middleware a Middleware notes

• Principy distribuovaných systém· a jejich prezentace

• http://www.kiv.zcu.cz/~ledvina/Prednasky-DS-2007/

24.1 Pozadavky

Komunikace, zasílání zpráv, RPC. Skupinová komunikace, virtuální synchronie, doru£ovací protokoly. Middleware
(klasi�kace, protokoly, RMI, EJB, CORBA, DCOM, SOAP, ...). Logické hodiny a jejich synchronizace. Distribuované
synchroniza£ní algoritmy. Distribuovaný konsensus. Distribuované sdílení pam¥ti, konzisten£ní modely. Souborové a
adresá°ové sluºby, distribuované souborové systémy (NFS, AFS, CODA, ...), replikace. Distribuovaná správa prostor·
jmen, identi�kace objekt· a p°ístup k nim, sluºby (LDAP, JNDI, CORBA Namig/Trading). Procesy v distribuovaném
prost°edí, migrace proces·, vyvaºování zát¥ºe, zablokování.

24.2 Komunikace

Zasílání zpráv

V distribuovaném prost°edí je hromada problém· se sdíleným adresním prostorem -> komunikace pomocí zpráv
nespolehlivý unicast � to co nám dává hardware, po£ítáme s best e�ort

• v IPv4 se pakety mohou na routerech fragmentovat po cest¥, v ipv6 vyrazí s n¥jakou délkou a s tou i dorazí
(pokud po cest¥ n¥jaká £ást sít¥ neumí danou délku p°enést, tak je zahodí).

Spolehlivý unicast

chceme aby nám p°i²el kaºdý paket a p°i²el nám jen jednou (exactly once sémantika)

• ochrana proti po²kození (duplikace, checksums, parita, k°íºová parita, CRC)

� forward error correction � kdyº zjistím po²kození, dopl¬uji dal²í opravné informace

• ochrana proti ztrát¥ � potvrzování

• ochrana proti duplikaci � unikátní ID paket· (p°i TCP handshake se dohodne náhodné po£áte£ní a pak roste)

• jiné problémy � kdyº jedna strana spadne, zapomene jaká £ísla paket· poslala atd

TCP � emuluje stream, pakety jsou £íslované, mají dvoubajtový kontrolní sou£et

�ow/congestion/etc

�ow control ochrana proti ucpání p°íjemce; °e²í se posíláním ��ow control window� po£et/velikost zpráv, které
p°íjemce m·ºe dál seºvýkat, posílaný v ACK zprávách

congestion control ochrana proti ucpání sít¥; �congestion control windows� si upravuje p°íjemce podle toho jak se
mu ztrácí zprávy

Poºadavky na real time/propustnost (soft � v¥t²inou spln¥ny, hard � spln¥ny vºdy) musí být garantovány hard-
warem, nad tím se pak dá zajistit rezervace
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http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Middleware
http://dsrg.mff.cuni.cz/~ceres/sch/mwy/notes.php
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Principy_distribuovan�ch_syst�m�
http://ulita.ms.mff.cuni.cz/pub/predn/PDS/PDS.ppt
http://www.kiv.zcu.cz/~ledvina/Prednasky-DS-2007/
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• throughput � propustnost (mnoºství dat za jednotku £asu)

• latency � jak dlouho to trvá (doba na one way trip nebo roudtrip)

• jitter � rozptyl latence (výkyvy latence, dobré pro stanovení rozumné stanovení velikosti bu�er· streamových
aplikací)

Protokol RSVP (reservation protokol)

• odesílatel posílá Path zprávy, aby dal najevo uzl·m po cest¥ ºe je tam n¥jaká session co n¥co chce

• p°íjemce posíla opa£ným sm¥rem Resv zprávy, aby vyzna£il cestu dal²ím sm¥rem a dal najevo co se má rezervovat

RTP (Real Time Protocol) p°ená²í real-time data, k n¥mu je RTCP (Real Time Control Protocol) se statistickými
zprávami, ze kterých se vyhodnocují jitter, latency a asi i troughput

RTSP (Real Time Streaming Protocol) pouºívá se k dohadování streamingu, nep°ená²í data, ovládá t°eba RTP,
který ty data nese.

Multicast

Zpráva jde k více p°íjemc·m, ale posílá se jen jednou. (Broadcast � ke v²em uzl·m v síti).
V TCP/IP se k ohla²ování p°íslu²nosti k multicast skupinám pouºívá IGMP (Internet Group Management Pro-

tocol). Router s numericky nejniº²í IP v kaºdém segmentu periodicky posílá Membership Query, uzly odpovídají
Membership report. Uzly, které opou²tí nebo p°ichází do skupiny posílají State Change Report Dal²í protokoly °ídí
routování multicast zpráv.

spolehlivost:

• sender initiated protocols � odesílatel ví o v²ech p°íjemcích, ti mu posílají co p°i²lo; kdyº je p°íjemnc· moc máme
ACK implosion problem

• receiver initiated protocols � p°íjemce ví, co má p°ijít, jinak posílá NAK; kdyº má hodn¥ p°íjemc· problémy,
máme NAK implosion problem

� dá se °e²it pomocí posílání NAK multicastem a £ekáním náhodný interval, jestli uº n¥kdo neposlal NAK
d°ív

• stromov¥, pak node posílá lokální ACK (pro �ow control) a agregované ACK (kdyº uº p°ide ACK od v²ech pod
ním, kv·li zapomínání poslaných paket·)

• kruh s tokenem � uzel s tokenem posílá ACK odesílateli, uzly bez tokenu posílají NAK uzlu s tokenem

� Nap°.Reliable Multicast Protocol. P°íjmci v logikém kruhu, jeden uzel má token. Odesílatel po²le
multicastem zprávu, uzel s tokenem po²le multicastem ACK spolu s globálním po°adím zprávy. Ostatní uzly
mohou poslat NACK (s ozna£ením preferovaného p°íjmece s tokenem??). Kaºdá zpráva obsahuje lokální
po°adové £íslo. Token se p°edává po poslání ACK, ten, kdo p°ebírá token ho nem·ºe p°evzít, dokud nedoru£il
v²echny zprávy s niº²ím po°adovým £íslem.

interfacy:

• blokující &times; neblokující (s callbackem nebo pollováním)

• synchronní (dokon£ení operace znamená ºe p°íjemce zprávu p°ijal) &times; asynchronní (operace se vrátí
hned po odeslání)

• Pozor, m·ºe být nap° asynchronní a blokující akce (nap°, pokud jsou plné odesílací bu�ery), není to nesmysl...
Stejn¥ tak m·ºe být podle n¥jakého výkladu synchronní neblokující akce � nap° s callbackem, za dokon£ení se
po£ítá aº provedení callbacku.

RPC

My²lenka je v tom, ºe na klientu se zavolá funkce, která se provede na serveru. Realizace je nakreslená ve skriptech
na PDS,

• Nejprve se vygeneruje UUID rozhraní

• Programátor dodá de�nici rozhraní (interface de�nition �le)

• IDL kompilátor ud¥lá header, co se naincluduje do klienta i serveru

• IDL kompilátor taky ud¥lá klientskou a serverovou £ást, která se stará o komunikaci (client stub, server skeleton)



24.3. SKUPINOVÁ KOMUNIKACE 129

• Programátor dodá implementaci serverové £ásti

• Celé se to zkompiluje a slinkuje.

• Server si zaregistruje u n¥jakého directory serveru to, ºe d¥lá tenhle servis

• Klinet se rozb¥hne, kdyº si chce zavolat RPC, tak

� Normáln¥ zavolá fci.
� Vygenerovaný Stub si vytvo°í zprávu (marshaling), p°edá jádru jádro, look-upne sluºbu na directory serveru,
p°edá jí jádru serveru, to ji dá skeletonu, ten si ji rozbalí (unmarshaling), a putuje to podobn¥ zp¥t.

• marshalling / unmarshalling � balení a rozbalování parametr· funkcí do zpráv

• rozhraní m·ºe být i ze signatury v �normálním� jazyce, jen s n¥jakými dopl¬ujícími informacemi

� IDL � popisuje rozhraní funkcí, z n¥j se pak generují skeletony a stuby; pak mapování do jazyk·

• varianta s objekty � máme proxy objekty u klienta a servanty na serveru. Implementace tohohle objektovýho
cirkusu je t°eba RMI.

Paralelizace na serveru

• single threaded

• thread per connection

• per request

• thread pool (²et°í se overhead na vytvá°ení vláken)

24.3 Skupinová komunikace

Posílání zpráv od jednoho odesílatele více p°íjemc·m. Problémy

• Atomicita (v²em nebo nikomu)

• Synchronizace (n¥jaké po°adí)

• Adresování (adresování skupin)

• Technické °e²ení (multicast, posloupnost unicast·, broadcast?)

Otev°enost skupin

• Uzav°ené (posílat mohou jen £lenové)

• Otev°ené, posílat m·ºe kdokoliv

Uspo°ádání skupiny

• Rovnocené

• Hierarchické

• S koordinátorem

Virtuální synchronie

Group view � mnoºina uzl· ve skupin¥ (téº group membership, delivery list, etc). Zna£í se L (globální), Li (lokální
verze procesu i), Lx (verze pohledu x), Lix

Algoritmus spolehlivého doru£ování je virtuáln¥ synchronní, kdyº:

1. v²echny uzly ve skupin¥ udrºují stejný L

2. pokud je zpráva m odeslána skupin¥ s Lx p°ed zm¥nou na Lx+1

• bu¤ m doru£í v²echny uzly z Lx p°ed provedením zm¥ny na Lx+1

• nebo ºádný uzel z Lx, který provede zm¥nu na Lx+1, zprávu m nedoru£í

Virtuální synchronie vlastn¥ °íká, ºe pokud n¥kdo p°ibude nebo odejde ze skupiny, tak se v²echny uzly shodnou na
tom, které zprávy byly odeslány p°ed touto zm¥nou, a které po ní.

P°itom nemusí platit, ºe p°ijetí zprávy £lenem L implikuje doru£ení v²em £len·m L (nespolehlivost, havárie odesí-
latele).

Kdyº se uzly B a C dozv¥dí, ºe uzel A p°estal být £lenem jejich skupiny, uº od n¥j pak nem·ºou p°ijímat skupinové
zprávy.
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doru£ovací protokoly

Rozli²ením mezi p°ijetím a doru£ením zaru£ují n¥jaký typ uspo°ádání, nej£ast¥ji kauzální uspo°ádání

• Source ordering � zprávy vyslané jedním uzlem dojdou v po°adí, vjakém byly odeslány

• Causal ordering � zprávy dojdou podle se°azené podle kauzální závislosti

• Total ordering � v²ichni ú£astníci komunikace vidí zprávy v n¥jakém, ale stejném po°adí pro v²echny

Doru£ování zaji²´ující uspo°ádání zpráv

• My²lenka je v rozd¥lení p°ijetí a doru£ení zprávy. Ikdyº zprávu fyzicky mám, logicky jí nedoru£ím, dokud není
správný £as...

Kauzální doru£ování pro jednu skupinu

• Vektorové hodiny pro kaºdou zprávu a kaºdý proces (dékla je po£et proces· ve skupin¥). U proces· nastaveny
na za£átku na samé nuly.

• P°i odesíláni zprávy si svoji sloºku vektoru zvednu o jedna, a sv·j stav vektorových hodin p°ibalím ke zpráv¥

• Po p°ijetí zprávu pozdrºet, dokud zna£ka ve zpráv¥ nebude

� V hodnot¥ náleºeící odesílateli o jedna men²í, neº má p°ijímající proces (mám p°ede²lé zprávy od n¥j)

� V ostatních hodnotách men²í nebo rovna neº hodnoty co má k dispozici p°ijímající vektor (kauzální závislost
na ostatních)

Kauzální doru£ování pro p°ekrývající se skupiny

• Totéº, ale posílaji se vektory vektorových hodin (s kaºdou zprávou v£echny vektory skupin, ve kterých je odesi-
latel)

• Musí být zaru£ena kauzalita vzhedem ke skupin¥, kam to je poslané

• Pro v²echny ostatní skupiny, jihº je p°íjemce £lenem, musí být také zaru£ena kauzalita.

Total Order protokol

• Odesílatel roze²le zprávu, v²ichni mu na ni odpov¥dí zprávou s timestamp, kdy ji dostali a odesilatel ode²le
�naliza£ní zprávu s nejpozd¥j²í £asovou známkou, (se známkou toho, kdo ji dostal nejpozd¥ji). Tento nejvy²²í
£as, který v²echny procesy dostanou ve �naliza£ní zpráv¥ je £as, kdy mohou zprávu doru£it.

Spolehlivé doru£ovací protokoly

záplavový algoritmus p°i kaºdém p°ijetí zprávy, kterou uzel je²t¥ nevid¥l, ji po²le v²em ostatním � spolehlivé a
neefektivní

algoritmus s potvrzováním

• ps odesílatel, pr (z L) je p°íjemce, px uzel co havaroval

• ps ode²le zprávu v²em v L, schová ji dokud nedostal ACK od v²ech, nebo neº nazná ºe zhavarovali

• pr po p°íjmu ode²le ACK ps, zprávu si schová neº zjistí ºe v²ichni ostatní p°ijali

• jestliºe pr zjistí, ºe ps havaroval, ode²le zprávu v²em z L, o nichº neví, ºe ji dostali

Jak pr zjistí které uzly zprávu p°ijaly?

• T°eba tím ºe se ACK posílají taky v²em � neefektivní, pokud se to stejn¥ ned¥lá broadcastem nebo multicastem

• Ack se dají nalepovat na jiné zprávy, a vyuºitím kauzality � p°i korektním kauzálním doru£ování jsou potvrzení
tranzitivní

� D m·ºe z p°íjmu a, b+ACK(a), c+ACK(b) odvodit, ºe B p°ijal a, a C p°ijal a i b

� z p°íjmu b+ACK(a), c+ACK(b) m·ºe D odvodit, ºe B p°ijal a, C p°ijal a i b, a taky ºe A poslal a (a
vyºádat si jeho resend)
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====== Trans algoritmus ====== Uzel si udrºuje kauzální graf zpráv které p°ijal a je²t¥ je nemají v²ichni, z
do²lých potvrzení si vypo£ítává dal²í, p°eposílá zprávy od kterých dostal NAK, detekuje stabilní zprávy. Na protokol
se dá hled¥t tak, ºe posouvá stable line grafem kauzální závislosti. Kaºdý uzel si udrºuje jen graf zpráv, které p°ijal
ale je²t¥ nejsou stabilní. Z toho plyne, ºe kdyº n¥kdo zhavaruje a zpráva se nestane stabilní, m·ºe mít neomezenou
pam¥´ovou náro£nost. Je tedy pot°eba doplnit o £lenství ve skupinách � transis algoritnus

====== Transis algoritmus ====== spolehlivý kauzální multicast + £lenství ve skupinách. P°i pomalé odpo-
v¥di vyhodí uzel ze skupiny, ten se pak musí vrátit explicitn¥.

Zaloºeno na konzistentních zm¥nách pohled· a doru£ování v rámci pohled·.

• P°i detekci havárie procesu p zpráva FAULT(p)

• kauzální hranice pohledu � vynutí doru£ení kauzální p°edcházejících zpráv, pozdrºí zprávy následující (doru£í se
aº v Lx+1)

• dv¥ havárie zárove¬ � spole£ná hranice

• kauzální doru£ení zpráv havarovaného procesu vzhledem ke zm¥n¥ pohledu

� zprávy odeslané kauzáln¥ p°ed zji²t¥ním havárie se doru£í v Lx

� zprávy odeslané konkurentn¥ se zji²t¥ním havárie se zahodí

� zprávy odeslané kauzáln¥ po zji²t¥ním havárie se zahodí

====== ISIS protokol ====== Maticové hodiny � kaºdý proces si udrºuje vektor s odeslanými zprávami (sem
si uklada, pri prijeti nejake dalsi zpravy od prijemce cas odelsani posledni zpravy od nej, kterou prijemce odstal), a
zárove¬ vektory co mu do²ly od v²ech ostatních. Z toho zjistí které zprávy uº mají v²ichni (a jsou stabilní).

Zaru£ení synchronie: kdyº se proces dozví o novém pohledu, roze²le v²echny nestabilní zprávy a potom potvrzení
instalace (�ush message), kdyº pak dostane �ush od kaºdého procesu, m·ºe nový pohled nainstalovat. Kaºdý proces
si udrºuje seznam �havarovaných� proces· dle aktuálního pohledu, ten se posílá se zprávami a sjednocuje p°i p°íjmu.
Zprávy od havarovaných se zahazují.

°azení zpráv

• source ordering � zprávy jednoho odesílatele dorazí v takovém po°adí v jakém je poslal

� sta£í sekven£ní £íslování lokáln¥ odesílatelem

• causal ordering � zprávy o události dorazí p°ed zprávami o jejích následcích

� pomocí vektorových hodin (see #Vektorové hodiny)

• total ordering � v²em p°íjemc·m p°ijdou v²echny zprávy ve stejném po°adí

� sériová £ísla zpráv vydává centrální autorita

24.4 Middleware

Midleware je software umoº¬ující nebo usnad¬ující b¥h aplikací n¥jakým zp·sobem rozloºných po více po£íta£ích...

Klasi�kace

p°evzato z V�E, berte s rezervou :-)

• communication middleware � zaji²´uje p°enos zpráv, vzdálené vykonávání kódu a tak podobn¥

� synchronní � RPC, RMI (Remote Method Invocation) � SunRPC, DCOM, CORBA, Java RMI, SOAP

� asynchronni � Message-Oriented Middleware

• data management middleware � p°ístup k dat·m

� Remote Database Access � ODBC, JDBC, ADO.NET

� Remote File Access

• platform middleware � b¥hové prost°edí

� Transaction (Processing) Monitor (TPM) � zaji²´uje transakce � EJB � Java Transaction Service

� Object Request Broker (ORB) � RPC v objektovém prost°edí (+ life cycle services, naming services, ...)

� Message Broker � zaji²´uje doru£ení zpráv a tak (JMS � Java Message Service)

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Vektorov�_hodiny
http://nb.vse.cz/~GALA/4it410/sylaby/4it410-sp-middleware.pdf
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� Application Server � kontejnery, které zaji²´ují standardizované sluºby pro aplikace (CORBA, .NET, J2EE
EJB � perzistence, transakce, kontrola soub¥ºných p°ístup·)

jiná struktura, podle lokiho

• messaging

• RPC

• data access

• kontejnery

Protokoly

Moc nevím, co tím myslely, moºná t°eba v¥d¥t co a k £emu jsou (uº d°ív popsané), které midleware m·ºe pouºívat

• Reliable Multicast Protocol

• Resource Reservation Protocol

• Realtime Protocol

• Realtime Streaming Protocol

• RPC

Tohle tu bylo, ale podle m¥ je protokol jen SOAP. MPI je knihovna (rozhraní) a .NET Remoting je buhvico, ale
asi ne protokol...

• SOAP � zaloºené na XML, ur£ené pro web services (zpráva obsahuje hlavi£ky pro routující systémy a t¥lo pro
koncového p°íjemce)

• MPI (Message Passing Interface) � C/C++/Fortran knihovna (rozhraní) pro psaní paralelních aplikací komuni-
kující pomocí zasílání zpráv, zprávy mají de�novaný formát, jsou p°enositelné, umí p2p, ale i skupinové metody
broadcast, scatter, gather, reduce volitelnou funkcí). Komunikující procesy rozd¥luje do skupin...

.NET Remoting

Objektové RPC (podobné Java RMI). Hlavní idea je komunikace mezi doménami (r·znými aplikacemi), spojením se
sí´ovými sluºbami je pak jedno, jestli aplikace b¥ºí na jednom PC a povídají si p°es pam¥´, nebo jestli b¥ºí na jiných
strojích a posílají si zprávy.

• Marshaling pouºívá tzv. data sink. Sink je interface, který zaji²´uje zabalení zprávy (dostane objekt vyplivne
stream dat). Jsou p°edimplementované 2 sinky (binární a HTTP). Binární kóduje data do vlastního formátu
(klasická serializace objekt·) a komunikuje p°es TCP. HTTP balí data do SOAP zpráv a pouºívá HTTP protokol,
stejn¥ jako t°eba web services. Binární je efektivn¥j²í, HTTP zase lépe prolézá p°es �rewally.

• P°i vytvá°ení serveru se otev°e zvolený port. Na n¥m poslouchá .NET a m·ºe na n¥m viset víc sluºeb. Sluºby se
identi�kují unikátním °et¥zcem. Kaºdá sluºba m·ºe být

� Singleton (jeden remote objekt sdílený p°es v²echna volání v²ech klient·)

� Single Call (pro kaºdé volání se vytvo°í nový objekt, na kterém se volání provede)

� Alternativn¥ je moºné pouºívat Client Active, kdy si klient sám °e²í vytvá°ení instancí (ale to uº je vy²²í
dív£í).

• Data se kopírují klasicky, objekty se p°edávají referencí (.NET automaticky generuje proxy objekty).

• Kaºdý vzdálený objekt dostane time lease (dobu, jakou je platný) a sponsors. Kdyº vypr²í lease, ptáme se
sponzor· jestli to je²t¥ cht¥jí � sta£í kladná odpov¥¤ od jednoho, takºe je to lep²í neº pingování.
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RMI � Remote Method Invocation

Jde vlastn¥ o objektové RPC...

see also RMI tutorial

Objekty implementují Remote interface (kde navíc mohou házet RemoteException), implementace d¥dí z Remo-
teObject.

• T°ída UnicastRemoteObject pro do£asné objekty

• T°ída Activatable pro perzistentní objekty

• Klient si vyºádá referenci na objekt t°eba v RMIregistry (naming ud¥látko).

• Lokálni stub (proxy), remote implementace

• Vyuºití standardní serializace typ·.

Lifecycle se vzdálen¥ °e²í pomocí po£ítání referencí a keepalive zpráv � klient si p°i rozbalování p°íchozí reference
na objekt vyºádá tzv. lease, ten pak periodicky obnovuje. Nakonci lease vrátí.

CORBA

wen:CORBA, CORBA EXPLAINED SIMPLY

• IDL, pak mapování do r·zných jazyk·.

� Problémy nap° s délkami integer· v C a C++, °e²í se mapováním na t°ídy nebo typedefy.

� Umí i sloºit¥j²í datové typy, nap° struktury, uniony, stringy, sekvence, pole, inteface typy (reprezentují
objekty p°edávané referencí) nebo vyjímky � tam je zas problém jak je mapovat do C...

• O samotný p°enos dat a komunikaci se stará ORB Core, která je k aplikacím p°ilinkovaná jako knihovna.

• Protokol GIOP (General InterORB Protocol), sou£ást ORB (Object Request Broker) � de�nuje Common Data
Representation � CDR a formáty zpráv, nadstavba IIOP (Internet InterORB Protocol), implementace GIOP
pro internet (mapování GIOP na TCP/IP)

� GIOP umí i location forward � zprávu, ºe poºadavky mají te¤ jít na jiný server

• Messaging (hlavní dva typy zpráv, REQUEST a REPLY, celkem sedm druh·)

• stub/skeleton � jako u RPC

• proxy/servant � proxy objekt na klientovi, servant (implemntace objektu na serveru) na serveru � pro RMI

• POA � Portable Object Adapter � asociuje server s objekty � sm¥ruje volání bu¤ do servant· (místních, nebo
na jiné servery), demultiplexuje p°íchozí poºadavky na server a spolupracuje s IDL

� default servant � vy°izuje poºadavky pro které není servant

� servant activator � kdyº není servant, vytvo°í ho

� thread pool � p°ipravené thready k obsluze poºadavk·

� servant retention policy � dá se úpln¥ vypnout vedení info o servantech, v²echny poºadavky pak jdou na
default nebo activator

• Naming Service � operace resolve a bind (viz Distribuované systémy#CORBA Naming.2FTrading)

• Trading Service � operace export, query Distribuované systémy#CORBA Naming.2FTrading

• operace se dají volat i neblokujícn¥, s callbackem nebo pollingem

http://java.sun.com/docs/books/tutorial/rmi/overview.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:CORBA
http://www.ciaranmchale.com/corba-explained-simply/index.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Distribuovan�_syst�my#CORBA_Naming.2FTrading
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Distribuovan�_syst�my#CORBA_Naming.2FTrading
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DCOM

Microsoftí middleware pro RPC (s objekty). Místo IDL má MIDL (Microsoft Interface De�nition Language), parametry
jdou de�novat jako in, out, n¥kolik typ· pointer· (ref, unique, ptr podle tohle, jestli mohou být NULL a mohou být
aliasované, tj jestli dva mohou ukazovat na tu samou pam¥´), taky pipe, který reprezentuje datový stream mezi
klientem a serverrem.

Interface m·ºe být bu¤ RPC nebo COM. COM verze musí d¥dit z IUnknown (metody QueryInterface, AddRef,
Release) nebo IDispatch (GetTypeInfo, GetIDsOfNames, Invoke), a musí mít uuid atribut (unikátní id). Správa pam¥ti
pomocí po£ítání referencí, vzdálen¥ se to °e²í p°ed dal²í IRemUnknown, které AddRef a Release p°ed posláním serveru
agreguje.

Kombinování objekt·:

• Containment (nový objekt p°eposílá volání vnit°ním implementacím)

• Aggregation (export vnit°ních interfac·; problém s QueryInterface, aby znal celý nový interface � nutná explicitní
podpora agregace agregovaným rozhraním).

Kdyº klient ud¥lá n¥jaké volání, knihovna OLE32.dll se mrkne do System Reqisty a vyloví jak ud¥lat stub a pomocí
LPC (Local Procedure Call) nebo RPC zavolá skeleton a provede, co se po ní chce.

Reference na objekty se získávají bu¤ p°es factories, nebo n¥jakými metodami co vrací reference.
Servery mohou být bu¤ in-process (linkované v DLL, adress space klienta, b¥ºí na tom samém stroji), nebo out-

of-process (v samostatném procesu(v EXE), mohou b¥ºet i na jiném stroji ve vlastním adresním prostoru).
Interfacy pro perzistenci, s metodami jako Load, Save a IsDirty.

JMS � Java Messaging Service

JAVA interface pro messaging middleware

• zprávy se vym¥¬ují v rámci session se service providerem;

• p°edpokládá se existence messaging service providera, na n¥j se napojí p°es JNDI (viz Distribuované sys-
témy#JNDI)

• session je vázáno na jeden thread a stará se o po°adí a tak

• r·zné typy speci�ckých obsah· zpráv (objekt, mapování, stream primitivních typ·, text, stream bajt·)

• rozhraní Producer a Consumer, vytvá°ené volání metod ze Session; odesílání je blokující asynchronní; p°íjem je
synchronní nebo asynchronní, dá se �ltrovat co p°ijmout

• modely Point To Point (odesílatelé ukládají do fronty, p°íjemci vybírají; nejsou-li z·stavají zprávy ve front¥) a
Publish Subscribe (kanál od odesílatel· p°íjemc·m; kdyº nejsou p°íjemci tak se zprávy zahazují � leda ºe by si
n¥kdo objednal durable subscription)

EJB

Prost°edí pro komponentové aplikace. Beany obsahují logiku aplikace a bydlí v kontejnerech, které jim zaji²´ují p°ístup
klient·, ºivotní cyklus, perzistenci, transakce a tak. Volání metod u v²ech bean· je serializované.

• stateful session beans

� Z pohledu klienta se objekt se vytvá°í kdyº se na n¥j dodá reference, pak se stav inicializuje business
metodou, dal²í speciální metoda stav sundá;

� Z pohledu kontejneru se bean aktivuje, pasivujce, stav se v kontejneru uchovává jako serializace tranzitivního
uzáv¥ru polí objektu.

• stateless session beans � jako stateful, ale odpadá aktivování/deaktivování

• message driven beans � poºírají JMS zprávy, implementují JMS listener

• entities � reprezentují entity v databázi; vlastnosti instancí jsou perzistentní, odpovídají primitivním/serializo-
vatelným typ·m a kolekcím. prom¥nná Id je primární klí£. Entity manaºer poskytuje metody k vyhledávání. O
perzistenci se stará kontejner.

Beany m·ºou mít de�novaný stav v·£i transakcím (neumíme, poºadujeme v transakci, m·ºe být, pak taky co se
má d¥lat kdyº transakce je/není). Stav session beanu není v transakci a není ovlivn¥n commitem/rollbackem.

Transakce mohou být bean managed (pak commit nebo rolback startuje metoda beanu), nebo container managed,
kde si bean nastavi nejake atributy a kontejner si podle toho n¥jak °ídí commit a rollback, t°eba atribut mandatory
°íká, ºe se metoda beanu musí vykonat ve volající transakci, a pokud taková neexistuje má se vyvolat vyjimka. Podobn¥
never zas °íká, ºe medora musí být vyvolána mimo transakci.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Distribuovan�_syst�my#JNDI
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Distribuovan�_syst�my#JNDI
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• business interface � samotné metody na beanu, d¥lají tu v¥c co se od beanu chce

• remote interface � proxy k beanu, t°eba hází navíc výjimky typu �selhalo spojení�

• home interface � metody nejsou vázané na konkrétní instanci (t°eba vytvo°ení nové instance, nebo vyhledání
existující) (jen v EJB 2.1, ne v EJB 3.0... asi)

SOAP

• Simple Object Access Protocol � prototokol zaloºený na XML, ur£ený pro web services (p°estoºe je to �protokol�
de�nuje pouze formát zpráv)

• zpráva obsahuje hlavi£ky pro routující systémy a t¥lo pro koncového p°íjemce

• po£ítá se s p°enosem p°es HTTP

• umoº¬uje de�novat datové typy, i sloºené (z toho plynou probémy s XML schema popisem SOAP soubor· a tím
s jejich validací)

• spolupracuje s WSDL, které popisuje webové sluºby v XML a s UDDI, které zas umí registraci, lokaci a klasi�kaci
webových sluºeb

• UDDI obsahuje:

� White Pages � Naming Service

� Yellow Pages � Tradin Service, pouºívá globální speci�kace properties (UNSPC, NAICS)

� Green Pages � technické informace

Model spolupráce je p°ibliºn¥

SERVICE LOCATOR SERVICE BROKER
/ /\

UDDI / ______WSDL______________/ \ WSDL
/ / \

CLIENT(SERVICE REQUESTER) ------------ SERVER (SERVICE PROVIDER)
SOAP

24.5 Logické hodiny a jejich synchronizace

Fyzické hodiny se nedají dostate£n¥ p°esn¥ synchronizovat, takºe se pouºívají logické.

Lamportovy hodiny

Je d·leºité po°adí, nikoli p°esný £as; nekomunikující procesy nemusí být synchronizovány.
Integer u kaºdého uzlu, a:

1. Kdykoli proces zaznamená d·leºitou událost (generování zprávy), inkrementuje timestamp

2. Ke kaºdé poslané zpráv¥ p°idá timestamp

3. Kdyº proces p p°ijme zprávu m, aktualizuje si sv·j timestamp: TS(p) = max(TS(p), TS(m))+1

Pak platí, ºe kdyº událost A kauzáln¥ p°edchází B, tak TS(A) < TS(B). Opa£ná implikace ale neplatí. To °e²í aº
vektorové hodiny.

Vektorové hodiny

Kaºdý proces má sv·j vektor hodin VT.

1. odeslání zprávy m procesem ps

• VT(ps)[s]++; VT(m) = VT(ps)

2. p°ijetí zprávy procesem pr; proces pozdrºí doru£ení, dokud

• VT(m)[k] = VT(pr)[k] + 1 pro k=s (tj. ve slotu odesílatele je zpráva o jednu nap°ed)

• VT(m)[k] VT(pr)[k] jinak

3. po doru£ení zprávy m si proces pr upraví VT
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• VT(pr)[k] = max(VT(pr)[k], VT(m)[k])

• událost A kauzáln¥ p°edchází B <=> timestamp A je men²í neº B

• událost A nemá kauzální vztah k B <=> timestamp A není porovnatelný s B

Maticové hodiny

Vektory vektorových hodin, proces si udrºuje co ví o ostatních procesech (v jakém timestampu o nich naposledy sly²el)
viz Distribuované systémy#ISIS protokol

24.6 Distribuované synchroniza£ní algoritmy

• synchronizace fyzických hodin

• logické hodiny � lamport, vektorové, maticové

• vzájemné vylou£ení

• detekce globálního stavu

• volba koordinátora

• £lenství ve skupinách

Synchronizace fyzických hodin

• V distibuovaném prost°edí jsou fyzické hodiny celkem nanic (nedají se synchronizovat dostate£n¥ p°esn¥, aby k
n¥£emu byli)

• Po n¥jaké dob¥ odchylka (x.t), jde ur£it po jaké dob¥ se je nutné synchronizovat k udrºené n¥jaké maximální
odchylky od správného £asu

• Cristian·v algoritmus s jedním UTC serverem, který £as zná. Proces se na n¥j zeptá a nastaví si £as UTC s
opravou danou odhadem chyby dané zpoºd¥ním komunikace a dobou zpracování poºadavku serverem

� P°enos po síti m·ºe mít klidn¥ dobu obrátky v °ádku 100vek ms, coº p°estavuje aº stovky milionu instrukci
na b¥ºném procesoru (t°eba geostacionární druºice jsou ve vý²ce cca 36 000 km ... sv¥tlo tam letí p°es
100ms, takºe taková druºice nemá dobrý ping :o) )

• Berkley algoritmus sever se zeptá v²ech na £as, spo£te pr·m¥r a po²le zprávy o kolik se má kdo opravit

• Distribuovaný algoritmus Bez koordinátora. Broadcast ve fyzicky nestejný £as, po£ítání pr·m¥ru se zahoze-
nými extrémy, oprava.

Vzájemné vylou£ení

Není spole£ná pam¥´, nutno synchronizovat p°es zprávy.

• centralizované (s koordinátorem)

• princip sout¥ºe (Lamport, Ricard-Agrawalla)

• volby (Maekawa)

• token-passing (Suzuki-Kasami)

• kruh, strom (Le Lann, Raymond)

Centralizovaný algoritmus

Jeden server s frontou, na ºádost posílá potvrzení/zamítnutí/uvoln¥ní

• ideov¥ nevhodné, ale nejjednodu²²í a nejefektivn¥j²í

• výpadek serveru � ztráta informace

• výpadek klienta � vyhladov¥ní

U v²ech následujících algoritm· je problém s výpadkem skoro libovolného procesu � °e²it centralizovaný problém
distribuovaným algoritmem nemá moc smysl.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Distribuovan�_syst�my#ISIS_protokol
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Lamport·v algoritmus

Proces vy²le ºádost, a £eká aº dorazí odpov¥di od v²ech ostatních, a v²echny ºádosti v jeho front¥ mají vy²²í £asovou
zna£ku.

• p posílá ºádost Mp se svým timestampem

• p°ijetí ºádosti od i: zapamatuje si ºádost, po²le ACK s vlastním timestampem

• kdyº dostane od n¥koho ACK, p°idá si ho ke svému poºadavku

• do kritické sekce proces vstoupí, kdyº

1. od v²ech ostatních dostal ACK

2. a zárove¬ neví o ºádném star²ím poºadavku

• kdyº skon£í s kritickou sekcí, po²le ostatním release

• po p°ijetí release si proces vymaºe k n¥mu pat°ící ºádost (a n¥kdo dal²í pak na základ¥ toho m·ºe vlézt do
kritické sekce)

Ricart & Agrawala

Proces chce vstoupit do kritické sekce

• za²le ºádost ostatním a £eká na do²lé odpov¥di s potvrzením

Proces p°ijme ºádost:

• jestliºe není v kritické sekci a ani nechce, po²le potvrzení

• jestliºe je v kritické sekci, neodpovídá a poºadavek si za°adí do fronty

• jestliºe do kritické sekce chce, porovná £as p°íchozí ºádosti se s £asem své vlastní

� pokud je vlastní d°ív, neodpovídá a za°adí do fronty

� pokud je p°íchozí d°ív, po²le potvrzení

• po opu²tení kritické sekce po²le potvrzení v²em proces·m co má ve front¥

Princip voleb

Proces se snaºí zíkat hlasy ostatních, kdo má nejvíc m·ºe do kritické sekce. Proces m·ºe v jeden okamºik hlasovat jen
pro jednoho. Problém: jak po£ítat výsledky, kdy uº proces ví ºe vyhrál. P°i stejném po£tu hlas· m·ºe nastat deadlock.

Maekawa � optimalizace komunika£ní sloºitosti pomocí volebních okrsk·, pro vstup do kritické sekce je pot°eba zís-
kat v²echny hlasy z vlastního okrsku (podmínky: kaºdé dva okrsky mají spole£ného £lena, velikost okrsk· je konstatní,
kaºdý proces ve stejném po£tu okrsk·). Komunika£ní sloºitost odpovídá velikosti okrsk·.

Prevence deadlocku � logické hodiny (proces ru²í p·vodní hlas, pokud je²t¥ pak dostane ºádost s niº²ím TS,
realizace pomocí zprávy reject a p°id¥lení hlasu procesu s niº²ím timestampem)

Optimalni rozd¥leni pro M = K ∗ (K − 1) + 1(M po£et proces·, K velikost okrsku), reáln¥ se rozd¥lují na pruniky
vºdy jednoho sloupce a °ádku ve £tverci proces·.

Token based

Kdo má pe²ka m·ºe do kritické sekce. Problém se ztrátou pe²ka.

Detekce globálního stavu

• Mnoºina událostí v systému E = {e}

• �ez c je rozd¥lení E na Pc a Fc : Pc ∪ Fc = E AND Pc ∩ Fc = ∅

• Konzistentní °ez c :a→ b AND a ∈ Fc → b ∈ Fc

• Konzistentní stav je Pc, tak, ºe c konzistentní °ez.

Algoritmus detekce GS:

• Jeden iniciátor po²le zna£ku, která °íká ºe se jde detekovat globální stav.
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• Po p°ijetí první zna£ky si zapamatuju sv·j stav (poslední odeslanou a p°ijatou zprávu/zprávy), a stav kanál·
ozna£ím za prázdný a p°epo²lu zna£ku

• Pak si pamatuju zprávy co mi chodí od uzl·, od kterých mi je²t¥ nep°i²la zna£ka.

• Kdyº mi od n¥jakého uzlu p°ijde zna£ka (ale uº jsem predtím od n¥koho zna£ku dostal a detekuju), tak uzav°u
stav kanálu od toho uzlu.

• Po p°ijetí v²ech zna£ek konec, zapamatované stavy uzl· a kanál· de�nují konzistentní stav.

Volba koordinátora

Bully algoritmus

P°edpokládá se omezená doba p°enosu a zpracování zprávy kv·li detekci havárií.

• Kdyº proces usoudi ze stavajici koordinator zhavaroval, rozhodne volit. Za²le zprávu v²em proces·m s vy²²í
identi�kací (ProcessID)

� Kdyº p°ijde odpov¥¤ od nejakeho procesu z vyssim ID, process vycka nejaky zvoleny casovy interval jestli
ten proces s vyssim ID se prohlasi za koordinatora. Pokud ne, zacne volby zas.

� Kdyº nep°ijde nic, proces vyhrál, je novým koordinátorem a po²le o tom zprávu v²em ostatním.

• Kdyº proces p°ijme zprávu o volb¥, vrátí svou odpov¥¤ a po²le ºádosti v²em vy²²ím proces·m.

• Kdyz proces prijme zpravu od noveho koordinatora a zjisti ze ma vyssi Process ID nez ten koordinator tak se
na²tve :) a zacne volbu. Proto se tomu algoritmu se rika �bully� (z angl. je to ºák týrající spoluºáky)

Volba se provede ve dvou kolech (Proc?).
Asi protoze prijde vic odpovedi od procesu z vyssim PID a ty pak maji mezi sebou vyresit kdo je koordinator ve

druhem kole.

Invitation algoritmus

Procesor m·ºe zhu£et, p°i selhání komunikace se m·ºe sí´ rozd¥lit na izolované segmenty, zprávy se m·ºou ztratit �
nelze spolehliv¥ detekovat havárii.

Idea: koordinátor je vázán na skupinu (v²ichni £lenové skupiny vidí stejného koordinátora), skupiny lze ²t¥pit.
pravidelná výzva AreYouCoordinator

• p°íjem koordinátorem � sjednocení skupin pod vy²²ího koordinátora

• pokud £len skupiny n¥jakou dobu neobdrºí AYC svého koordinátora

1. prohlásí se za koordinátora nové vlastní skupiny

2. roze²le AYC ostatním

Konzistence je relativní vzhledem ke skupin¥. Procesy se shodují na £lenství ve skupin¥ a na n¥jaké hodnot¥.
Separované uzly jsou konzistentní samy se sebou.

Kruhový algoritmus

1. Proces se rozhodne volit, po²le zprávu následníkovi.

• zpráva obsahuje £ísla proces· (odesílatel a nejvy²²í ºivý)

• po návratu obsahuje zpráva nového koordinátora

2. následuje fáze oznámení

Sta£í znát následníky a mít moºnost zjistit následníka nedostupného uzlu. Sloºitost je O(n2)

£lenství ve skupinách

• Procesy si udrºují informaci, kdo je v daný okamºik £lenem skupiny

• viz TRANSIS a ISIS protokoly
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24.7 Distribuovaný konsensus

Byzanstký konsensus (1->1) iniciátor zvolí hodnotu roze²le ji v²em; v²echny loajální uzly se musí shodnout na
stejné hodnot¥, je-li iniciátor loajální, musí se shoudnout na jeho

Konsensus (n->1) kaºdý uzel má iniciální hodnotu, v²echny loajální uzly se musí shodnout na spole£né hodnot¥,
pokud je iniciální hodnota v²ech loajálních uzl· stejná, musí se shodnout na té

Interaktivní konzistence (n->n) kaºdý uzel má inicální hotnotu, v²echny loajální uzly se musí shodnout na spo-
le£ném vektoru, hodnota poloºek vektoru odpovídající loajálním uzl·m se musí shodovat s jejich init hodnotou

Problém dvou armád

• Po£etn¥j²í armáda je rozd¥lena, usp¥je jen p°i synchronizovaném útoku.

• Ob¥ £ásti musí mít jistotu, ºe druhá £ást za£ne útok také.

• Komunikace pouze nespolehlivým kurýrem.

�e²ení neexistuje � po²lu-li �Útok v p¥t�, nevím jestli to dostala druhá strana, kdyº mi ona po²le ACK, tak neví
jestli jsem ho dostal.

Problém Byzanstkých generál·

• N¥kte°í generálové jsou zrádci.

• V²ichni loajální generálové musí rozhodnout shodn¥.

• Kaºdý generál se rozhoduje na základ¥ informací od ostatních generál· (mají spolehlivou komunikaci).

BÚNO: 1 generál, ostatní d·stojníci. Generál vydá rozkaz, d·stojníci p°edají dál dol· � rozkaz bude vydán na
základ¥ v¥t²iny. Cíle:

1. v²ichni loajální d·stojníci vydají stejný rozkaz

2. nebo, je-li generál loajální, kaºdý loajální d·stojník vydá rozkaz generála.

Pro t°i uzly s jedním zrádcem nejde.
Pro 4 uzly:

• zrádce generál: alespo¬ 2 stejné rozkazy: d·stojníci si vzájemn¥ p°epo²lou v¥t²inový rozkaz (C1), pro t°i r·zné
se shodnou ºe je generál zrádce (C2)

• zrádce d·stojník: v nejhor²ím p°ípad¥ po²le v²em ostatním fale²ný rozkaz, loajální ale dostanout v¥t²inu správ-
ných (C2)

Existuje °e²ení pro 4 uzly s jedním zrádcem, obecn¥ pro m zrádc· existuje °e²ení pro n3m+1 uzl·

Konsensus s nezfal²ovatelnými zprávami

Pokud nelze p°edávanou zprávu zfal²ovat, pak libovolný po£et zrádc· neznemoºní konsensus.
Idea algoritmu:

• kaºdý p°epo²le v²e, co dostal, v nezm¥n¥né podob¥

• kaºdý uzel nakonec sám uvidí co kdo komu poslal

• loajální uzly se shodnou bu¤ na majoritní nebo default hodnot¥

24.8 Distribuované sdílení pam¥ti

• Konzisten£ní modely

• Distribuované stránkování

• Distribuované sdílené prom¥nné a objekty

R·zné mechanismy, v HW/SW, od SMP s busem/switchem p°es NUMA, distribuované stránkování po distribuo-
vané sdílené promenné a objekty.
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Konzisten£ní modely

Modely bez synchroniza£ní prom¥nné

implementace moºná na úrovní virtuální pam¥ti, procesy o tom nemusí v·bec v¥d¥t

striktní konzistence jakékoli £tení z adresy x vrátí hodnotu uloºenou p°i posledním zápisu do x � absolutní £asové
uspo°ádání, v²echny zápisy okamºit¥ v²ude viditelné; musí existovat p°esný globální £as

sekven£ní kozistence výsledek výpo£tu je stejný, jako kdyby v²echny operace v²ech CPU byly vykonávány v n¥jakém
sekven£ním uspo°ádání, a operace kaºdého CPU jsou v po°adí speci�kovaném programem � snadno implemen-
tovatelné, povoleno libovolné prokládání instrukcí na r·zných CPU, v²echny procesy vidí stejné po°adí zm¥n;
platí ºe £as £tení a zápisu dohromady musí trvat alespo¬ tak jako p°enos jednoho paketu -> pomalé

kauzální konzistence kauzáln¥ vázané zápisy musí být vid¥ny v²emi procesy ve stejném po°adí; vyºaduje udrºování
grafu závislostí zápisu na £tení

PRAM (pipelined RAM) konzistence zápisy provád¥né jedním procesem jsou vid¥ny ostatními procesy v tom
po°adí, ve kterém byly provád¥ny; neexistuje jednotný pohled na rozvrh, snadná na implementaci

slow memory zápisy jedním procesem do jednoho místa musí být vid¥ny ve stejném po°adí; lokální zápis, pomalá
nesynchronizovaná propagace, neposkytuje ºádnou synchronizaci

V²echny modely vyºadují propagaci v²ech zápis· v²em proces·m, p°itom ne v²echny aplikace pot°ebují vid¥t
v²echny zápisy a jejich po°adí.

Modely se synchroniza£ní prom¥nnou

Operace Synchronize, Acquire a Release ur£ují kdy je proces v kritické sekci. (Po jejím skon£ení se data propagují
ostatním). Procesy musí o SP v¥d¥t, ale výkonnost je vy²²í. Rozli²ení Acq() (vstup do kritické sekce) a Rel() (výstup
z kritické sekce)

slabá konzistence

1. p°ístup k SP je sekven£n¥ konzistentní (v²echny procesy ho vidí ve stejném po°adí)

2. p°ed p°ístupem k SP musí být dokon£eny v²echny p°edchozí zápisy

3. p°ed p°istupem k oby£ejným prom¥nným musí být dokon£eny v²echny p°edchozí p°ístupy k SP

Sáhnutím na SP p°ed £tením se zajistí aktuální verze dat.

Výstupní konzistence

1. P°ed p°ístupem ke dat·m musí být úsp¥²n¥ dokon£eny v²echny p°edchozí Acq() procesu.

2. P°ed provedením Rel() musí být dokon£eny v²echny p°edchozí zápisy a £tení provád¥né procesem.

3. Acq() a Rel() musí být PRAM konzistentní.

• eager release consistency � zm¥ny se v²em propagují po Rel(); optimalizace p°ístupové doby

• lazy release consistency � zm¥ny se propagují aº po Acq() jiného procesu; men²í nároky na sí´

Vstupní konzistence

1. P°ed Acq() k SP se aktualizují chrán¥ná sdílená data procesu

2. Exkluzivní p°ístup k SP je povolen jen kdyº k ní nep°istupuje jiný proces (ani neexkluzivn¥)

3. Pro exkluzivní p°ístup si musí proces vyºádat aktuální kopii dat od posledního vlastníka (kdo to m¥l exkluzivn¥)
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Distribuované stránkování

obdoba virtuální pam¥ti (problémy: replikace, nalezení stránky, správa kopií, uvol¬ování stránek, fale²né sdílení � v
jedné sdílené stránce jsou dv¥ prom¥nné, co spolu nesouvisí)

• sekven£n¥ konzistentní � stránky mají vlastníka co na n¥ m·ºe psát, ostatní mají kopie pro £tení

• kauzáln¥ konzistentní � vektorové hodiny u stránek i proces·, velká prostorová reºie

� Udrºuje se defakto graf

� U stránek se udrºuje vektor udávající na kterých stránkách závisí obrah

� U proces· vektor, ze kterých stránek znám data

� P°i £tení si proces aktualizuje sv·j vektor, pokud je niº²í neº stránky, p°ípadn¥ se invalidují staré stránky

� P°i zápisu se aktualizuje vektor stránky, jako inc(vektor_procesu).

Distribuované sdílené prom¥nné

• implementováno v knihovnách (nap°. Munin � sdílení read-only; migratory s eager release konzistencí; write-
shared � do lokální kopie se dá psát, po release se propagují zm¥ny, p°ípadný merge, p°i kon�iku runtime error;
normální sdílená data se sekven£ní konzistencí).

• odpadá problém s fale²ným sdílením.

• nutnost rekompilace pro r·zné jazyky

• distribuované objekty � �exibiln¥j²í díky zapouzd°ení (CORBA, RMI, etc)

24.9 Souborové a adresá°ové sluºby

see #Identi�kace objekt· a p°ístup k nim

Distribuované souborové systémy

• distribuovaný FS vs. jednotný p°ístup k sí´ovým FS

• monolit vs. odd¥lené souborové a adresá°ové sluºby (které mapují uºivatelská jména na systémová)

• stavové vs. bezestavové servery

• replikace, cache

sémantika p°ístupu k soubor·m

• centralizovaná (kaºdá zm¥na hned vid¥t)

• rela£ní (zm¥ny jsou vid¥t aº po zav°ení � AFS)

• imutabilní soubory

• transakce

NFS

wen: Network File System (protocol)

• postaveno nad RPC

• vyvinul v 80tých letech Sun

• XDR � eXternal Data Representation � popis datových struktur které NFS pouºívá

• Klient si po²le mount na server, ten mu po²le �le handle na mounted directory.

• verze 2, p·vodní, první vypu²t¥ná ven ze Sunu

• verze 3

� bezstavová, nemá open a close, jen operace READ, WRITE, LOOKUP, REMOVE, MKDIR, RMDIR. Z
toho ale plynou problémy, nap° s ov¥°ováním práv (normáln¥ se to °e²í v open). To jde °e²it t°eba sdílením
UID a GID a ov¥°ováním na klientovi.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Identifikace_objekt�_a_p��stup_k_nim
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Network_File_System_(protocol)
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� n¥které podp·rné protokoly b¥ºí na r·zných portech

� jedna akce nad NFS se typicky skládá z v¥t²ího mnoºství RPC call·

� zavádí NLM protokol na managování zámk·.

• verze 4

� stavová (!)

� sloºené operace � umoº¬ují omezit po£et nutných RPC call·

∗ odhaduje se aº p¥tinásobná úspora pot°ebných client-server interakcí

� Podpora replikací, bezpe£nosti...

AFS

wen: Andrew File System

• vznikl v rámci projekt· Andrew Project na Carnegie Mellon University (jméno podle Andrew Carnegie a Andrew
Mellon)

• Soubory jsou organizovány pod jednotný globální namespace, rozd¥lený na cels (administrativní jednotky uzl·)
(dejte si ls na /afs na unixu na MS)

• Jednotlivé servery udrºují podstromy ve svazcích, servery se na se navzájem replikují.

• poskytuje lep²í moºnosti scalability a security

• pro security vyuºíván Kerberos, implementována ACL adresá°·

• soubory jsou cacheované na klientovi => moºnost omezen¥ fungovat i po pádu serveru/sít¥

� zm¥ny jdou do cache a jsou na server propagovány aº p°i zav°ení souboru

� pokud je soubor na serveru zm¥n¥n, klienti kte°í ho mají v cache jsou informování

• svazek � strom soubor·, adresá°· a mountpoint·. Sestavuje jej admin.

� uºivatel s ním m·ºe pracovat jakoby byl lokální

� m·ºe mít nastaveny kvóty

� admin ho m·ºe p°esunout na úpln¥ jiný server bez toho aby se to uºivatel dozv¥d¥l

� m·ºe mít n¥kolik read-only kopií, AFS zajistí ºe budou obsahovat správná data, pokud mám jednu p°ipo-
jenou a server kde je spadne => nic se ned¥je, za£nu seamlessly pracovat s jinou

• hodn¥ se jím inspirovalo NFS verze 4, z AFS 2 vychází CODA

CODA

wen:Coda (�le system), základy p°ímo na CMU

• za£al vznikat na Carnegie Mellone University v 1987

• vychází p°ímo z AFS 2

• client-side caching soubor·, adresá°· a atribut·

• £te se z jednoho serveru, pí²e se na v²echny, p°ípadn¥ se °e²í kolize

• write-back cache

• kerberos-like autentizace

• ACLka

• reintegrace dat na £as odpojených klient·

� Jde pracovat v connected a diconected mode, tj stahnout si soubor a pak na n¥m o�ine d¥lat.

� Ve strongly connected modu jsou zm¥ny zm¥ny zapisovány synchronn¥

� Ve weakly connected modu jsou zapsány dodate£n¥ a ru£n¥ se zamergují kon�ikty

• moºnost replikace server· (read/write)

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:_Andrew_File_System
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Coda_(file_system)
http://coda.cs.cmu.edu/ljpaper/lj.html
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Replikace

viz http://www.kiv.zcu.cz/�ledvina/Prednasky-DS-2007/DS-07-Replikace.pdf
Udrºování kopií na více �leserverech. D·vody: spolehlivost, dostupnost, výkon.

• explicitní (uºivatel se stará sám)

• odloºená (aktualizuje se primární replika, sekundární pak)

• skupinová komunikace (zápisy se simultánn¥ posílají v²em replikám)

Aktualizace kopií:

• primární kopie vít¥zí

• v¥t²inové hlasování

• váºené hlasování (r·zný d·raz na £toucí a zapisující procesy)

• hlasování s duchy (bezdatový server � ghost, obsahuje pouze verze, ú£astní se hlasování o zápisu ale neu£astní
se hlasování o £tení)

• dynamická kvóra

klientocentrické konzisten£ní modely

see also http://www.cc.gatech.edu/classes/AY2005/cs4210_spring/Lectures/22-Concurrency-2.ppt

Replikovaná databáze (www+cache, zápisy málo £asté), kdyº se klient p°esune jinam, musí vid¥t stejná data.
Implementace: klient si udrºuje read-set a write-set (mnoºiny £tení a zápis· co uº vid¥l), posílá s poºadavky,

podle toho se vynucuje aktualizace replik, jde i vektorovými hodinami (podle replik?). Protoºe tohle má neomezenou
pam¥´ovou náro£nost, lep²í implementace se sdruºováním do sessions vázaných na aplikaci/výpo£et/modul a následné
mazání z write a read sets. Viz hnusinka zelená :-)

eventuální konzistence po ukon£ení v²ech zápis· budou v²echny repliky v kone£ném £ase aktualizovány; problém
je, ºe jeden proces m·ºe koukat na data jiných replik a vid¥t n¥co jiného

monotonní £tení po p°e£tení hodnoty x v²echna dal²í £tení vrátí stejnou nebo nov¥j²í hodnotu (p°i p°ipojení k jiné
replice uºivatel vidí v²echny zprávy co uº si p°e£etl d°ív � dá se °e²it t°eba logem updat·, co uº klient vid¥l �
replika si pak si m·ºe ov¥°it, ºe je dost aktuání p°ípadn¥ si sehat aktalizaci a poskytnout správná data.

monotonní zápis zápis do prom¥nné je proveden p°ed kaºdým následním zápisem do ní; neº do repliky zapí²u, musí
si aplikace p°ijmout aktuální zm¥ny od ostatních. Implementace: podle klientského write-setu si replika ov¥°í,
jestli n¥co nemá dozapsat, po zápisu si klient aktializuje write set.

read your writes procesy p°i následném £tení vidí svoje zápisy (po aktualizaci wiki nekoukám na kopie z cache).
Implementace: bu¤ forward £tení na aktuální repliku, nebo replika ov¥°uje podle write-setu svoji aktuálnost.

writes follow reads zápis se provede do kopie prom¥nné, která je alespo¬ tak aktuální jako ta, která se p°edtím
p°e£etla. Implementace: aktualizace podle read setu. Po zápisu se aktualizuje read-set i write set klienta.

epidemické protokoly

Eventuální konzistence, optimalizuje pro hodn¥ velké systémy, ne°e²í kon�ikty.

• servery jsou: infected (roz²i°ují �epidemii�), removed (data mají ale neroz²i°ují), susceptible (data nemají)

• antientropie: kaºdý server jednou za £as zkontaktuje náhodný jiný, vym¥ní si co je²t¥ nemají (nebo jen push
nebo pull)

• gossiping: pokud byl P aktualizování, kontaktuje n¥jaký dal²í server Q, aby ²í°il update; jestliºe Q uº update
má, P se s pravd¥podobností 1/k nastaví jako removed

� nezaru£uje ºe update budou mít v²echny servery

http://www.cc.gatech.edu/classes/AY2005/cs4210_spring/Lectures/22-Concurrency-2.ppt
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24.10 Distribuovaná správa prostor· jmen

Identi�kace objekt· a p°ístup k nim

Problémy k °e²ení

• Který objekt má být pouºit

• Kde je umíst¥n

• Jak se k n¥mu jde dostat

• identi�ace a p°ístup k objekt·m (který, kde je, jak se k n¥mu dostat)

• struktura jmen, trvanlivost, distribuovaná správa jmen, °e²ení systémových jmen

• kapability a jejich ochrana

• p°ístup k objekt·m, distribuovaná správa prost°edk·, prost°edky mohou být replikované a p°ístup tím kompli-
kovaný

• objekty: aktivní (kód) / pasivní (p°es správce, nebo prost°edky jako t°eba pam¥´)

Pojmenování, indeti�kace, struktura jmen

• prostory jmen mohou být separátní (�le system, registry, URL) nebo m·ºe být jednotný (distribuovaný name
server).

• nestruktorovaná jména (UUID) versus strukturovaná (ms.m�.cuni.cz)

• jména: uºivatelská (human-readable) / systémová (interní £ílesné kódy)

� mapování jmen na replikované objekty

� jména mohou být plochá, strukturovaná (hierarchická), nebo popisná (více atribut·)

Kapabilita je datová struktura umoº¬ující jednozna£nou identi�kaci objektu, obsahuje i p°ístupová práva pro
drºitele � k jednomu objektu typicky pat°í víc r·zných kapabilit. Uºivatelským proces·m je znemoºn¥no vlastní
generování kapabilit i zm¥ny práv. Kapability se publikují na nameserveru, zárove¬ si server registruje u Reg serveru.
Klient si najde kapability na NS, otev°e si ji u Reg serveru, ten ov¥°í a p°edá serveru, ke kterému si pak klient otev°e
kanál.

• snadný test oprávn¥nosti, kaºdý správce si m·ºe nade�novat vlastní druhy práv

• problematické kontrola propagace, pot°eba de�novat oprávn¥né uºivatele, nebo revokovat

• kapability mohou být bu¤ podepsané, nebo je jejich £ást s p°ístupovými právy za²ifrována

• Uºivatel, který kapabilitu má ji nem·ºe m¥nit nebo replikovat.

• Moºné jiné °e²ení pomocí Access Control Listu � prost°edek a k n¥mu seznam oprávn¥ných uºivatel·. V distri-
buovaném prost°edí nep°íli² vhodné.

Adresá°e jsou mnoºina poloºek (jméno,hodnota), hodnota m·ºe být:

• primitivní (£ísl, °et¥zce, binární data)

• perzistentní reference (trvalé odkazy na objekty, kapability)

• tranzientní reference (na ºivé objekty, porty, kanály)

• odkazy na jiné adresá°e

• operace jako SET, LOOKUP(jmeno) � zm¥na kontextu, LOOKUP(sloºené jméno)

• Vyhledávání typicky p°es server, ten publikuje jména a vrací reference na objekty (to m·ºe být t°eba n¥jaká
kapabilita nebo n¥co jako handle do FS)
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Sluºby

LDAP

see also wen:Lightweight Directory Access Protocol

�Odleh£ená� verze X.500 DAP pro pouºití v TCP/IP sítích.

• adresá° je strom poloºek, kaºdý má sadu atribut·

• atribut má jméno a jednu nebo více hodnot (podle de�novaného schématu)

• kaºdý poloºka má DN (distringuished name) � skládá se z RDN (relative DN, vyrobeného z n¥jaké poloºky) a
DN rodi£e

� DN se m·ºe v pr·b¥hu ºivata m¥nit, n¥kdy se jim p°idává i UUID

LDAP poskytuje autentizaci p°ístupu, sluºby £tení a vyhledávání v poloºkách, ov¥°ení jestli má poloºka n¥jakou
hodnotu atributu, aktualizace dat a tak.

JNDI

see also wen:Java Naming and Directory Interface

Jde o nástroj jak uni�kovan¥ z JAVY p°istupovat k adresá°ov¥ organizovaným dat·m.
Hledání objekt· pro Java RMI a Java EE, poskytuje:

• bind objektu ke jménu

• hledání v adresá°i (directory lookup iface pro obecné dotazy)

• event interface, dovolující klient·m zjistit kdyº se poloºky zm¥nily

• Service Provider Interface (SPI) pro napojení libovolných adresá°ových sluºeb (LDAP, CORBA naming ser-
vice,...)

• hledá se v kontextu, root je initial context

CORBA Naming/Trading

Naming service:

• naming context: sada vazeb jméno objekt (cosi jako adresá°)

• resolve: nalezení objektu podle jména v kontextu

• bind: vytvo°ení vazby v kontextu (kontext je n¥co, jako nad°azený adresá°, tj. na za£átku se dostanu do root
kontextu a pak aº n¥co m·ºu)

• v kontextu m·ºe být pod jménem i jiný kontext � sloºené cesty (jako ve stromovém fs)

viz http://www.iona.com/support/docs/orbix/gen3/33/html/orbixnames33_pguide/Introduction.html
Trading Object Service:

• podobný jako naming service, p°ipomíná zlaté stránky telefonního seznamu

• nabízí sluºby spolu s referencí (IOR) a popisem, organizované do kategorií (service o�er types)

• kategorie jsou de�novány pomocí rozhraní ServiceTypeRepository

• aplikace exportují reference pomocí rozhraní Register, operace Export, objekt dá traderovi kapabilitu (popis
sluºby, a interface kde je)

• rozhraní Lookup de�nuje operaci query, která umoº¬uje vyhledat sluºbu podle n¥jaké podmínky. N¥kdo se zeptá
tradera na sluºbu s danými vlastnostmi, trader dodá umíst¥ní

• podobn¥ jako naming service je moºné trading services propojovat (tradery se dají navzájem linkovat)

viz http://www.ciaranmchale.com/corba-explained-simply/trading-service.html

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Lightweight_Directory_Access_Protocol
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Java_Naming_and_Directory_Interface
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24.11 Procesy v distribuovaném prost°edí

• sdílení výpo£etní síly systému

• vzájemná synchronizace

• vzdálené spou²t¥ní, alokace procesor·, migrace, load balancing

Vzdálené spou²t¥ní by m¥lo být transparentní, a vytvo°it prost°edí odpovídající domácímu

1. registr volných po£íta£·, tam se n¥jaký najde

2. vytvo°ení prost°edí pro proces, ten se pustí, po ukon£ení zpráva jeho domovskému systému

Pokud hostitel p°estane být volný, tak se proces zabije, nechá dob¥hnout, dostane £as na uloºení stavu, nebo
p°emigruje.

Alokace procesor·:

• up-down alogoritmus (koordinátor má tabulku procesor·, ty mu hlásí co d¥lají; dostávají trestné body za proces
jinde, odebírají se jim za neuspokojené poºadavky, jinak jdou sm¥rem k nule; p°i uvoln¥ní procesoru ho dostane
proces z fronty neuspokojených poºadavk·, jehoº vysílající procesor má nejmén¥ trestných bod·)

• deterministický grafový � minimalizuje komunikaci, nutno v¥d¥t jak co bude komunikovat. Optimální determi-
nistický algoritmus � tok v sítích

• hierarchický � manaºe°i skupin, p°i neúsp¥chu ºádost nahoru

• distribuovaný heuristický � n¥kolik náhodných výb¥r· cíle

• bidding � procesy kupují výpo£etní sílu

Migrace proces·

• vyvaºování zát¥ºe, shutdown, optimalizace

• korektnost � ostatní procesy nejsou migrací ovlivn¥ny, p°enesený proces potom je ve stejném stavu

• transparentnost � proces o migraci neví a nemusí spolupracovat

problémy:

• p°enesení stavu a adresového prostoru

• komunikace mezi procesy (neztrácet zprávy a tak)

• reziduálni dependence (nechat n¥co na p·vodním míst¥)

• vícenásobná migrace

Postup p°enosu

1. zmrazení

2. oznámení p°íjemci, alokace místa tam

3. p°enos stavu (registry, zásobník) a kódu / adresového prostoru

4. p°esm¥rování / doru£ení zpráv

5. dealokace, vy£i²t¥ní p·vodního místa

6. vazby na nové jádro, nastartování p°eneseného procesu (p°esunutí £ástí stavu spolu s procesem, jiné poºadavky
forwardovat � konzole, n¥které se pouºívají z nového místa � alokace pam¥ti)

7. dokon£ení p°enosu vazeb

jak kopírovat pam¥´

• celou p°i migraci � eliminuje reziduální dependence, ale je pomalé

• pre-copying � proces zmraºen jen krátkou dobu, ale ty v¥ci co zm¥ní od kopírování se p°ená²ejí víckrát

• copy on reference � stránka se p°enese aº kdyº je vyºadována, na zdrojové stanici se smaºe
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zprávy:

• do£asné nebo trvalé p°esm¥rování

• upozornit kamarády p°edem (ale které?)

• neposílat ACK, on si je zdroj po²le znovu

• migrace kanálu

Vyvaºování zát¥ºe

Rozhodnutí o okamºiku migrace � nutno porovnávat zatíºení procesor· (n¥jak konzistentn¥), pak vybrat co bude
migrovat a kam.

• párový algoritmus � vytvo°í se páry které se vzájemn¥ vyvaºují, zatíºen¥j²í procesor vybere proces podle míry
vylep²ení stavu

• vektorový algoritmus (MOSIX) � první vºdy vlastní zát¥º, pak po²le první p·lku nahodnému uzlu, do²lá se
proloºí s vlastní p·lkou

• bidding algoritmus: procesy pravideln¥ vyhodnocovány, pod ur£itý prah se migruje:

1. broadcastem ºádost o nabídku do vzdálenosti d
2. adresát proces ohodnotí, p°ípadn¥ vrátí nabídku
3. odpov¥¤i se zkorigují o cenu p°enosu, bere se nejlep²í; kdyº nedorazí ºádná zvý²íme d

• centralizované/hierarchické vyvaºovací algoritmy � koordinátor zná zát¥ºe svých procesor·

• lokální (prahová hodnota, kdyº p°elezu, ptám se po volných n po£íta£·, vyberu nejlep²í odpov¥¤)

Zablokování

• oblíbené °e²ení � p²trosí algoritmus

• detekce hor²í neº lokáln¥: wait-for-graph

• chceme: Kaºdý existující deadlock je v kone£ném £ase detekován, detekovaný deadlock musí existovat

modely deadlock·

Kdy uº je deadlock?

• single

• AND model � v²echny poºadované prost°edky musí být p°id¥leny, aby se proces odblokoval � na deadlock sta£í
cyklus

• OR model � výpo£et m·ºe pokra£ovat, pokud proces dostane alespo¬ jeden poºadovaný prost°edek � cyklus je
nutná podmínka deadlocku, na posta£ující je nutný n¥jaký hor²í uzel

• k of m

• AND-OR

metody kontrukce wait-for grafu

• centralizovan¥ (prenos informací po kaºdé zm¥n¥, v intervalech, nebo na poºádání)

� kauzální doru£ování proti fale²nému uváznutí kv·li zpoºd¥ní zpráv
� hierarchický (kaºdý °e²í deadlocky pod°ízených)

• path-pushing (uzly spravují lokální kusy WFG, sousedním uzl·m zasílání externí ºádosti, pot°eba rozli²ovat
r·zné procesy uvnit° jiných uzl·)

• edge-chasing (po²lu zprávu v²em, na které £ekám, pokud se mi vrátí, jsem v háji; mezitím se to ale mohlo
odblokovat � °e²ením je aging; overkill � zpráva zárove¬ hledá kandidáta na zahubení)

• di�using computation � t¥m na které £ekám se posílají pingy, oni je vrací pokud jsou taky zablokováni. pokud
dostanu v²echny své pingy zp¥t, mám deadlock

• detekce globalniho stavu � existuje-li deadlock, pak existuje i v konzistentním °ezu; p°i p°íjmu zna£ku (okamºik
°ezu) uzel zaznamená lokální WFG, externí závislosti jsou zaslány iniciátorovi
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Kapitola 25

Architektura po£íta£· a sítí

Zdroje:

• zdroj Siti � Peterkovy slidy 3.1 (http://www.earchiv.cz/l214/index.php3)

• Peterkovy TCP/IP slidy 2.3(http://www.earchiv.cz/l215/)

• architektura pocitacu � Obdrzalkovy slidy (neumi odpovedet na mail), souborkove texty 3.99k, Jirovskeho slidy

• wikipedia (http://www.wikipedia.org/)

• Peterkuv archiv obecne http://www.earchiv.cz/

• Základ byl p°evzat z Majklových státnicových výsuck· (v 0.5) � viz http://mff.modry.cz/statnice/

25.1 Von Neumannova architektura a její alternativy

see also wen:Von Neumann architecture, nebo taky http://www.earchiv.cz/a94/a406c500.php3

• Vychází z koncepce vzniklé v USA v letech 1940/1945, jejíº hlavní tv·rce je John von Neumann.

• Vnit°ní strukturu po£íta£e tvo°í pam¥t, vstup, výstup a procesor. Struktura po£íta£e se nem¥ní s typem úlohy.
Je jednotná pam¥t pro text programu i data. Rozdíl mezi programem a daty je dán jen jejich interpretací. Pam¥t
je posloupnost stejn¥ velkých pam¥tových míst. Po£íta£ je °ízen tokem instrukcí. Ty se provád¥jí, kdyz na n¥
dojde °ada. V kaºdém okamºiku probíhá jen jedna £innost.

• nevýhody � zastaralá, navrhována jako sekven£ní, von Neumann bottleneck (propustnost dat mezi RAM a
CPU je prilis nizka (relativne vzhledem k velikosti pameti a rychlosti cpu)

• Na Von Neumanove architekture jsou zalozeny vsechny dnesni mainstreamove pocitace. I kdyz od te doby doslo
ke rade uprav (asynchronni I/O, cache, virtualni pamet)

• alternativy � po£íta£ °ízený tokem dat � operace se provede, jakmile jsou známy v²echny její operandy

http://www.root.cz/clanky/jak-pracuje-pocitac/

Harvardska architektura

see also wen:Harvard architecture

• od Von Neumannovy se li²í tím, ºe program ukládá do jiné pam¥ti neº data

• nap° DSP procesory a mikrokontrolery

• nehrozí p°epsání programu sebou samým, ale je náro£n¥j²í na výrobu kv·li v¥t²ímu po£tu pam¥´ových sb¥rnic

• Jiná velikost slova (word) v programové a pam¥´ové £ástí, t.j. instrukce s konstantou vejde do jediného na£tení
z programové pam¥ti.

• Na£ítání instrukce a argumentu (program a data) se nepere o sb¥rnici (narozdíl od von Neumannovy arch.)

149

http://www.earchiv.cz/l214/index.php3
http://www.earchiv.cz/l215/
http://www.wikipedia.org/
http://www.earchiv.cz/
http://mff.modry.cz/statnice/
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Von_Neumann_architecture
http://www.earchiv.cz/a94/a406c500.php3
http://www.root.cz/clanky/jak-pracuje-pocitac/
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Harvard_architecture
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25.2 Multiprocesory

HW Architektura

• Voln¥ spojené (Loosely coupled, grids) (propojené skupiny po£íta£·)

• T¥sn¥ (Tightly coupled) spojené multiprocesory

� UMA (Uniform memory access, symetrický p°ístup k pam¥ti)

∗ Propojené sb¥rnicí
∗ Propojené n2 p°epína£i (crossbar nebo crosspoint switched)
∗ Propojené log2(n) p°epína£i (multistage switched, omega networks)
∗ Propojené jinak, t°eba hyperkrychle, klika...

� NUMA (Non uniform memory access, kaºdý procesor svoji pam¥´)

∗ S-COMA, skupina procesor· má svoji �bliº²í� pam¥´, poºadavek na obsah pam¥ti náleºející jiným
procesor·m se propaguje vy²²í vrstv¥
∗ ccNUMA, globální adresace, hodn¥ °e²í cache, direct memory � speciální pam¥´ instancí a jejich kopií
a platností.

Crossbar switched (propojeni pam¥tí a procesor·)

• Nákladé, kvadratický po£et p°epína£·

• Moºnost zapojit více po£íta£·

M1 M2
| |
o---o-- P1
| |
o---o-- P2

Multistage switched (omega networks) (propojeni pam¥tí a procesor·)

• Postupn¥ p°epínaná cesta mezi procesorem a pam¥tí

• P°i v¥t²ím po£tu stup¬· pomalé

• n log(n) p°epína£·

P1-- --M1
\ /
--SWITCH --- SWITCH -

/ \ / \
P2-- \/ --M2
P3-- /\ --M3

\ / \ /
--SWITCH --- SWITCH -

/ \
P4-- --M4

Rozloºení vykonávaného kódu

• OS na jednom, aplikace na druhém (master CPU je botle neck),

• symetricky rozloºené OS i aplikace na v²ech, spousta synchro problém·

Synchro problémy

• Instrukce TSL (test and set lock) musí mít podporu na HW sb¥rnice (jinak dva CPU mohou nesynchronizovan¥
volat TSL)

• Cache ping pong p°i spin locku

• Spin lock je smysluplný, n¥kdo jiný ho m·ºe uvolnit (na uniprocesoru se p°eplanuje)
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Plánování

• Dva rozm¥ry CO a KDE

• time-sharing, v systému jednotná fronta ready proces·, kaºdý procesor si bere co m·ºe

• space-sharing � skupina proces· b¥ºí na skupin¥ procesor·

• gang-sharing procesy sdruºeny do gang· a v²ichni £lenové gangu jedou soub¥ºn¥ na r·zných procesorech

Out-of-order execution

wen:Memory barrier Kratce: procesor muze vykonovat operace v jinem poradi nez jsou v opcode. Na jednoprocesoru
to nevidime, ale na multiprocesoru muze dochazet k tomu ze procesory vidi takove, rekneme, sekvencne nekonzistentni
mezivysledky. Barierova instrukce prave zajisti synchronizaci.

Processor #1:
loop:
load the value in location f, if it is 0 goto loop

print the value in location x

Processor #2:
store the value 42 into location x
store the value 1 into location f

Pri out-of-order vykonavani instrukci tento kod muze vypsat 0 (BUNO predchozi hodnota prom. x) nebo 42.

z wikipedie

• � MIMD multiprocessing architecture is suitable for a wide variety of tasks in which completely independent
and parallel execution of instructions touching di�erent sets of data can be put to productive use. For this
reason, and because it is easy to implement, MIMD predominates in multiprocessing.

� SIMD multiprocessing is well suited to parallel or vector processing, in which a very large set of data can
be divided into parts that are individually subjected to identical but independent operations. A single
instruction stream directs the operation of multiple processing units to perform the same manipulations
simultaneously on potentially large amounts of data.

25.3 Mikroprogramové a klasické °adi£e, mikroprogramování

see wen:Microcode

• Klasický °adi£ má v²echny postupy vykonávání instrukcí zadrátované v HW. Pro kaºdou instrukci a stav je
naprogramováno, jaké °ídící signály mají být dány. Jde vlastn¥ o stavový automat.

| Instructni registr (op. kód)
v

_______________
-------->| |
flagy | |---------------->| |

| Radic | kontrolni | |
| | signal | Control bus |

-------->| | | |
hodiny |_______________|<----------------| |

Zpetna vazba feedback

• Mikroprogramový °adi£ má místotoho mikrokód, který popisuje proces vykonávání instrukcí na úpln¥ nejniº²í
úrovni

• Trochu komplikace s pipeliningem, °ídící signály je²t¥ závisí na instruk£ním cyklu

| Instructni registr (op. kód)
v

_______________
DEKODER

_______________
_______________

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:memory_barrier
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Microcode
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-------->| |
flagy | |---------------->| |

| Radic | kontrolni | |
| | signal | Control bus |

-->| T1|-| | | |
hod| T2|-| |<----------------| |

| ... |_______________| Zpetna vazba

Mikroprogram vypadá n¥jak takto: Propoj registr 1 se vstupem ALU �A�, propoj registr 2 se vstupem ALU �B�,
nastav ALU na s£ítání, vynuluj carry bit v ALU, propoj výstup ALU s registrem 8, aktualizuj registr p°íznak· podle
p°íznak· v ALU, posu¬ £íta£ instrukcí, na£ti dal²í instrukci, ...

Mikroinstrukce jsou uloºeny v oblasti zvané control store, z n¥hoº vybírá instrukce mikroseqeuncer � ten typicky
n¥jak spojuje po£ítadlo, aktuální hodnotu instrukce kterou CPU zpracovává a pole v mikroinstrukci které °íká kam
dál.

• horizontální mikrokód � ²iroký, mikroinstrukce obsahuje za sebou pokyny pro v²echna propojování, nastavování,
skok dál, etc; instrukce jsou ²iroké 56 bit· nebo i víc

Format m·ºe vypadat t°eba takhle

_______________________________________________________________________________________________
| ISTRUKCE RIZENI CPU | INSTRUKCE RIZENI NA BUS| PODMINKA SKOKU| ADRESA MIKROINSTRUKCE PO SKOKU |
------------------------------------------------------------------------------------------------

Provedení instrukce:

• Nastav °ídící signály

• Podle podminky se rozhodni

� Bu¤ prove¤ dal²í instrukci

� Nebo sko£

• vertikální mikrokód � mikroinstrukce jsou zakódované, takºe jsou krat²í, ale vyºadují dal²í zpracování, aby se z
nich dostaly ty pokyny

� n¥kdy to je assembler jednodu²²ího po£íta£e, který emuluje po£íta£ sloºit¥j²í

� dal²í moºná forma je dvojice (jednotka, pokyn_jednotce) � je pot°eba mí¬ pam¥ti, ale CPU je pomalej²í

• Nanoprogramování, instrukce mikrokódu se komprimuje tak, ºe je vlastn¥ jen indexem v adresá°i nanoinstrukcí,
které n¥co d¥lají?

Se klesající cenou tranzistoru za£al dominovat horizontální mikrokód.
Wilkesova °ídíci jednotka. Zaloºena na °ídící matici. Mikroinstukce vybere °ádek, podle toho jestli je na dané pozici

v °ádku jedni£ka se provedou °ídící signály odpovídající sloupc·m v první £ásti matice a vybere se nasledující instrukce
podle jedni£ek a nul ve sloupcích v p°íslu²ném °ádku druhé £ásti matice.

25.4 Pam¥´ová hierarchie, vyrovnávací pam¥ti

• obdrzalkovy slidy na principy 07

• registry � cpu, nejrychlejsi � 1ns, nejmensi �B

• vyrovnavaci pamet � L1, L2 cache, 10ns �kB

• operacni pamet � RAM 10-100ns �MB

• sekundarni pamet � HDD 10ms �GB

• archivni pamet � pasky, DVD, nejpomalejsi nejvetsi 100+ ms, TB

• vyrovnávací pam¥ti

� obvykle pouziti � tam, kde je vyrazny rozdil v rychlostech � procesor vs ram, pristupy na disk.

� Vyuziva se casove lokality pristupu � data jednou pouzita budou pravdepodobne pouzita podruhe a pame-
tove lokality � kdyz pouziju nejaka data, tak asi budu pouzivat i data ulozena v nejblizsim okoli (pamet
pracuje po strankach, takze typicky nactu i okoli) data v cache ulozena spolu se svou adresou. k vyhledavani
je mozno pouzit nekolik druhu mapovani (plne asociativni, prime, ...)
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� cache ma typicky mnohem mensi kapacitu nez ta pamet, ktera je cacheovana (cpu ma radove 0,5MB cache
vs RAM 0,5GB; HDD ma 8MB cache a kapacitu 200GB).

� RAM je v podstate taky cache sekundarni pameti (disku).

� Pro uvolnovani bloku z cache mozno pouzit ruzne algoritmy (LRU, LFU, FIFO, ...)

� typy cache:

∗ write-thru � pouºívat pr·pis (co se zapí²e do vyrovnávací pam¥ti, zapí²e se okamºit¥ i do hlavní)
∗ write-back � uklízet modi�kované bloky do hlavní pam¥ti (vy²²í výkon). P°i zápisu do vyrovnávací
pam¥ti se pouze nastaví (dirty) p°íznak a do hlavní pam¥ti se data zapí²í, aº kdyº jsou vyhozena z
cache (a pouze pokud mají nastaveno dirty).

� Vyhledávání v cache:

∗ pln¥ asociativní mapování � p°i hledání hledána p°ímo adresa v asociativním adresá°i
∗ p°ímé mapování � kaºdý blok v cache své místo
∗ skupinové asociativní mapování � kombinace p°edchozích dvou (2-way atd.)

� U multiprocesoru je pot°eba zaru£it konzistenci dat mezi procesorovými cache.

� Efektivni pristupova doba � �amortizovany� cas potrebny k pristupu do pameti � pomoci cetnosti vypadku
stranek a prumerneho casu pristupu do cache a cacheovne pameti se spocita, jaky byl prumerny pristupovy
cas ke strance.

25.5 Stránkování a segmentace

Virtualni pamet � zaji²´uje v¥t²í adresový prostor, neº je k dispozici fyzicke pameti. Existují dv¥ základní metody:

Stránkování

Prime strankovani

Procesy mají k dispozici velký virtuální adresový prostor. Opera£ní pam¥´ tvo°í fyzický adresový prostor. Virtuální
i fyzická pam¥t je rozd¥lena na bloky stejné velikosti � virtuální na stránky, fyzická na rámce. Proces se odvolává
pouze na adresy ve svém virtuálním prostoru. Opera£ní systém plní stránkovací tabulky informacemi o tom, které
stránky jsou v kterých rámcích � mapování. P°i pokusu procesu o p°ístup k pam¥ti jednotka °ízení pam¥ti(MMU
� memory management unit) dle stránkovacích tabulek zjistí, zda se stránka obsahující poºadované místo nalézá v
opera£ní pam¥ti. Pokud ano, provede p°eklad adresy na fyzickou a instrukci p°edá procesoru. Pokud ne, vygeneruje
p°eru²ení � nastal výpadek stránky(page fault).

OS nalezne volný rámec (p°ípadn¥ n¥jaký uvolní tím, ºe jeho obsah zapí²e do odkládací pam¥ti � viz strategie
vymeny stranek) a z odkládací pam¥ti natáhne poºadovanou stránku do rámce. Procesor nyní zopakuje instrukci,
která p°eru²ení vyvolala. Celý postup je pro proces naprosto transparentní. Pro 32bitovy prostor a 4kB stranky maji
strankovaci tabulky uz velikost 4MB, takze se pouziva vice urovnove strankovani (strategie jako indexovani souboru)

32bitova virtualni �pametova adresa� pouzivana procesem je rozdelena na adresu stranky a adresu ve strance. U
4kB stranek se prvnich 20bitu pouzije pro mechanismus hledani fyzicke stranky a az je nalezena, tak poslednich 12
bitu urcuje poradi v ramci stranky, kde je to, co hledame. zvysovani vykonu: mmu primo soucasti procesoru, TLB �
transaction lookaside bu�er � naposledy pouzita mapovani jsou v malem bu�eru, kde se vyhledaji rychleji.

Strategie vymeny stranek:

• OPT� vyhodit stranku, ktera bude potreba za nejdelsi casovy usek � neimplementovatelna teoreticka strategie.

• FIFO � klasicka fronta, trpi Beladyho anomálií (012301401234 pro 3/4 sloty � p°idání pam¥ti vede k více
výpadk·m).

• LRU � Least Recently Used � nejlepsi aproximace OPT

� casovy �citac� � obsahuje timestamp posledniho pristupu �moc nefunguje p°i procházení velkých struktur.

� zasobnik implementovany jako dvojity spojovy seznam. Pokud pouziju stranku tak se presune na vrchol.
Nevic pouzivana stranka je na vrcholu, nejmin pouzivana je na dne. Vse je v O(1).

• NRU � Not Recently Used � stránky mají £íta£ p°ístupu a ²pinavosti, £íta£ p°ístupu se ob£as maºe, pak se
první vyhazují stránky ne£tené a £isté, pak ne£tené a ²pinavé atd.

• One Hand Clock � kruhový seznam, p°i nutnosti vyhodit stránku se pustí ru£i£ka, která nuluje access bit pokud
je nastavený a vyhazuje stránku pokud je nulový.

• Two Hand Clock � první ru£i£ka maºe accessed bity, druhá (v pevném odstupu za ní) vyhazuje stránky s nulovým
bitem, odstup ru£i£ek ur£uje agresivitu.
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• LFU � Least Frequently Used � stranky maji citac pristupu. Hlavni nedostatek je ten ze stranka hodne pouzita
minule a uz nikdy nepouzita v budoucnu ma malo sanci na vyhozeni.

NRU, one hand clock a two hand clock algoritmy muzou byt chapane jako aproximace LRU, ktery je aproximaci
OPT. FIFO a LFU jsou na tom nejhure.

Inverzni strankovani

inverzni strankovani (inverted page tables) � prevazne u 64bit. architektur napr. UltraSPARC 64 a Power PC �
kvuli velikosti virtualniho prostoru organizuje se adresovani pres ramce fyzicke pameti, ne pres stranky.

Problemy:

• Pristupuje se na virtualni adresu

� naivni reseni � linearni prohledavani polozek (protoze neumime rychle urcit ktery fyzicky ramec odpovida
virtualni adrese)

� efektivni reseni � pouzije se hashovani � nejdrive sahneme na hash table a tak zjistime kde hledat polozku
v page table.

• Sdileni pameti. Uz to nejde tak jako u primych page table � fyzicky ramec odkazuje na virtualni stranku jako
1-1. Pouzije se stejna virtualni adresa stranky ve vsech ASID (???). Anglicky receno: � ... allow the page table
to contain only one mapping of a virtual address to the shared physical address.�.

Working set � stránky, které proces práv¥ pouºívá. Kdyº b¥ºí moc aplikací, tak se jejich working sets nevejdou do
pam¥ti, kaºdé p°epnutí procesu vede k mohutnému swapování a v²e je v háji. Tomu se °íká thrashing.

Segmentace

Pam¥´ je rozd¥lena na segmenty. Program p°istupuje na adresy rozd¥lené na segment/o�set. Segmenty mohou být
r·zn¥ velké, a krom¥ umístení ve fyzické pam¥ti mají i p°íznaky co na n¥ m·ºe sahat. Segmenty jdou p°esouvat i
zv¥t²ovat aniº by o tom aplikace musela nezbytn¥ v¥d¥t (sta£í je jinak p°eházet v pam¥ti, £íslo segmentu i o�set v
kódu se nem¥ní).

Stránkování + segmentace: Kazdy proces ma iluzi pro sebe vyhrazeneho prostoru � segmentu. Pro hledani fyzicke
stranky se pak pouziva i cislo segmentu prirazene procesu. MMU nejdrive v tabulce segmentu najde, kde zacina tabulka
stranek pro dany segment a pak se pokracuje jako vyse.

25.6 Vstupn¥ výstupní subsystémy, p°eru²ení, DMA

• Art of Assembly � Chapter Seven The I/O Subsystem

• V²echno je p°ipojeno vhodn¥ na sb¥rnici (pomocí �latch� nebo �ip-�op).

• Nap°. output port se m·ºe jevit jako místo v pam¥ti, akorát má je²t¥ spojení na vn¥j²í sv¥t

• Jakmile je do latch zapsána datová posloupnost, zp°ístupní je na sad¥ drát· co jdou z po£íta£e.

Obecn¥ jde Input i Output za°ízení sdílející jednu adresu nakreslit následovn¥, na BUS je n¥kde napojen CPU.
Data nemusí jít úlpn¥ nutn¥ do CPU, mohou jít t°eba jinám (v reºiji DMA)

___________
�ízení, Adresa->| |

_________________\ | LATCH OUT |----------> Data do sv¥ta
| DATA BUS OD CPU >| |
| ----------------/ |___________|

_______________| |
DATA BUS | ___________
---------------| | �ízení, Adresa->| |

| |/______________ /| LATCH IN |
| DATA BUS DO CPU< | |<---------- Data ze sv¥ta
--\---------------\|___________|

http://webster.cs.ucr.edu/AoA/Windows/HTML/IO.html
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P°eru²ení

see also Opera£ní systémy (státnice)#Mechanismus p°eru²ení v OS

P°eru²ení je událost, která m¥ní sekvenci, ve které CPU vykonává instrukce; je generováno HW nebo SW. Je
pouzivano pro praci s I/O, virtualni pameti, DMA, ...

P°eru²ení lze generovat:

• synchronn¥ (trap) | vyvolala ho instrukce v b¥ºícím programu, nap°. výpadek stránky

• asynchronn¥ (interrupt) | vn¥j²í událost, nap°. dokon£ení V/V operace, porucha HW: : :

• výjimkou (exception) | nesprávné chování programu, nap°. d¥lení nulou

Postup p°i generování p°eru²ení:

• 1) vznik p°í£iny, vyslání ºádosti

• 2) rozhodnutí o p°ijetí £i nep°ijetí � p°eru²ení lze maskovat � p°eru²ení se uplatní aº pozd¥ji

• 3) identi�kace zdroje p°eru²ení a ur£ení adresy obsluºného programu � rutina, ktera vyresi duvod preruseni

• 4) úschova aktuálního stavu procesoru na zásobník � je moºno povolit víceúrov¬ové p°eru²ení, ale je nutno
zabránit zacyklení procesor obvykle p°i p°ijetí p°eru²ení maskuje v²echna p°eru²ení

• 5) provedení obsluºného programu

• 6) obnova stavu procesoru

• 7) návrat do p°eru²eného programu | obvykle pomocí zvlá²tní strojové instrukce, která obnoví to, co CPU uklidil

Programové p°eru²ení se vyuºívá ke zp°ístupn¥ní sluºeb OS, instrukce call se nepouºívá kv·li ochran¥ | vstupní
body jsou p°i volání p°es p°eru²ení pevn¥ dány.

DMA (Direct Memory Access)

see also Opera£ní systémy (státnice)#DMA

• je zp·sob rychlého p°enosu dat bez ucasti procesoru p°i I/O operacích p°esunech dat v pam¥ti, zobrazování,
refreshi . . .

• P°enos není °ízen strojovými instrukcemi, ale °adi£em DMA.

• P°enos probíhá p°ímo mezi pam¥tí a I/O za°ízením, procesor je odpojen od sb¥rnic.

• Jak se °adi£ DMA a procesor dohodnou, kdy provést p°enos?

� dávkový reºim � °adi£ o sb¥rnice ºádá, po dobu p°enosu procesor na sb¥rnici nesahá, pak dostane od °adi£e
zpávu ºe je hotovo

� kradení cykl· � °adi£ je schopen uspat procesor, provést p°enos a pak ho probudit; náro£né na hardware,
nejde na dlouho

� transparentní reºim � °adi£ pozná, kdy procesor nepracuje se sb¥rnicemi, a v této dob¥ provede p°enos �
procesor o tom ani neví

25.7 Zp·soby obsluhy periferií

Metody

• polling, periodické dotazování na stav za°ízení

• P°eru²ení, za°ízení samo zatahá procesor za noºi£ku, (v¥t²inou verkrze °adi£ p°eru²ení)

• DMA, to je rozebráno vý²e samostatn¥

Abstrakce

• V¥t²inou se programátorovi za°ízení jeví jako stream nebo jako soubor.

Typy p°ístupu

• Adresované (Memmory mapped), jeví se jako n¥jaká £ást pam¥ti

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Opera�n�_syst�my_(st�tnice)#Mechanismus_p�eru�en�_v_OS
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Opera�n�_syst�my_(st�tnice)#DMA
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Polling_(computer_science)


156 KAPITOLA 25. ARCHITEKTURA PO�ÍTA�� A SÍTÍ

� P°ímé, adresa je sou£ást instrukce

� Nep°ímé, sou£ástí instrukce je adresa registru, kde je adresa dat

• Port mapped, k p°ístupu se pouºívá specielní instrukce (wen:Input/output), http://webster.cs.ucr.edu/AoA/
Windows/HTML/IO.html

� Intel 80x86 IN and OUT instrukce

25.8 Vstupn¥-výstupní topologie

• daisy chain (°et¥zec po£íta£ � za°ízení � dal²í za°ízení � poslední za°ízení)

� SCSI se tak fyzicky zapojuje, i kdyº elektricky je to sb¥rnice

� MIDI má takovou formu (viz http://www.root.cz/clanky/rozhrani-midi-na-osobnich-pocitacich/)

• sb¥rnice (v²echno visí na jednom drátu)

• stromová struktura (USB)

25.9 Sb¥rnice a jejich °ízení (SCSI, USB, AGP, ...)

D°ív prost¥ dráty, obsahovaly následující linky:

• datové (p°ená²í data)

• adresové (kam mají data jít)

• °ídící (reºie p°enosu)

Jde o sdílené médium, takºe je pot°eba n¥jak zajistit, aby nedocházelo ke kolizím.
p°enos:

• synchronní (podle p°edem daných hodin)

• asynchronní (signál: te¤ bude zpráva, pak je zpráva)

Ke sb¥rnici se jednodu²e p°idávají dal²í (i vcelku r·zná) za°ízení, ale je to potenciální bottleneck (v²echno na
sb¥rnici se musí bavit stejnou rychlostí).

P°enos dat:

• s ú£astí CPU, které to °ídí

• bez ú£asti CPU, °ízeno °adi£em (t°eba DMA), nebo p°ímo za°ízením (bus mastering)

P·vodn¥ CPU p°ímo na sb¥rnici, pozd¥ji odd¥lena CPU/pam¥t na rychlej²í, a za °adi£em pomalej²í zbytek. K
rychlej²ím komponentám se pak p°idala i gra�cká karta na vyhrazené sb¥rnici AGP nebo PCIe.

Sériové sb¥rnice

P°ená²í najednou jen jeden bit (víc jen v n¥jakém sloºit¥j²ím kódování).
Výhody: jednodu²²í (nemusí sychronizovat mezi jednotlivými kanály), men²í nároky na místo; dá se dosahovat

vy²²ích p°enosových rychlostí na kanál. N¥které (PCI Express) za£ínají pouºívat full-duplex p2p spojení, £íº eliminují
kolize.

Zástupci:

• USB

• FireWire

• SATA

• PCI Express

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Input/output
http://webster.cs.ucr.edu/AoA/Windows/HTML/IO.html
http://webster.cs.ucr.edu/AoA/Windows/HTML/IO.html
http://www.root.cz/clanky/rozhrani-midi-na-osobnich-pocitacich/
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Paralelní sb¥rnice

P°ená²i se najednou více bit· (asi ve více vodi£ích, tedy)
Zástupci:

• AGP

• ISA

• PCI

• ATA (aka IDE)

• SCSI

SCSI

• SCSI (Small Computer System Interface) je standardní rozhraní a sada p°íkaz· pro vým¥nu dat mezi externími
nebo interními po£íta£ovými za°ízeními a po£íta£ovou sb¥rnicí. SCSI se vyslovuje �skazi �. Komunikace probíhá
mezi iniciátorem a cílem pomocí p°íkaz·.

• SCSI commands are sent in a Command Descriptor Block (CDB). The CDB consists of a one byte operation
code followed by �ve or more bytes containing command-speci�c parameters.

• There are 4 categories of SCSI commands: N (non-data), W (writing data from initiator to target), R (reading
data), and B (bidirectional). There are about 60 di�erent SCSI commands.

AGP

• AGP (Accelerated Graphics Port) je PCI sb¥rnice, které b¥ºí na 66 MHz, a data p°ená²í na vzestupné i na
sestupné hran¥ hodin, £imº zdvojuje rychlost p°enosu. Obrázek v Ceresovo (http://dsrg.mff.cuni.cz/~ceres/
sch/osy/notes.php) handoutech.

USB

• Mezi dv¥ma za°ízeními vºdz jen jeden kabel, jsou tam HUBy. Logicky je to tedy sb¥rnice, ale fyzicky tam nic
sdíleného není. Jedná se o strom, v jeho ko°enu je jedno za°ízení p°ipojené na vnit°ní sb¥rnici, pracující v reºimu
MASTER. ve strom¥ m·ºe být celkem 127 jiných za°ízení v reºimu SLAVE.

• �e²ení napájení z USB

• Za°ízení, která se dají p°ipojit na USB spadají do t°íd. Tj, OS po p°ipojení a resetu za°ízení umí rozpoznat z
jaké t°ídy a podt°ídy za°ízení je a podle toho zvolit ovlada£. Ten je stejný bez ohledu na výrobce.

25.10 Mezipo£íta£ová komunikace

pres site s pouzitim nejake sitove architektury � dnes prevazne TCP/IP.
Stejne vrstvy sitove architektury na ruznych pocitacich spolu �jako� komunikuji (rovnobezna komunikace). Ve

skutecnosti kazda vrstva krome fyzicke vyuziva sluzeb te pod ni. Fyzicka vrstva umi posilat 0 a 1 nekam.
Kazda dve zarizeni komunikuji pomoci nejakeho (predem znameho) protokolu � �jazyka� s nejakou gramatikou

� napr. IP, TCP, UDP, HTTP, FTP, ...
Komunikujici strany si predavaji PDU � protocol data unit, ktery ma vzdy dve slozky (hlavicku a obsah), i kdyz

se muze jmenovat ruzne (packet, ramec, http data request, ...). Hlavicka obsahuje rezijni informace, napr. druh dat,
adresa odesilatele a prijemce, poradove cislo, ...

25.11 Sériové a paralelní kanály

Asi viz #Sb¥rnice a jejich °ízení (SCSI, USB, AGP, ...)

RS-232, Centronics, USB

• Seriovy port RS-232C, seriova sb¥rnice, viz http://www.root.cz/clanky/komunikace-pomoci-serioveho-portu-rs-232c/

� Nemaj vyvedený samostatný hodinový signál pro synchronizaci

� Posílá se start a stop bit, mezi n¥ posloupnost bit·, velké nároky na p°esnost krystalky na obou stranách

� Nutné jen dva datové vodi£e, (t°i s �nulákem�), voliteln¥ a °ídícími vodi£i pro HW °ízení toku, handshaking.

� Simplexní, poloduplexní £i pln¥ duplexní asynchronní p°enos dat

http://dsrg.mff.cuni.cz/~ceres/sch/osy/notes.php
http://dsrg.mff.cuni.cz/~ceres/sch/osy/notes.php
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Sb�rnice_a_jejich_��zen�_(SCSI,_USB,_AGP,_...)
http://www.root.cz/serialy/co-se-deje-v-pocitaci/
http://www.root.cz/clanky/komunikace-pomoci-serioveho-portu-rs-232c/
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• Paralelní port, (Centronics rozhraní, LPT Port), viz http://www.root.cz/clanky/paralelni-port-a-rozhrani-centronics/

� Konektor s dvaceti p¥ti piny, dv¥ °ady (13+12), ozna£ení DB25

� Osm datových vodi£·

� �ty°i °ídicí vodi£e

� P¥t stavových vodi£·, kterými p°ipojené za°ízení posílá po£íta£i zp¥t informaci o svém stavu

� P°ipojen p°es kartu nap° na PCI sb¥rnici

25.12 Modemy

see also wen:Modem

Modem je zarizeni pouzivane k prevodu digitalniho signalu na analogovy, jeho kodovani pro prenos pres metalicke
medium a konverze zpet do digitalni podoby na druhe strane linky.

MOdulator a DEModulator, odtud modem. Modulovani je �nanaseni� signalu nesouciho informaci na nejakou
nosnou vlnu, ktera se dobre siri mediem. Samotna nosna (typicky sinusoida) nenese informaci. Informace se uklada az
do zmen teto vlny tzv. modulovanim.

• baseband � modulují do zm¥n nap¥tí/proudu. Unipolární (0V-5V), bipolární(-5V-5V), Manchester(náb¥ºná
hrana, sestupná hrana), Diferenciální Manchester(byla zm¥na, nebyla zm¥na).

• broadband � Modulace na nosnou vlnu, y = A · sin(ωt + ϕ), tj t°i moºnosti co m¥nit (amplituda, frekvence,
posunutí=fáze)

Pouziva se frekvencni, amplitudova a fazova modulace. Presneji kombinace techto tri. Napr. QAM � kvadraturni
amplitudova modulace je kombinaci 3 ruznych amplitud a 12 fazovych posunu, coz tvori celkem 36 stavu. Pro snazsi
rozpoznatelnost se ale pouziva jen 16 z nich s nejvyssi vzajemnou �vzdalenosti�. Prenosova rychlost = modulacni
rychlost (kolikrat za sekundu se zmeni signal) * log2 n. Kde n je pocet rozpoznatelnych stavu (16 u QAM)

Baud = po£et zm¥n stavu za sec != bps (bit per second)... modemy totiz mohou mit vic stavu.

Shanonuv theorem

C = B log2

(
1 +

S

N

)
where

C is the channel capacity in bits per second;

B is the bandwidth (signal processing) of the channel in hertz;

S is the total signal power over the bandwidth, measured in watt or volt2;

N is the total noise power over the bandwidth, measured in watt or volt2; and

S/N is the signal-to-noise ratio (SNR) or the carrier-to-noise ratio (CNR) of the communication signal to the Gaussian
noise interference expressed as a linear power ratio (not as logarithmic decibels]]).

Media

• drátová (kabely a optika)

• bezdrátová (wi�, bluetooth,...)

� narrowband reºim (malý rozsah frekvencí, velký odstup signálu a ²umu)

� spreadspectrum reºim (velký rozsah frekvencí)

∗ Frekvency hopping (zm¥ny frekvence)
∗ DSSS (Direct Sequece Spread Spectrum), na kaºdý bit sekvence bit· (chip) a z ní se pak n¥co vyXORuje
(WiFi, GPS)

Multiplexing

• Frekven£ní

• �asový

• Kódový na DSSS (chiping kódy)

http://www.root.cz/clanky/paralelni-port-a-rozhrani-centronics/
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Modem
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Realita

• 33,6 kbps, protoºe ²í°ka pásma elefonní linky je 3,1 KHz, AT p°íkazy

• ISDN (kde je v²ecko digitální, modem není modem)

• ADSL, subkanály, na kaºdém je nosná frekvence, QAM

25.13 Topologie sítí

see also wen:Network topology

• point-to-point � permanentní nebo spojované okruhy (klasická telefonní sí´)

• sb¥rnice � drát na kterém jsou v²ichni (p·vodní Ethernet)

• kruh (Token Ring, FDDI � kruh m·ºe být koncentrovaný ve st°edu hv¥zdy � see wen:Media Access Unit)

• strom (Ethernet 10BASE-T a ty po n¥m, 100VG-AnyLAN � alternativní varianta 100Mbit Ethernetu)

• hv¥zda (jednotlivý segment nového Ethernetu)

• klika (kaºdý s kaºdým � asi n¥jaké bezdráty)

• mesh (ad-hoc wireless sít¥ � 802.11s, OLPC laptopy mají n¥co takového)

25.14 P°ístupové metody

Resi problem pristupu ke sdilenemu prenosovemu mediu. resi se na urovni linkove vrstvy (podvrstvy MAC v RM
ISO/OSI).

Varianty reseni, nekolik ruznych pristupu:

• deterministicke (rizene) vs. nedeterministicke (nerizene)

• centralizovane vs. distribuovane

• vylucujici kolize / zpracovavajici kolize / bez detekce i napravy

Srovnani:

• nerizene metody funguji lepe v mensich sitich s mensi vytizenosti media (LAN)

• rizene funguji lepe ve vetsich sitich s vetsi vytizenosti (paterni site).

Rizene centralizovane

arbitr vyzyva (polling) nebo je dotazovan (RTS/CTS � Request To Send / Clear To Send).

• Vyhody: arbitr muze menit strategie

• Nevyhody: vyssi rezie, single point of failure

• Priklad: 100VG-AnyLAN (pouze stromova topologie s hlavnim korenem)

Rizene distribuovane

jasna pravidla, vsechny uzly rovnocenne,
varianty:

• metody logickeho kruhu (tokenring) � siti putuje opravneni vysilat (token), ktery si uzly pravidelne predavaji.

• rezervacni metody (siti putuje specialni rezervacni ramec, ktery se pravidelne vyhodnocuje vsemi uzly). Ramec
muze mit podobu bitmapy, ktera reprezentuje ktery uzel ma zajem o vysilani.

• Vyhody: distribuovanost � nestoji a nepada s jednim uzlem

• Nevyhody: jednotlive uzly toho musi umet vice

• Priklad: FDDI, TokenRing

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Network_topology
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Media_Access_Unit
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Nerizene distribuovane

Metoda vysilej co chces (radiem), kdyz nedojde potvrzeni vysilej znovu. Vzniklo na Hawaiskych ostrovech, kde nebyla
zadna pouzitelna infrastruktura.

• Vyhody: jednoduchý protokol

• Nevyhody: velka rezie na kolize a znovu posilani

• Priklad: wen:ALOHAnet

CSMA/CD, CSMA/CA a no-stress metody

�Poslechne� si (Carrier Sense), zda nekdo vysila a pokud ne, tak zacne � malo kolizi (ale muzou byt �Multiple Access)
vzhledem k vysoke rychlosti sireni signalu. Pokud nekdo vysila, tak pocka az skonci a pak zkusi s pravdepodobnosti
p (v zavislosti na metode, pro Ethernet p=1) vysilat znovu. Pokud dojde ke kolizi (Colision Detection), tak se chvili
vysila JAM signal pro utvrzeni kolize. Ruzne metody pak muzou zkusit hned vysilat znovu, nebo chvili mlcet. V
Ethernetu se oba (vsechny) kolizni uzly odmlci na nahodne zvolenou dobu a pak zacnou vysilat znovu (pokud dojde
opet ke kolizi, tak se zdvojnasobi interval, ze ktereho si voli nahodnou dobu k odmlceni).

Na podobném principu funguje i CSMA/CA, která se snaºí p°edcházet kolizím. Poslouchá, po£ká, nechá rozestup
a pak vysílá.

�No-stres� metoda nic ne°e²í, pokud nep°ijde potvrzení, tak je prost¥ neco ²patn¥ a po²le se to znova.

• vyhody: mohou byt velmi efektivni � mala rezie u nizke zateze

• nevyhody: nezarucuji vysledek (mohou byt kolize do te doby, nez to uzel vzda), pri vyssi zatezi prenosoveho
media se velmi zvysuje rezie

• Priklad: Ethernet

Kolizni domena � kam az se siri kolize � repeatery siri, bridge, routery ji ohranicuji
Celkove se ocekava nizke vyuziti prenosoveho media a tim i malo kolizi

Bezdratove pristupove metody

• IEEE 802.11 � �casta� ztrata ramcu kvuli spatnemu signalu, neni mozne zjistit ze nastala kolize behem vysilani
(radio je poloduplex). Vzdy ceka na ACK ramec, aby se ujistil ze prenos probehl uspesne. Problem �skryte�
stanice (A chcevysilat na B ale nevidi ze na nej vysila C protoze signal z C nedosahuje) a predsunute stanice (B
chce vysilat na C ale na nekoho vysila A takze medium je 'obsazeno' i kdyz na C by vysilat mohl � ale nevi ze
A na C nevidi a tedy nejde o kolizi).

� Distributed coordination function (DCF), CSMA/CA (Colision Avoidance). 0-perzistentni metoda � pokud
nekdo vysila odmlci se na nahodnou dobu. Stale se muze dojit ke kolizi, napr. problem skryteho uzlu (tzn.
neni 100% CA metoda). Povinna metoda dle IEEE 802.11

� RTS/CTS http://www.marigold.cz/wifi/doku.php/problem_skryteho_uzlu. Snazi resit problem skry-
teho uzlu. Uzel X vysila Request-to-Send signal, uzly co jsou v dosahu zachyti signal RTS, nastavi svuj
network allocation vector (stopky) a vyslou Clear-to-Send signal ktery zachyti i ty uzly ktere jsou mimo
dosah uzlu X.

� Point coordination function (PCF). Centralizovana metoda rizeni pristpu access pointem (AP).

• Bluetooth � po navazani spojeni preskakuje rychle mezi vysilacimi frekvencemi a tim si �zarucuje� malou
pravdepodobnost kolize (u prenosu hlasu nevadi sem tam nedorucenost)

25.15 Sí´ové technologie � ATM, FDDI, FastEthernet, beztrátové tech-
nologie

ATM

see also wen:Asynchronous Transfer Mode

Prenosova technologie pouzivana v nekterych paternich sitich, p°eváºn¥ telekomunika£ních spole£ností. Je orien-
tovana na QoS, je draha, jen spojovana, nespolehlivá, nema broadcast, ale zase nemá omezenou prenosovou rychlost.
Puvodem ze sveta spoju, ale respektuje cast. i svet pocitacu. Je to bitová roura, ºádné potvrzování a °ízení toku.

ATM pracuje s bunkami dat. Maji vzdy 53B, z toho 5 je hlavicka, 48 naklad.
Nabizi vyssim vrstvam nekolik trid sluzeb:

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:ALOHAnet
http://www.marigold.cz/wifi/doku.php/problem_skryteho_uzlu
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Asynchronous_Transfer_Mode
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• CBR� constant bit rate � garantuje celou kapacitu � emuluje drat � rezervuje max, vhodne pro tel. ustredny,
nekomprimovana multimedia

• VBR � variable br � garantuje co, co prenos prave potrebuje � rezervuje max � nevyuzite pasmo vraci
(narozdil od CBR), vhodne pro komprimovana multimedia

• ABR � available br � rezervuje min

• UBR � negarantuje nic � best e�ort � co zbyde

Nabizi virtualni okruhy � snazsi routovani pro ustredny, presmerovani, pokud cesta vypadne, nevyhodou je nutnost
dvojiho protokolu aby to fungovalo (jeden pro komunikaci s koncovymi uzly, jeden pro vnitrni komunikaci ustreden
mezi sebou).

Z hlediska vrstev je ATM nad fyzickou vrstvou a nad sebou jeste potrebuje AAL � (ATM Adaptation Layer),
jejiz hlavnim ukolem je rozsekavat data na kusy po 44-48B pro prenos pres ATM. AAL ma casti AAL1-4 zhruba
odpovidajici tridam sluzeb (viz vyse). AAL5 je specializovan na pocitacove prenosy (velke datagramy, nespolehlive,
burstmod).

VPI a VCI � virtual path se p°episuje p°i p°echodu p°es úst°ednu, VCI ne.

• vyhody: rychla, snazi se byt univerzalni

• nevyhody: tezkopadna, draha, IP na ATM není moc efektivní

• Priklad: paterni sit ADSL Ceskeho Telecomu (O2)

FDDI

see also wen:Fiber distributed data interface

Fiber Distributed Data Interface � data prenasena optikou. Nejstarsi vysokorychlostni (100Mbps) technologie,
vhodna pro paterni site. Topologii dvojity ring, druhy pro zalohovani, pokud funguji oba, tak max. prenosova rychlost
200Mbps. V praxi se pouziva dvojity kruh stromu, kdy do kruhu jsou zapojeny treba routery a k nim stromem obyc.
pocitace plus dalsi aktivni prvky.

Pouziva token passing pro rizeni pristupu. Moznost provozovat na dlouhe vzdalenosti (100km), pro pripojeni na
kratke vznikla z ekonomickych duvodu varianta CDDI (Copper DDI). Existuje i novejsi FDDI2, ale ani ta se moc
nepouziva. Celkove jde o do budoucna pravdepodobne mrtvou technologii, pouºívá se spí² Fast Ethernet nebo Gigabit
Ethernet.

Dva typy uzl·, co se p°ipojují

• DAS oba okruhy jimy p°iímo prochází

• SAS zapojené pomocí konektoru

Optické p°emost¥ní, pokud je p°ipojená stanice vypnutá

FastEthernet

dnes verze ethernetu pracujici 100Mbps a vice (Gb Ethernet, 10Gb Ethernet), puvodne jen 100BaseT� prvni 100MBps
CSMA/CD standard. Vychazi z 10Mbps, jen vse zrychluje a zkracuje intervaly. Verze, ktera i meni mnohe veci dostala
nazev 100VG-AnyLAN.

Ethernet pouziva 48bitove adresy � MAC adresy. Puvodne mely byt nemenne, dnes je vetsinou lze menit. Prvni
tri byty jsou OUI (organizationally unique identi�er) � identi�kator organizace, dalsi tri identi�kator zarizeni. Mely
by byt unikatni na celem svete (coz zjevne nelze zarucit, kdyz je uz lze uzivatelsky menit).

Ethernet je vrstvou na urovni sitoveho rozhrani. Ethernetove ramce je treba rozlisovat na ramce na urovani MAC
(nizsi podvrstva) a LLC (vyssi podvrstva). Tj. Linková vrstva ISO-OSI se rozpadá pro ethernet na LLC (Logical Link
Control) a MAC (Media Access Controll) podvrstvu Ramec ma 22B hlavicku a az 42-1500B payload.

Struktura packetu

-----------------------------------------------------
|PREAMBULE| DEST | SOURCE | TYP | PAYLOAD | CHECKSUM |
-----------------------------------------------------

100base-tx kodovani � misto Manchesteru (Ethernet) se zaclo pouzivat kodovani 4b/5b (4 informace, 5 preneseno,
tj vºdy se posílá p¥tice s alespo¬ dv¥ma jedni£kama). Zpetna �kompatibilita� � vsechny sitove prvky ktere umi 100Mb
se dokazou prepnout i na 10Mb. Puvodne poloduplex, ale rozsiren na plne duplexni (vysilani muze probihat obema
smery) za predpokladu zadnych opakovacu a jen switchu krome koncovych stanic � uz neni pouzivano sdilene medium
� kazda stanice ma primy spoj na switch a tim odpada nutnost CSMA/CD.

Rozpoznání 10 vs 100 MB ethetnetu na základ¥ FastLinkPulse, 17-33 pásk· o 100 ns (který desetimegabit detekuje
jako jeden pulz?)

Mozna delka kabelu uz neni omezena technologii na 200m, ale jen utlumem kabelu.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Fiber_distributed_data_interface
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Gigabit ethernet

Optikou nebo kroucenou dvoulinkou (kat. 5, 4 pary). Varianty poloduplex (s CSMA/CD) i fullduplex (ten se stava
technologii vhodnou i jinde nez v LAN). Jiz jen dvoubodove spoje (pres switche se realizuji ruzne topologie).

10Gb ethernet � predpoklada se jen optika a jen fullduplex.

bezdrátové technologie

Je k dispozici omezeny rozsah pouzitelnych frekvenci.

• licencovane (nabizi operatori) provozovatel ma exkluzivni prava na vysilani, zadne ruseni, vydava CTU �
900MHz, 1.8GHz GSM, UMTS, CDMA

• nelicencovane, musi jen respektovat omezeni o max. vykonu; jednotlivi provozovatele si mohou rusit signal �
wi� (2,4; 5GHz), WiMAX, bluetooth

druhy deleni bezdratovych siti

• podle druhu mobility (wi�, wimax vs GSM, CDMA vs Iridium; satelitni telefon � primo �bts�)

• podle dosahu � cordless, wireless, satelitni

• podle druhu prenosu (1:1, 1:n)

WLAN standardy IEEE 802.11

• 802.11a � 5GHz, 54Mbit/s

• 802.11b � WiFi, 2.4GHz, 11Mbit/s

• 802.11g � 2.4GHz, 54Mbit/s

Rámce v 802.11

• °ídící (nap° ACK)

• administra£ní (nap° authentiza£ní)

• datové

P°ístupové metody

• DCF, Distributed Coordination Function, zaloºená na CSMA-CA

• PCF Point Coordination Function, koordinace zaloºená na koordinátorovi

� cez AP, mix periód DCF a CFP (vtedy rozosiela pakety staniciam, ze mozu vysielat)

BSS, prepojene cez (Wireless-)DS; spojenim BSS => ExtendedSS (mobilita)

• SSID, BSSID

rámce: PLCP (rychlost prenosu) | Mac (RTS/CTS, ACK) | management (probe, asociacia,autentizacia) | data
frames

4 adresy v MAC (sndr, rcvr + bity to DS, from DS)
kolizie

• 0-perzistencia (CSMA/CA � ACK)

prekryvajuce sa frekv. pasma
DHSS (bit => napr. bakerov kod; vo wi� nie kvoli multiplexu � ale kvoli sumu)
OFDM (ortho. freq. division multiplex � prekryvajuce sa pasma, v kazdom pasme iny nosny signal)
PBCC
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25.16 RM ISO/OSI

see also wen:OSI model

Referencni model ISO/OSI (International Organisation for Standardisation / Open Systems Interconnection)
Pokus vytvorit univerzalni sitovou architekturu standardizacni agenturou. Reseni od �zeleneho stolu�. Nebylo plne

dodelano, protokoly se dodelavaly az pozdeji postupne. Zacal �velkyma ocima�, ze kterych bylo postupne ustupo-
vano kvuli neimplementovatelnosti celeho modelu. Ze zacatku hodne prosazovan statnimi institucemi, ktere ve svych
zakazkach vyzadovaly kompatibilitu.

RM ISO OSI obsahuje sedm vrstev, kazda vrstva ke svemu fungovani pouziva vrstvy primo pod ni na stejnem
pocitaci, mezi pocitaci fakticky komunikuje jen fyzicka vrstva.

1. Fyzicka � prenasi bity. Kvuli tomu resi kodovani, modulaci, synchronizaci, ... na jeji urovni se rozlisuje paralelni
a seriovy prenos, synchronni a asynchronni,...

2. Linkova � prenasi ramce k primym sousedum. Kvuli pretizenosti se rozpadla na dve podvrstvy � LLC a
MAC. Zajistuje synchronizaci na urovni ramcu (detekce zacatku a konce ramcu). Muze fungovat spojovane i
nespojovane, spolehlive i nespolehlive, best e�. i QoS. Ridi tok dat a pristup ke sdilenemu mediu

• MAC d¥lá kanál na sdíleném médiu, adresování, °e²í kolize
• LLC multiplexing, °ízení toku (kdy vysílat aby se druhý konec neucpal)

3. Sitova vrstva � prenasi datagramy pomoci smerovani do cele site. Muze pouzivat ruzne routovaci algoritmy. Je
to nejvyssi vrstva, kterou musi mit smerovace (routery). Routing � hledani cesty k adresatovi, forwarding �
poslani packetu tou cestou.

4. Transportni vrstva � muze pridavat sluzby � napr. nizsi vrstvy (patrici nekomu jinemu) nabizi jen nespolehlivou
komunikaci a transportni vrstva doda (pripadne zvysi) spolehlivost. Pr. TCP (spolehlivy) nad IP (nespolehlivy)
(ten priklad neni z ISO OSI, ale ze transportni vrstvy rodiny TCP/IP). Transportni vrstav pridava �delitelnost�
uzlu � uz nestaci jen adresa, ale je treba i port pro identi�kaci adresata.

5. Relacni vrstva � muze zajistovat sifrovani, podporu transakci, sessions. Je to nejvice kritizovana soucast RM
ISO/OSI. V TCP/IP neni zastoupena a °e²í si to aplikace. http://www.earchiv.cz/a92/a225c110.php3

6. Prezentacni vrstva � prevod dat do/z tvaru vhodneho k prenaseni � napr. kodovani (ascii, ebcdic, little endian
vs big endian) linearizace (dvourozmerne pole -> 1D),...

7. Aplikacni vrstva � puvodne mela obsahova aplikace, ale nakonec jen jadro aplikaci, ktere ma smysl standardi-
zovat � napr. prenos el. posty.

nevyhody modelu: vyroben od zeleneho stolu, prilis slozity, nektere funkce opakovany v ruznych vrstvach, upred-
nostnuje spojovane spolehlive sluzby sveta spoju, maly duraz na propojovani siti.

25.17 Aktivní prvky (bridge, routery)

Sm¥rova£ (router)

Zarizeni fungujici na urovni sitove vrstvy. Propojuje dve nebo vice siti (ma dve nebo vice sitovych rozhrani � adres).
Funguje v prostredi prepojovani packetu. Stara se o smerovani packetu (routing) i jejich posilani (forwarding). Sklada
se z prepojovaciho pole a smerovaciho procesoru. Procesor urcuje smer dalsiho putovani packetu, pres prepojovaci pole
se packet fyzicky prenese z vstupni fronty do vystupni fronty.

Smerovac pro urceni dalsi cesty pouziva smerovaci tabulky (routing tables), pripadne je nepouziva u �nouzovych�
metod typu �ood nebo random. Smerovaci tabulka obsahuje trojice jake site, jakou cenou (v nejake predem stanovene
metrice), pres jakeho primeho souseda.

Adaptivni algoritmy prubezne upravuji smer. tabulky, neadaptivni ne.
metody smerovani:

• �ood � posli vsem krome zdroje � pro aktualizacni informace, pripadne ve vojenskych sitich.

• random � posli komukoli � kdyz se mi zacinaji zahlcovat bu�ery a nejde to poslat tam, kam to ma jit

• distribuovane smerovani � Nejcasteji uzly spolupracuji na hledani optimalni cesty. Dnes prevazne link state
routing metoda.

� OSPF (open shortest path �rst) protokol. Poslu vsem! vzdalenosti k primym sousedum a kazdy uzel si z
nich pocita nejkratsi cesty sam. Ani tohle neni kvuli velikosti tabulek dostatecne pro opravdu VELKE site.

� hiearchicke smerovani � rozdelim sit na bloky, ze kterych se nebudou sirit detailni smerovaci informace, ale
jen informace typu informace ve smyslu: �pres mne jsou dostupné síte X.Y.Z aº X.Y.W�. Tuto sumarizaci
provadi �hranicni smerovac�. Pres paterni sit je nutno pouzit exterior gateway protokol (BGP), v �moji� siti
nejaky interior gateway p. (t°eba OSPF, nebo n¥co statického)

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:OSI_model
http://www.earchiv.cz/a92/a225c110.php3
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Most (bridge), p°epína£ (switch)

Zarizeni na linkove vrstve. spojujici jednotlive pocitace do �site�. Muze byt zapojeno k sobe i vice switchu. Jednotlive
site od sebe oddeluji routery. Bu�eruje data a tim muze spojovat jednotlive segmenty site, ktere nepracuji stejnymi
rychlostmi. Pracuje transparentne (na urovni linkove vrstvy), zastavuje kolize Ethernetu, podporuje broadcast.

Metodou zpetneho uceni se uci topologii nejblizsiho okoli (jen sit � po router). Nejdrive nevi nic a co dostane
broadcastuje vsem. Zapamatuje si adresy tech co mu neco poslou a kdyz jim je neco v budoucnu smerovano, tak uz to
posle jen jim. Problem moznych cyklu v siti (od A mi to prislo pres B i C) resi inteligentni switche vyhledanim kostry.

Pro posilani v ramci site se muze pouzivat source routing (tedy ne v Ethernetu; neplest s routing v sitove vrstve) �
ramec ma v hlavicce navigaci � uplny itinerar uzlu, pres ktere vede cesta k cili. Ten se zjisti specialnim pruzkumnym
packetem, ktery se pred tim poslal �oodem a vratil se.

Rozdil mezi switchem a bridgem je v tom, ze switch umi jen stejne/podobne technologie (prepoji site 10 a 100mbit
ehternet), kdezto bridge je pomalejsi ve sve funkci, ale za to treba spoji token ring a ethernet.

Opakova£ (repeater), hub

Zarizeni fyzicke vrstvy, jen hloupy zesilovac signalu � co mu prijde z jedne strany vysle na druhou (nebo na v²echny
ostatní v p°ípad¥ hubu), a tim �prodluzuje� sit. Mnozstvi repeater· zapojitelnych v Ethernetu je omezene (max 5
segment· mezi dv¥ma stanicemi), aby se stihly detekovat kolize. Dulezite na repeateru je, ze uz se nepouziva, protoze
se ze sdileneho media (sbernice � koax) preslo na point2point (kroucene dvoulinky do switche).

25.18 Sí´ový model TCP/IP, IPv6

Rodina protokol· (asi 100) TCP/IP, na které je postavený dne²ní Internet. Ucelena predstava o sitove architekture a
poctu a ukolech vrstev. Oproti RM ISO/OSI obsahuje jen ctyri vrstvy.

Vznikalo pomalu, postupnym pridavanim v akademickem prostredi, ale prosadilo se i v komercnim. Dnes je to nejroz-
sirenejsi sitova architektura fungujici nad jakoukoli linkovou technologii.

Protokoly byly vyvijeny jako de�nitivni reseni pro provoz vznikajiciho Internetu. Mely nahradit prozatimni Network
Control Protocol Arpanetu � site �nancovane ministertvem obrany USA (Vint Cerf � otec internetu). Filozo�e �
musi to byt decentralizovane a nejak fungovat, kdyz cast fungovat prestane (bude znicena treba). Nebylo pozadovano
zabezpeceni, mobilita... TCP/IP vymysleno tak, aby sly ruzne site s ruznymi technologiemi pripojovat k ARPANETu
(a tim tvori Internet).

Vrstvy

1. Aplikacni vrstva � jednotne zaklady aplikaci � email, prenos souboru, http, xmpp, etc

2. Transportni vrstva � jednotne transportni protokoly � TCP a UDP

3. Sitova vrstva � prenosovy protokol IP

4. Vrstva sitoveho rozhrani � TCP/IP nede�nuje � at si tady je co chce, kdyz to bude poskytovat sluzby potrebne
pro fungovani IP protokolu. napr. Ethernet, Token Ring, ATM, ...

porovnani s RM ISO/OSI:

• aplikacni vrstva � aplikacni + prezentacni + relacni

• transportni vrstva � transportni v.

• sitova v. (IP vrstva) � sitova v.

• v. sitoveho rozhrani � linkova + fyzicka

IP

Protokol IP � nespolehlivy, nespojovany, best e�ort, 32bitove adresy (IPv4). Vyssi vrstvy vidi pouze MTU�maximum
transfer unit � velikost ramce pro danou technologii pod IP. Pokud ji nerespektuji, dochazi k fragmentaci (IP to rozdeli,
ale to je plytvani).

IP adresy logicky dvouslozkove adresa site + adresa uzlu. Predpokladaji se dva typy uzlu v siti � koncove (pc,
tiskarny,servery,...) a routery, ktere spojuji jednotlive �site�. Adresa site byla puvodne vyjadrena bud 8 bity (trida A),
16 (trida B) nebo 24 (trida C) a jednotlivym zadatelum se pridelovaly jednotlive tridy.

S rozvojem pocitacu zacinaji adresy dochazet, coz se resi:
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• Subnetting � deleni jiz pridelenych trid.

• CIDR � uz jde pridelovat jakoukoli 2�n mnozinu adres ne jen tri ruzne tridy.

• privatni IP adresy (10.*; 192.168.*) � jsou videt jen v ramci jedne site, ne pres router, do zbytku sv¥ta p°ipojené
p°es NAT nebo r·zné proxy

• IPv6

ostatní protokoly a TLA

• TCP � spojovany spolehlivy (emuluje toto chovani nad nespojovanym nespolehlivym IP) protokol v transportni
vrstve (vyuziva jej napr. SMTP, FTP, Telnet, HTTP)

• UDP � nespojovany nespolehlivy protokol v transportni vrstve (DHCP, RPC, NFS, v¥t²í £ást DNS), vícemén¥
jen obal IP s porty

• RFC � public domain standardy TCP/IP, vznikaji az na zaklade fungujici technologie (�rmy dnes predkladaji
ke standardizaci sve technologie)

• Internet Socieety -> IAB (ridi standardizaci, vydava RFC)

• Webove standardy vydava W3C, kopie jsou vydavany jako RFC

Packet header analysis IP header Ethernet frames
TCP/IP obecn¥ má:

• vyhody: efektivni, nevnucuje rezii, kterou nepotrebujeme

• nevyhody: nehodi se na nektere nove technologie (VOIP, Video on Demand), ktere by potrebovaly QoS, nikoli
BestE�ort (lze resit prioritizaci � MPLS nebo rezervaci RSVP � zajistuje rezervaci zdroju �pod� IP); neposkytuji
zadne zabezpeceni (ze zadani)

Srovnání s RM ISO/OSI

TCP/IP ISO/OSI
prijme jedn. reseni, pak pridava zacne na velkem, pak ubira, protoze nezvlada
prijima jen realizovane veci neni nutne overeni realizovatelnosti

standardy jsou volne dostupne standardy jsou prodavany (draze)

IPv6

Naslednik IPv4 (ten prevazne pouzivany nyni). Asi nejdulezitejsi zmenou je rozsireni adresoveho prostoru z 32 bitu na
128 a tim vyreseni problemu s nedostatkem adres �na vzdy�.

Obsahuje ale i jine nove moznosti:

• multicast p°ímo ve speci�kaci

• mobilita (dnes zatím nepouºito)

• link-local adresy

• IPSec � ²ifrování autentizace p°ímo ve speci�kaci

• autokon�gurace (postup pro získání link-local adresy, pak router solicitation, ...)

Nejedna se o zasadni zmeny od IPv4, spise, podle �loso�e protokolu TCP/IP o vylepseni, ktere si �zadaji uzivatele�.
Dal²í odli²nosti:

• nemá checksum v hlavi£ce (kde se neustále m¥ní TTL/hop limit), místo toho spoléhá na vrstvy okolo. routery
tak nemusejí neustále po£ítat m¥nící se sou£ty

• pakety se nefragmentují na cest¥, ale jen u odesílatele, p°edpokládá se pouºití Path MTU discovery

http://www.insecure.in/packet_header_analysis.asp
http://www.erg.abdn.ac.uk/users/gorry/course/inet-pages/ip-packet.html
http://www.earchiv.cz/a97/a729k150.php3
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Adresace v ipv6

z wcs:ipv6 Adresy IPv6 se d¥lí do t°í kategorií11RFC 2373 � 'Architektura adresování IPv6':

• unicast adresy

• multicast adresy

• anycast adresy

Unicast adresa reprezentuje jednotlivé sí´ové rozhraní. Paket zaslaný na unicast adresu je doru£en konkrétnímu
po£íta£i. Následující typy adres jsou IPv6 unicast adresy:

• globální unicast adresy

• adresy místní linky

• adresy místní stránky

• unikátní lokální IPv6 unicast adresy

• speciální adresy

Multicast adresy jsou pouºívány k de�nování mnoºiny rozhraní obvykle pat°ících r·zným uzl·m, nikoli pouze jed-
nomu. Paket zaslaný na multicast adresu je protokolem doru£en v²em rozhraním ur£eným touto adresou. Multicast
adresy mají pre�x FF00::/8 a jejich druhý oktet ur£uje dosah adresy, tzn. rozsah v jakém je multicast adresa zviditel-
n¥na. B¥ºn¥ vyuºívány jsou rozsahy místní linky (0x2), místní stránky (0x5) a globální (0xE). Anycast adresy jsou také
p°i°azeny více neº jednomu rozhraní, pat°ící rozdílným uzl·m. Nicmén¥ paket vyslaný na anycast adresu je obvykle
doru£en pouze jednomu z £lenských rozhraní, typicky �nejbliº²ímu� vzhledem k p°edstav¥ sm¥rovacího protokolu o
vzdálenosti. Anycast adresy nemohou být snadno identi�kovány, mají strukturu beºné unicast adresy a li²í se pouze
zavád¥ním do sm¥rovacího protokolu na více místech v síti.

Speciální adresy

Existuje mnoºství adres které mají speciální význam v IPv6:

Místní linka

• ::/128 � adresa samých nul je nespeci�kovaná adresa a je pouºívána pouze v software.

• ::1/128 � adresa místní smy£ky je adresa pro localhost. Pokud aplikace vy²le paket na tuto adresu, IPv6 paket
je vrácen zp¥t na téhoº hosta (odpovídá 127.0.0.1 v IPv4).

• fe80::/10� pre�x místní linky udává platnost adresy pouze v místní fyzické lince. Analogické autokon�gura£ní
IPv4 adrese 169.254.0.0/16.

Místní stránka

• fc00::/7 � unikátní lokální adresy (ULA) jsou sm¥rovatelné pouze v mnoºin¥ spolupracujících stránek. Adresy
zahrnují 40 bitové pseudonáhodné £íslo minimalizující nebezpe£í kon�ktu p°i slou£ení stránek £i úniku paket·.

IPv4

• ::ffff:0:0/96 � tento pre�x se pouºívá pro IPv4 mapované adresy (viz Mechanismy p°echodu níºe).

• 2002::/16 � pro adresování tunelu IPv6 v IPv4.

Multicast

• ff00::/8 � pouºití pro multicast adresy

Uºito v p°íkladech, neschváleno, £i zastaralé

• ::/96 � nulový pre�x se pouºíval pro IPv4 kompatibilní adresy. Nyní zastaralý.

• 2001:db8::/32 � pouºito v dokumentaci. Kdekoliv je dán p°íklad IPv6 adresy, m¥l by mít tento pre�x.

• fec0::/10 � pre�x místní stránky udává platnost adresy pouze uvnit° místní organizace. Pouºití bylo v zá°í
2004 odmítnuto dle RFC 3879 a systémy nesmí podporovat tento speciální typ adres.

1

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wcs:ipv6
http://tools.ietf.org/html/rfc2373
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V protokolu IPv6 nejsou vymezeny ºádné rozsahy adres pro broadcast � aplikace pouºívají multicast ke skupin¥
all-hosts

Zónové rejst°íky

Ur£itý problém p°edstavují adresy lokální linky pro systémy s více neº jedním rozhraním. Jelikoº kaºdé rozhraní
m·ºe být p°ipojeno k jiné síti a v²echny adresy se zdají být na stejné podsíti, objevuje se nejednozna£nost ne°e²itelná
sm¥rovacími tabulkami Nap°íklad host A má dv¥ rozhraní a t¥mto rozhraním jsou p°i aktivaci automaticky p°i°azeny
adresy místní linky : fe80::1/64 a fe80::2/64. Pouze jedno z rozhraní je p°ipojeno do stejné fyzické sít¥ jako host B s
adresou fe80::3/64. V p°ípad¥ ºe host A se pokusí o spojení s fe80::3, jak ur£í rozhraní které má pouºít? O tom pak
rozhodují zónové rejst°íky

25.19 P°enosové sluºby po£íta£ových sítí

Spolehlivé a nespolehlivé

spolehliva sluzba ten, kdo data prenasi zodpovida za doruceni (proto je nutna detekce chyb, zadosti o opetovny
prenos).

nespolehliva sluzba je ji jedno, zda se to doruci nebo ne. Se spolehlivosti je spojena nenulova rezie, ktera muze byt
nezadouci. Napr. multimedialni prenos potrebuje dodavat pravidelne hodne dat a pripadna ztrata casti z nich
boli mene nez zdrzeni vetsiny kvuli znovuposlani.

best e�ort typ prenosu, kdy se sit �snazi� a pokud to uz nejde, tak jsou pozadavky stejnomerne kraceny. pr. IP

Quality of Service Obecné oznacení pro variantu, kdy prenosová sí dokáºe rozli²ovat mezi jednotlivými prenosy a
nabízet jim ruznou �kvalitu prenosu� (QoS). Muze nabizet garanci sluzeb (resi se rezervaci zdroju) a take nemusi.

Spojované a nespojované

spojovana komunikace

1. nejdrive se navaze spojeni v rámci navázání spojení je nalezena (a vyznacena) trasa penosu

2. probiha komunikace

3. spojeni je ukonceno, pripadne zdroje vraceny

• komunikace je stavova (alespo¬ neni spojeni / je spojeni). je treba osetrit prechod mezi jednotlivymi stavy a
nestandardni situace (jeden ucastnik spadne apod.)

• zachovava poradi (packety se nemohou zprehazet, kdyz cestuji stejnou cestou)

• analogie � telefonni hovor (vytocim, mluvim, polozim)

Prepojovani okruhu � zpusob spojovaneho prenosu. Jednotlive uzly site �vyriznou� z dostupne kapacity tolik, o kolik
si komunikujici strany reknou (a taky to pak nauctuji, rezervace je drahá). Vyrabi iluzi jednoho dratu mezi zdrojem
a prijemcem, ktery ma vsude stejnou kapacitu. Odhadnutelne zpozdeni na ceste, vyuziva se ve svete telekomunikaci,
protoze je vhodne pro multimedia, malo ve svete pocitacu (snad jen seriove komunikace).

nespojovaná komunikace

nenavazuji spojeni, neoveruji, ze druha strana existuje, neni treba ukoncovat spojeni. komunikace probiha formou
posilani zprav � datagramu

• bezestavova

• kaºdý datagram obsahuje v hlavicce plnou adresu prijemce

• nezarucuje poradi doruceni

• trasa pro datagram je hledana vzdy znovu

• analogie � listovni posta

Prepojovani packetu � nic se nevyhrazuje, stale je snaha vyuzit vsechny dostupne zdroje (best e�ort). Pouziva se
prakticky ve vsech sitich, vhodne pro datove prenosy. Datagramy museji obsahovat adresy odesilatele a prijemce. Ma
smysl jen blokovy prenos, proudovy se emuluje. Diky slozitejsi logice zpracovani v uzlech ma vetsi prenosove zpozdeni
nez prepojovani okruhu a je nerovnomerne. Uzly funguji na principu Store & Forward. Muze fungovat spojovane
(virtualni okruhy) i nespojovane (datagramova sluzba).
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25.20 P°enos a sdílení dat

není moc jasné co tahle otázka vlastn¥ znamená, následují n¥jaké spekulace

Z hlediska (lowlevel) techniky prenosu dat

proudovy prenos / blokovy prenos

• Proudovy prenos (stream)

� predavano po jednotlivych b[iy]tech.

� Zadna hlavicka, prijemce je ten na druhe strane kanalu. Predpoklada se spojovana komunikace.

• Blokovy prenos

� prenaseno po blocich. Blok je nazyvan podle vrstvy, ve ktere je prevod realizovan,zpusobu prenosu nebo
velikosti bloku:

∗ packet � sí´ová vrstva
∗ rámec (frame) � linkova vrstva
∗ zpráva � aplikacni vrstva
∗ datagram � obecny nespojovane prenaseny blok (ramec je datagram)

� Velikost bloku je promenna, ale shora omezena

Podle synchronizace

• synchronni � hodinky zdroje a prijemce jsou stale aktualizovany (treba v ethernetu se posilaji data jen kazdou
druhou dobu, ty druhe "kazde druhe (sudy/lichy) jsou pro synchronizaci)

• asynchronni � postrada jakoukoli synchronizaci, potrebuje 3hodnotovou logiku (�1�, �0�, �nic�), nepouziva se

• arytmicky � terminologicky zamenovan s asynchronnim � muze velke mezery mezi vysilanim, zesynchronizuji
se vzdy na zacatku vysilaneho bloku (ktery ma jen 4-8b, coz vydrzi synchronizovane) �start� bitem.

Podle sm¥rovosti

• simplex � jendosmerny kanal

• duplex � obousmerny,

• semiduplex � lze prenaset v obou smerech, ale ne najednou

Z hlediska prenosu dat pomoci aplikacnich protokolu

Kazdopadne musi obe strany dodrzovat nejaky dohodnuty protokol.

• pro prenos souboru � FTP � na soubory se divame jinak, jsou-li ulozeny lokalne nebo vzdalene. Uzivatel musi
explicitne kopirovat data z jedne lokaci do druhe (get/put). Funguje typem klient/server. active/passive(vsechna
spojen navazuje klient � kvuli fw) mod. port serveru 21 � prikazy, 20 � data, u klienta nahodny.

• pro sdileni souboru � NFS, AFS, SMB (wokenni sdileni) � soubory lze vnimat stejne (byt muzou mit ruznou
dobu pristupu), o stehovani z jednotlivych lokaci se stara system.

Soubory jde posílat p°ená²et ob°í hromadou dal²ích protokol·. Pod sdílení se asi krom¥ sí´ových �lesystém· dají
zahrnout i FTP, web, r·zné content distribution networks a p2p v¥ci jako je BitTorrent.

25.21 Elektronická po²ta

sluºba, je moznost realizovat ji interne ruzne (smtp vs MS mail vs X.400). V internetu se pouziva SMTP. Krome
protokolu pro prenos zprav mezi servery a klientem (SMTP), je treba dodrzovat jeste spravny format (rfc822 �
hlavicka, telo, pripadne prilohy), zajistit zpusob stahovani zprav ze schranky na serveru (imap, pop3), rozsireni pro
napr. narodni abecedy, urceni typu prilohy (MIME).

Kazda zprava ma:

• header � komu, od koho, predmet, datum poslani, ...

• telo � obsah

• prilohy
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P°enos zprávy

1. sestavení zprávy, p°íkaz k odeslání

2. upload (odeslání) zprávy na po²tovní server, pomocí SMTP

3. p°enos zprávy mezi po²tovními servery

• pomocí protokolu SMTP

• zpráva kon£í v po²tovní schránce (mailboxu) p°íjemce

4. staºení zprávy z po²tovní schránky do po²tovního klienta

• pomocí POP3/IMAP

5. £tení p°ijaté zprávy, v rámci po²tovního klienta p°íjemce

• MX záznamy v DNS � pro kazdou domenu je de�novan jeden nebo vice serveru, ktere pro ni prijimaji postu

• SMTP garantuje prenaseni jen 7bitovych znaku (ASCII), pro prenos 8bitovych je treba je prevest do 7bitu �
jak to udelat resi MIME.

• IMAP vs POP3 � IMAP dovoluje pracovat s daty na serveru, je urcen pro stala pripojeni typu pevna linka/adsl.
POP3 umi zpravy stahovat na lokal � vhodne pro modemisty

Spam

Jak na spam:

• Bayes �ltry

• DNSBL

• greylisting

• SPF (Sender Policy Framework)

25.22 Sluºby zp°ístupn¥ní informací

Po Gopheru dnes WWW.

WWW

Sada HTML stránek a dal²ích médií okolo nich propojených odkazy. Data se p°ená²ejí pomocí protokolu HTT-
P/HTTPS. Funguje na architektu°e klient/server.

HTTP je bezestavový protokol (jen request/response), stavovost se do n¥j dopl¬uje typicky p°es cookies. HTTP
request je nej£ast¥ji GET/POST/HEAD, ale jsou i PUT/DELETE a pár dal²ích (see wen:Hypertext Transfer Proto-
col#Request methods).

V odpov¥d p°ijde n¥jaký ze status kód· (200, 404, 302, ...) a obsah.

Proxy, P2P

proxy proxy server je jakysi prostrednik mezi klientem a serverem, ktery vyrizuje pozadavek. Klient posle pozadavek
proxy serveru (o cemz uzivatel ani nemusi vedet a typicky si nemuze vybrat, zda proxy server pouzije ci nikoli)
a ten jej vyridi bud ze sve cache nebo dotazem na dany server a pak preposlanim odpovedi. Pouziva se z duvodu
bezpecnostnich (jediny bod site pristupny z internetu, vsechny lokalni pocitace jsou az �za nim�), vykonovym
(cacheovanim muze usetrit spoustu prenosove kapacity), pripadne jinym (napr. povoleni jen urcitych stranek �
pokus o pristup na jine proxy server nedovoli)

Peer to peer site (Peer2Peer, P2P) vymenne datove site (bittorrent, KaZaa, Napster, DirectConnect...), kde si
data predavaji dva(vice) koncovych uzivatelu, nejsou stahovana z zadneho centralniho serveru.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Hypertext_Transfer_Protocol#Request_methods
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Hypertext_Transfer_Protocol#Request_methods
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25.23 Bezpe£nost sí´ového p°ístupu, zabezpe£ené protokoly

Tady je stranka, ktera slusne pokryva toto tema. Jasne a do hloubky napsane: RAD security
Bezny sitovy provoz je tvoren v �dobre vire�. Kdokoli je na trase, tak muze do zprav nakukovat, i je menit. To

samozrejme neni pro nektere typy komunikaci dostatecne. Aby byla sitova komunikace bezpecna, mela by zajistovat
tyto veci:

• identi�kace (zjisteni identity ucastniku � ten druhy je tim, za koho se vydava),

• autorizace (overeni pristupovych prav � nelez/nesahej kam nemas)

• duvernost (sifrovani komunikace � nikdo si to neprecte)

• integritu (taky sifrovani � nikdo to nezmeni).

Protokoly pro bezpecny prenos informaci � z datoveho toku neni poznat, co je prenaseno. Resi se sifrovanim.
Pro �uplne� (kazda sifra muze byt prolomena) bezpecne pouziti je nutne identi�katory ucastniku (�ngerprinty, jmena-
/hesla) prenest bezpecnou cestou (rucne lokalne opsat, nikoli stahnout nezabezpecene z webu). Bezpecnost zavisi na
bezpecnosti pouzite sifry a korektni implementaci algoritmu na obou stranach.

Identita ucastniku a navazani spojeni se resi pomoci asymetrickeho sifrovani, vlastni vymena pak pomoci sy-
metrickeho(pretoze symetricke su rychlejsia nez asymetricke). Identita je dana public klicem ucastnika (nebo jeho
�ngerprintem). To se typicky deje jen pro server a uzivatel svou identitu serveru �prokazuje� pozdeji pomoci jmena a
hesla.

SSL, secure socket layer protokol v rodine tcp/ip slouzici k bezpecnemu provozu jinych protokolu. Je zalozen na
sifrovani a muze pouzit nekolik ruznych algoritmu. Pouziti se sestava ze tri kroku: 1. Dohodnuti se na algoritmech,
2. autentikace ucastniku pomoci verejnych klicu (certi�kát·), serveru povin¥ a klienta voliteln¥ 3. vymena dat
pomoci symetrickych sifer. My²lenaka byla vytvo°it zabezpe£ené sockety typu berkley, p·vodn¥ hlavn¥ pro
protokol HTTP.

https � secure obdoba http protokolu jde o vymenu dat beznym http protokolem provozovanym nad SSL (secure
socket layer)

ssh (secure shell) pro bezpecne terminalove spojeni se se vzdalenym serverem, dá se pouºít pro tunelování protokol·
na TCP/IP, nap° HTTP.

sftp secure �le transfer protocol, je nad ssh

FTP jde pomocí SSH zabezpe£it °ídící spojení, to je nad TCP, ale datové ne, to je nad UDP.

Do SSL/TLS se dá balit i SMTP, POP3, XMPP, ... Pro paranoiky jde i Tor a tak.

25.24 P°eklad adres

NAT � network address translation � technika prekladu sitovych adres, ktery se deje na �rewallu nebo routeru. Pri
pouziti se vzdy projevi tyto cile/dusledky:

• setreni jmeneho prostoru IPv4 � privatni adresy mohou byt pouzity pro spoustu pocitacu za NATem.

• sdileni internetoveho pripojeni � internet provider poskytuje pouze jednu sitovou adresu a my chceme pripojit
vice pocitacu.

• bezpecnost � pocitace za NATem nemaji verejnou adresu a neda se na ne z internetu poslat request, protoze
skonci na NAT routeru.

Krome techto �vlastnosti�, ktere se projevi pri kazdem pouziti NATu, lze tuto techniku pouzit i pro dosazeni jinych
cilu:

• LoadBalancing � nekolik fyzickych serveru za jednou ip adresou a �NATovadlo :)�, ktere rozdeluje pozadavky

• Failover � server a jeho backup za jednou ip adresou. Kdyz server selze, tak se zacne pouzivat backup, aniz by
o tom kdokoli vedel.

priklad � dnesni domaci routery, iptables.
Rozliseni, ktery pocitac v privatni casti ma dostat odpoved na svuj pozadavek se dela pomoci cisel portu (proto

nekdy nazyvano PAT) � router pro pozadavek pocitace prideli nejaky port a �z nej� to potom posle do internetu. Kdyz
prijde odpoved na tento port, tak router pak vi, komu to ma preposlat. Preposilani obema smery se deje prepisovanim
adres v hlavickach a ponechani tela (payload) packetu. Proto protokoly, ktere maji adresu i v tele (IPSec) nebo navazují
dodate£ná spojení sm¥rem ke klientovi (active mód FTP) nefunguji za NATem (bez explicitni pomoci od NATovadla).

Routeru se dá nastavit aby n¥které poºadavky na sebe p°eposílal daným po£íta£·m ve vnit°ní síti (port forwarding).
Toho se dá vyuºít ke zp°ístupn¥ní n¥kterých zdroj· ve vnit°ní síti ven (t°eba pro p2p sít¥ ;-). Protokol UPnP umoº¬uje
tyto tunely vytvo°it zevnit° bez speciálního nastavování routeru.

http://www3.rad.com/networks/applications/secure/main.htm
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25.25 Firewally

Firewall je za°ízení slouzici ke kontrole a p°ípadnému povolení/zakázání n¥jakého sí´ového provozu. V podstat¥ odd¥luje
vn¥j²í sí´ (typicky Internet) od vnit°ní sít¥ (LAN nebo i jeden po£íta£). Lze °e²it v HW i SW.

Ve �remní síti �rewall t°eba zakazuje ve²kerý HTTP provoz v²emu krom¥ proxy serveru, a zabra¬uje navazování
spojení zvenku. Dále se �ltruje t°eba SMTP, nebo n¥který druh p°ístupu pouze z d·v¥ryhodných sítí, ...

V jednom PC je �rewall softwarove který kontroluje p°íchozí a odchozí spojení i na úrovni aplikací � m·ºu povolit
spojení ven prohlíºe£i, ale uº ho t°eba zakázal malwaru.

25.26 Certi�káty

Digitální certi�kát: obecné ozna£ení pro údaje, týkající se ur£itého subjektu a stvrzené jiným subjektem, který se
zaru£uje za jejich pravost (tzv. certi�ka£ní autoritou � u nas 1.CA, ve svete VeriSign). Nej£ast¥ji je v certi�kátu
obsaºen ve°ejný klí£ vlastníka certi�kátu, který má být ve°ejn¥ p°ístupný (ale mohou zde být obsaºeny i dal²í údaje).

Údaje v certi�kátu jsou chrán¥ny pomocí asymetrických ²ifrovacích technik � jsou za²ifrovány privátním klí£em
vydavatele certi�kátu (certi�ka£ní autority), a mohou být de²ifrovány s pouºitím ve°ejného klí£e certi�ka£ní autority
(který je ve°ejn¥ známý). Význam a v¥rohodnost certi�kátu jsou závislé jak na v¥rohodnosti samotné certi�ka£ní
autority, tak i na zp·sobu, jakým tato autorita získává a ov¥°uje údaje, které svým certi�kátem stvrzuje.

Treba pro certi�kat pouzitelny pro digitalni podpis pro komunikaci se statni spravou musite jit osobne s obcankou
do 1.CA. Nikdo jiny zatim nema �licenci� na to, aby tyto certi�katy vydaval. Naproti tomu Verisign vydava vice
�druhu� certi�katu, podle toho jak byla overena identita.

Pro uplnou funkci je treba pouzivat i casove znamky (timestamp). Jinak bych u cehokoli mohl tvrdit, ze to bylo
podepsano nekym jinym mym certi�katem az potom, co jsem jej prohlasil za neplatny a vygeneroval si jiny.

Ov¥°ení certi�kát· se tedy dáj z°et¥zovat. �ekn¥me, ºe certi�kát autority A má kaºdý, nap° uº jako sou£ást
prohlíºe£e nebo OS. A podepí²e certi�kát autoritám AA, BB, CC a do certi�kátu je zaznamenenáno, kdo certi�kát
podepsal (jak sehnat certi�kát podepisova£e). AA nebo BB nebo CC podepí²e certi�káty AAA, BBB, CCC, DDD,
EEE, a tak dále. Pokud jsme schopni sehnat v²echny certi�káty v tomto strom¥ od listu ke ko°eni, tak jsem schopni
ov¥°it, zda je certi�kát v listu d·v¥ryhodný (je tak d·v¥ryhodný jako nejmén¥ d·v¥ryhodná autorita na cest¥ do
ko°ene)

25.27 VPN

viz http://cs.wikipedia.org/wiki/Virtu%C3%A1ln%C3%AD_priv%C3%A1tn%C3%AD_s%C3%AD%C5%A5
Z fyzickeho pohledu jde o sou£ást jiné sít¥. Z logického pohledu se jedná o samostatnou sit. Muze mit vlastni

adresovaní, do jinych siti pristup jen pres branu aj.
Duvod vzniku: uzivatel chce mit vlastni sit, ale nevyplati se mu ji fyzicky budovat. Jeji �simulace� je levnejsi. Provoz

ve VPN je sifrovan, aby byl bezpecny. poskytuje typicky sluzby identi�kace (zjisteni identity), autentizace (overeni
pristupovych prav) u kazdeho vstupu uzivatele (pripojeni z domova, z jine pobocky) pres verejnou sit (napr. internet).
Dale zajistuje duvernost (sifrovani komunikace � nikdo si to neprecte) a integritu (taky sifrovani � nikdo to nezmeni,
aniz by se to poznalo).

Priklady pouziti:

• uzivatel z domu do �remni site, nekolik pobocek dohromady se tvari jako jedna sit

• ve svete telekomunikaci se vyskytuji sluzby jako �volani zdarma v ramci �rmy�, jejiz telefony tvori VPN (coz
jsou teda asi spis jen jina cisla a tari�kace nez specialni sifrovani)
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Kapitola 26

Geometrické modelování a výpo£etní
geometrie

26.1 Rozsah látky

Seznam o�ciálních státnicových otázek:

Projektivní roz²í°ení a�nního prostoru, homogenní sou°adnice, a�nní a projektivní transformace v rovin¥ a v prostoru,
kvaterniony v reprezentaci 3D orientace, diferenciální geometrie k°ivek a ploch, základní spline funkce, kubické
spliny C2 a jejich vlastnosti, interpolace kubickými spliny, Bézierovy k°ivky, Catmull-Rom spliny, B-spline, de
Castelja·v a de Boor·v algoritmus, aproxima£ní plochy, plochy zadané okrajem, Bezierovy plochy, plátování,
B-spline plochy, NURBS plochy, základní v¥ty o konvexit¥, kombinatorická sloºitost konvexních mnohost¥n·,
návrh geometrických algoritm· a jejich sloºitost, Voroného diagram a Delaunayova triangulace, konvexní obal,
lokalizace, datové struktury a algoritmy pro efektivní prostorové vyhledávání.

26.2 Projektivní roz²í°ení a�nního prostoru, homogenní sou°adnice, a�nní
a projektivní transformace v rovin¥ a v prostoru

A�nní prostor:

• An � neprázdná mnoºina bod·

• Wn � vektorový prostor (zam¥°ení)

• f : An ×An →Wn

• f(A,B) + f(B,C) = f(A,C)

• ∀P ∈ An,∀X ∈ An : fP (x) = f(P,X) je bijektivní

B¥ºn¥ An = Rn,Wn = Rn, f(A,B) = B −A.
Soustava sou°adnic
Repér: pevný bod O + báze zam¥°ení
Transformace sou°adnic
Lineárn¥ nezávislé body
B0, B1, . . . , Bn jsou LN ⇔ (B1 −B0), (B2 −B0), . . . , (Bn −B0) jsou LN
A�nní prostor dimenze n je jednozna£n¥ ur£en n+1 body:

X = B0 +
∑

βi(Bi −B0) = B0 +
∑

βiBi −
∑

βiB0 = B0 (1−
∑

βi)︸ ︷︷ ︸
β0

+
∑

βiBi

Afinní kombinace bod· (barycentrické sou°adnice)
\(X = \beta_0 B_0 + \beta_1 B_1 + \ldots + \beta_n B_n\), \(\sum \beta_i = 1\)
Konvexní kombinace bod· - navíc poºadavek \(\beta_i \geq 0, \forall i\)
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26.3 Kvaterniony v reprezentaci 3D orientace

• Q = q0 + q1i+ q2j + q3k = (q0, (q1, q2, q3)) = (q0,
−→q )

• i2 = j2 = k2 = −1

• ij = k, ji = −k, . . .

Operace s kvaterniony

• Q · P = (q0,
−→q )(p0,

−→p ) = (q0p0 − qp; q0p + p0q + (q × p) � komutativní pokud shodné vektorové £ásti, jinak
pouze asociativní a distributivní

• Q∗ = (q0,−−→q )

• Q ·Q∗ = (q2
0 + qq; q0q − q0q + 0) = q2

0 + q2
1 + q2

2 + q2
3

• ‖Q‖ =
√
Q ·Q∗

• Q ·Q−1 = 1

Q∗ ·Q ·Q−1 = 1

Q∗ ·Q ·Q−1 = Q∗

Q−1 =
Q∗

‖Q‖2

• V¥ta: ‖Q · P‖ = ‖Q‖ · ‖P‖

Dk: ‖Q · P‖ =
√

(Q · P ) · (Q · P )∗ =
√

(Q · P ) · (P ∗ ·Q∗) =
√
Q · P · P ∗ ·Q∗ =

√
‖P‖Q ·Q∗ =

√
‖P‖2‖Q‖2 =

‖Q‖ · ‖P‖

Jednotkové kvaterniony

• ‖Q‖ = 1

• tvo°í multiplikativní podgrupu

• Q−1 = Q∗

• Jednotkový kvaternion je tvaru: Q = (cos(α), sin(α) · a), ‖a‖ = 1

Rotace

Interpolace rotace

1. Lineární Eulerova interpolace

2. Kvaterniony � LERP

3. SLERP � sférická lineární interpolace
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26.4 Diferenciální geometrie k°ivek a ploch

26.5 Základní spline funkce

26.6 Kubické spliny C2 a jejich vlastnosti, interpolace kubickými spliny

26.7 Bézierovy k°ivky

26.8 Catmull-Rom spliny

26.9 B-spline

26.10 De Castelja·v a de Boor·v algoritmus

26.11 Aproxima£ní plochy, plochy zadané okrajem, Bezierovy plochy, plá-
tování, B-spline plochy, NURBS plochy

26.12 Základní v¥ty o konvexit¥, kombinatorická sloºitost konvexních mno-
host¥n·

26.13 Návrh geometrických algoritm· a jejich sloºitost

26.14 Voroného diagram a Delaunayova triangulace

26.15 Konvexní obal, lokalizace, datové struktury a algoritmy pro efek-
tivní prostorové vyhledávání

26.16 Materiály

• &hellip;
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Kapitola 27

Analýza a zpracování obrazu, po£íta£ové
vid¥ní a robotika

27.1 Rozsah látky

Seznam o�ciálních státnicových otázek:

Matematický model obrazu, 2D Fourierova transformace a konvoluce, vzorkování a kvantování obrazu, zm¥na kon-
trastu a jasu, odstran¥ní ²umu, detekce hran, inverzní a Wiener·v �ltr, ur£ení vzájemné polohy snímk·, problém
korespondence bodu a objektu, odstran¥ní geometrických zkreslení snímk·, detekce hranic objekt·, detekce
oblastí, p°íznaky pro popis a rozpoznávání 2D objekt·, momentové invarianty, wavelety a jejich pouºití, sta-
tistická teorie rozpoznávání, klasi�kace s u£ením (Bayess·v, lineární a k-NN klasi�kátor), klasi�kace bez u£ení
(hierarchické a itera£ní shlukování), po£íta£ové vid¥ní, úvod do po£íta£ové robotiky, plánování cesty mobilního
robota.

27.2 Matematický model obrazu

Obrazová funkcia (spojitá), 2D:

f : U ⊂ R2 → Rn

f : [x, y]→ [a1, a2, ..., an]
(poloha bodu v rovine -> atributy obrazu (farba, priehladnost, ... � R4 pre 3553)))
Digiálny rastrový obraz:

I :< 0..m− 1 > × < 0..n− 1 > → Rn

Digitalizácia pomocou �ltru d:

If (i, j) =

∫∫
R2

f(x, y)d(x− i, y − j)dxdy

d vyjadruje snímaciu charakteristiku digitaliza£ného zariadenia (foto£idlo, CCD prvok, ...)

27.3 2D Fourierova transformace a konvoluce

Spojité verze

• Dop°edná Fourierova transformace: F (u, v) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x, y)e−2πi(ux+vy)dxdy

• Zp¥tná Fourierova transformace: f(x, y) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ F (u, v)e2πi(ux+vy)dudv

• Konvoluce: (f ∗ g)(x, y) = (g ∗ f)(x, y) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(a, b)g(x− a, y − b)dadb

Vlastnosti

• Convolution theorem: F{f ∗ g} = F{f} · F{g}

• Linearita: F{a · f + b · g} = a · F{f}+ b · F{g}

• Shift theorem: F{f(x− x0, y − y0)}(u, v) = e−2πi(ux0+vy0)F (u, v)

• Rotace: F{Rot(f)} = Rot(F{f})
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Diskrétní verze

• Dop°edná Fourierova transformace: Fn,m = 1√
MN

∑N−1
k=0

∑M−1
l=0 fk,le

−2πi( kmM + ln
N )

• Zp¥tná Fourierova transformace: fk,l = 1√
MN

∑N−1
m=0

∑M−1
n=0 Fn,me

2πi( kmM + ln
N )

• Konvoluce: (f ∗ g)[m,n] =
∑∞
i=−∞

∑∞
j=−∞ f(i, j)g(m− i, n− j)

27.4 Vzorkování a kvantování obrazu

Matematický model vzorkování, Shannon theorem

f(x, y) · s(x, y) = d(x, y), kde f je p·vodní funkce, s je vzorkovací fce (pole delta funkcí) a d je navzorkovaný obraz.

• F (u, v) ∗ S(u, v) = D(u, v)

• s(x, y) =
∑∞
i=−∞

∑∞
j=−∞ δ(x− i∆x, y − j∆y)

• S(u, v) =
∑∞
i=−∞

∑∞
j=−∞ δ(u− i 1

∆x , v − j
1

∆y )

Fourier·v obraz navzorkované funkce (D(u, v)) je tvo°en do m°íºky poskládanými spektry p·vodní funkce s rozte-
£emi 1

∆x a 1
∆y . Dokáºeme zrekonstruovat p·vodní funkci pouze pokud se nám jednotlivá spektra neslijí a to platí jen

pokud je p·vodní funkce frekven£n¥ omezená a vzorkujeme s dostate£nou frekvencí:

∆x ≤ 1
2Wu

a ∆y ≤ 1
2Wv

, kde Wu a Wv jsou maximální frekvence v základních sm¥rech.

Pot°ebujeme dvakrát vy²²í frekvenci neº je maximální p°ítomná frekvence v p·vodní fci.

Negativní projevy podvzorkování

• aliasing (stráta vysoko frekven£nej informacie � hrany, detaily)

• Moiré efekt � fale²né nízké frekvence

Kvantování

• Diskretizace oboru hodnot signálu � vºdy ztrátové.

• �asto se kvantizér navrhuje tak aby vyuºíval vlastnosti lidského oka � nap°. nerozli²itelným jasovým ·rovním
se p°i°azuje stejná hodnota

27.5 Zm¥na kontrastu a jasu

• ekvalizace histogramu

• p°evodní funkce pro jasové úrovn¥ (LUT � lookup table)

• gamma korekce

27.6 Odstran¥ní ²umu

�um sa vy£ísluje ako logaritmus pomeru signalu k ²umu v decibeloch dB (Signal-to-Noise Ratio). �ím viac decibelov
tým lep²í odstup signálu od ²umu -> kvalitnej²í obraz.

SNR = 10log
D(f)

D(n)
[dB]

f � signál, n � ²um
Modely ²umu:

• Aditivní náhodný ²um g = f + n

• Gaussovský bílý ²um

• Impulsní ²um (s·l a pep°)

Noise reduction: (nedám za to ruku do oh¬a)

dB
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• bílý ²um -> Priemerovanie v £ase (prosté/váºené)

• impulsní ²um -> Mediánový �lter (pre pixel vyberáme intenzitu medianu v okolí), iné nelineárne �ltre,

• low-pass �lter (napr. Gauss) � zbaví vysokofrekven£ného ²umu (rovnako ako aj kaºdej inej vysokofrekven£nej
informácie � hrany)

• Rotujúce okno � pokus o odstranenie vysokofrekven£ného ²umu a zachovania hran zarove¬. Moºe vytvára´
artefakty.

• Priemerovanie podél hran

27.7 Detekce hran

Lidské vnímání je zaloºeno na detekci hran (edge detection), tedy zm¥nou jasu hrany vidíme objekty. Toho se taktéº
ve velké mí°e pouºívá v segmenta£ních technikách pro zpracování obrazu. Mnoho metod segmentace práv¥ vychází z
detekce hran pro odli²ení objekt· v obraze. Hranu v obraze je charakterizovat gradientem, tedy velikostí a sm¥rem.
Existuje také mnoho �ltr· pracující s detekcí hran v obraze a hrany hrají také klí£ovou roli pro p°íznaky a posléze
klasi�kace podle vektor· p°íznak·. Mezi geometrické p°íznaky pat°í nap°. pravoúhlost, podlouhlost, kruhovost £i
vzdálenost pixel· od okraje, tedy hrany. Vektor p°íznak·, ozna£me jej nap°. vc =(x1, x2,...,xn), kde xi je daný
p°íznak. Tyto p°íznaky pak slouºí jako vstupy (nap°. pro perceptron), a pomocí nich se klasi�kuje výstup (t°ída).

27.8 Inverzní a Wiener·v �ltr

P°edpokládáme, ºe známe funkci, která po²kodila obraz.
Ideální p°ípad � bez ²umu:

g(x, y) = (f ∗ h)(x, y), kde h je funkce po²kození, prostorov¥ nem¥nná (stejná pro celý obraz).

Z Convolution theoremu dostaneme:
G = F ·H

F = G · 1

H
V praxi je v²ak b¥ºn¥ p°ítomen i ²um, který dekonvoluci st¥ºuje:

g(x, y) = (f ∗ h)(x, y) + n(x, y), kde n je aditivní ²um, nezávislý na obrazové fci.

G = F ·H +N

F = G · 1

H
− N

H
Z posledního výrazu je vid¥t, ºe ²um bude nejvíce ovliv¬ovat výsledek na frekvencích, kde bude H tém¥° nulové.

Wiener·v �ltr

Wiener·v �ltr se snaºí vypo°ádat se ²umem a najít nejlep²í opravu obrazu z hlediska nejmen²ích £tverc· (matematicky
správné, ale neideální pro £lov¥ka)

HW (u, v) =
H∗(u, v)

|H(u, v)|2 + Snn(u,v)
Sff (u,v)

27.9 Ur£ení vzájemné polohy snímk·, problém korespondence bodu a ob-
jektu

27.10 Detekce hranic objekt·, detekce oblastí

27.11 P°íznaky pro popis a rozpoznávání 2D objekt·, momentové invari-
anty

27.12 Wavelety a jejich pouºití

http://users.rowan.edu/�polikar/WAVELETS/WTtutorial.html
http://pagesperso-orange.fr/polyvalens/clemens/wavelets/wavelets.html
http://cnx.org/content/m11140/latest/



180 KAPITOLA 27. ANALÝZA A ZPRACOVÁNÍ OBRAZU, PO�ÍTA�OVÉ VID�NÍ A ROBOTIKA

27.13 Statistická teorie rozpoznávání, klasi�kace s u£ením (Bayess·v, li-
neární a k-NN klasi�kátor), klasi�kace bez u£ení (hierarchické a
itera£ní shlukování)

27.14 Po£íta£ové vid¥ní

27.15 Úvod do po£íta£ové robotiky, plánování cesty mobilního robota

27.16 P°edm¥ty

• Digitální zpracování obrazu

• Speciální funkce a transformace ve zpracování obrazu

• Rozpoznávání vzor·

• Úvod do mobilní robotiky

• Po£íta£ové vid¥ní a inteligentní robotika

27.17 Materiály

• Slajdy: Flusser J., Zitová B. http://staff.utia.cas.cz/zitova/prednasky/, Hlavá£ V. http://cmp.felk.
cvut.cz/~hlavac/HlavacTeachPresentCz.htm, �tanclová J. http://www.ksi.mff.cuni.cz/~stanclova/

• Flusser J., Zitová B., Image registration methods: a survey, AV�R http://library.utia.cas.cz/prace/
20030125.pdf

• Gonzales R. C., Woods R. E., Digital Image Processing http://www.imageprocessingbook.com/index_dip2e.
htm

For more details look freelance writing opportunities site.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Digit�ln�_zpracov�n�_obrazu
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Speci�ln�_funkce_a_transformace_ve_zpracov�n�_obrazu
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Rozpozn�v�n�_vzor�
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/�vod_do_mobiln�_robotiky
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Po��ta�ov�_vid�n�_a_inteligentn�_robotika
http://staff.utia.cas.cz/zitova/prednasky/
http://cmp.felk.cvut.cz/~hlavac/HlavacTeachPresentCz.htm
http://cmp.felk.cvut.cz/~hlavac/HlavacTeachPresentCz.htm
http://www.ksi.mff.cuni.cz/~stanclova/
http://library.utia.cas.cz/prace/20030125.pdf
http://library.utia.cas.cz/prace/20030125.pdf
http://www.imageprocessingbook.com/index_dip2e.htm
http://www.imageprocessingbook.com/index_dip2e.htm
http://www.essaywriters.net


Kapitola 28

2D po£íta£ová gra�ka, komprese obrazu a
videa

28.1 Rozsah látky

Seznam o�ciálních státnicových otázek:

Výstupní gra�cká za°ízení, plo²né útvary � jejich reprezentace a mnoºinové operace s nimi, kreslicí a o°ezávací algo-
ritmy v rovin¥, anti-aliasing, barevné vid¥ní a barevné systémy, reprodukce barevné gra�ky, rozptylování a p·l-
tónování, kompozice polopr·hledných obrázk·, geometrické deformace rastrových obrázk·, morphing, základní
principy komprese rastrové 2D gra�ky, skalární a vektorové kvantování, prediktivní komprese, transforma£ní
kompresní metody, hierarchické a progresivní metody, waveletové transformace a jejich celo£íselné implemen-
tace, kódování koe�cient·, komprese videosignálu, £asová predikce � kompenzace pohybu, standardy JPEG a
MPEG, snímání obrazu v digitální fotogra�i.

28.2 Výstupní gra�cká za°ízení

• pod©a trvanlivosti zobrazenia

� zobrazovacie zariadenie (display, projector)

� tiskové zariadenia (tiskárna, plotter, osvitová jednotka)

• podle barevných schopností

� �/B zobrazenie (2 barvy)

� monochromaticke zobrazení (256 odstín· ²edi)

� Barevná paleta (pevná nebo nahrávaná: 16-1024)

� plná barevnost (�true-color� � maximální barevné vyuºití zobrazovací technologie: 16.7 mil. i více)

• rastrový/vektorový výstup

� rastrový

∗ jsou p°ímo adresovány jednotlivé pixely
∗ data jsou závislá na rozli²ení (a nelze je jednodu²e ²kálovat)

� vektorový

∗ zobrazují se p°ímo sloºit¥j²í objekty (£áry, k°ivky, písmo)
∗ data nejsou závislá na rozli²ení (lze je ²kálovat aº v zobrazovacom za°ízení)

• podla technologie výstupu:

� vektorový výstup (staré displeje, plotter, n¥které osvitové je dnotky)

� rastrový výstup (displje, tiskárny)

• podle komunikace:

� vektorové za°ízení (urychlované video-adaptéry, plottery, PostScript)

� rastrové za°ízení (beºné video-adaptéry, tiskárny v gra�ckém reºimu)
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28.3 Plo²né útvary � jejich reprezentace a mnoºinové operace s nimi

28.4 Kreslicí a o°ezávací algoritmy v rovin¥

Kreslení

Kreslení £ar

• Kreslení £áry � DDA algoritmus (celo£íselní)

� vyhoda � snadná implementace

� nevýhody � nutno po£ítat s velkou p°esností (real, �xed point), jedno d¥lení, v cyklu zaokrouhlování

input: x_1, x_2, y_1, y_2, color : integer
1. \(x=x_1, y=y_1\)
2. \(dx=1; dy=\frac{y_2 - y_1}{x_2, x_1}\) (p°edpokládáme |y_2 - y_1| < |x2-x1|)
3. while (x<=x_2) \(x_{n+1}=x_n+dx, y_{n+1}=y_n+dy\); PutPixel(x, round(y), color);

• Kreslení £áry � Bresenham·v algoritmus

� vyhody � rychlost, iba nasobenie a ²£ítaní, dá se implementovat bez if-·

• Kreslení kruºnica � Bresenham·v algoritmus

� kreslí se jen 1
8 kruºnice (tj. while y>x) � zbytek se °e²í symetrií

Odvození Bresenhamových algoritm·

• Rozkreslení pixel·, jejich polovin

• Ur£ení základních vztah· pro dané tvary

� Úse£ka � E′ = E − dy
dx <= M = 1

2

� Kruºnice � F (M) = M2
x +M2

y −R2 > 0

� Elipsa � kreslí se po £tvrtinách, pozor, od chvíle, kdy dy=dx se posouvá v kaºdém kroku y a ne x!!!

∗ F (M) = b2M2
x + a2M2

y − a2b2 > 0

• Odstran¥ní zlomk·, odvození inkrement·(resp. dekrement·)

Vypl¬ování n-úhelníka

• Seznam hran, dy, dxy (zm¥na x p°i zm¥n¥ y o 1)

• Hrany orientované shora dol·, set°íd¥né podle y, x, dxy

• Udrºuje se seznam aktivních hran p°i vypl¬ování

• Zjednodu²en¥ se vypl¬ují jen liché body

Vypl¬ování souvislé oblasti

Více druh·:

• Hrani£ní

• Stejné barvy (záplavové)

• 4-souvislé, 8-souvislé

Lépe vyuºít frontu neº zásobník � men²í spot°eba pam¥ti.
�ádkový algoritmus
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Kreslení písma

Písmo zadáno dv¥ma r·znými zp·soby:

• Vektorov¥

� Pomocí úse£ek, oblouk·, kruºnic,...

� Snadné neprofesionální ²kálování

� P°i kreslení je nutno resterizovat

• Rastrov¥

� Zadáno v bitmap¥

� Snadné vykreslení pomocí BitBlt

P°i vykreslování vhodné vyuºití vzoru Flyweight. (Vektorové písmeno se p°evede jen jednou pro danou velikost,
nechá se uloºeno v cache)

O°ezávání

28.5 Anti-aliasing

Alias

Alias vzniká p°i rekonstrukci vzorkovaného singálu. Jedná se o dodate£nou (neºádanou) nízkofrekven£ní informaci,
která vzniká ve dvou p°ípadech:

1. Pokud je p·vodní funkce frekven£n¥ neomezená � neexistuje maximální frekvence. => p°i diskrétním zobrazení
spojité funkce nikdy nedostaneme p°esnou reprezentaci.

2. Pokud je p·vodní funkce frekven£n¥ omezená, tj. pokud existuje v jejím Fourierovském spektru maximální
frekvence fmax. Pokud se taková funkce vzorkuje s frekvencí men²í neº tzv. Nyquist·v limit -> fnyq = 2*fmax, vzniká
alias.

Typický p°íklad � vykreslování ²achovnice.

Antialiasing

Problém aliasu se typicky °e²í zvý²ením prostorového rozli²ení na úkor barevného � pouºitím více odstín· té samé
barvy. Pixely i kreslené útvary jsou plo²né objekty => pixely rozsvítím s intenzitou úm¥rnou jejich pokrytí.

Provádí se pomocí supersamplingu � p°evzorkováním na vy²²í rozli²ení a následným pr·m¥rováním hodnot. Ne-
výhodou je ztráta informace u vysokofrekven£ních £ástí � ostré hrany se rozmaºou.

• Pravidelné vzorkování � jen p°enese problém o °ád dál

• Stochastické vzorkování � problém se °e²í um¥lým p°idáním ²umu

� Poison disc

� Jittering (rozt°esení)

� N-v¥ºí

28.6 Barevné vid¥ní a barevné systémy, reprodukce barevné gra�ky

Barevné vid¥ní

oko � rohovka, duhovka, panenka, £o£ka, sklivec, sítnice. �lutá skvrna
Ty£inky � intenzita sv¥tla � vnímání kontrast·, vid¥ní za ²era, v oku cca 120e6
�ípky � t°i typy (r, g, b) � vnímání barev, soust°ed¥ny ve slepé skvrn¥, v oku cca 8e6

Barevné systémy

• RGB

• CMY(K) = 1 � RGB

• HSV (barvy na ²estibokém jehlanu), HLS (barvy na dvou kuºelech)

� p°evod není prosté zobrazení, pouºívá se algoritmus. viz Pelikánovy slidy
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• Y CbCr � pouºíván p°i kódování JPEG

� Y = 0.3 ∗R+ 0.6 ∗G+ 0.1 ∗B
� Cb = 0.56 ∗ (B − Y )

� Cr = 0.71 ∗ (R− Y )

• r·zné barevné palety s r·znými po£ty barev

Konstrukce adaptované palety

Paleta se m·ºe adaptovat pro daný obrázek (nap°. v GIFu). Metody:

• shora dol·

� mnoºinu pouºitých barev d¥lím tak dlouho, dokud nedostanu poºadovaný po£et

• zdola nahoru

� sdruºuji p°íbuzné barvy

• metoda shlukové analýzy

� vyuºívá se histogram

• Heckbertova metoda

� op¥t histogram

� d¥lí se nejdel²í váºená hrana kvádru v míst¥ t¥ºi²t¥

Reprodukce barevné gra�ky

Pokud n¥kdo tu²íte, co spadá pod tuhle otázku, prosím dopl¬te.

28.7 Rozptylování a p·ltónování

Napodobení vjemu neexistujících barevných odstín· pro dané za°ízení. Zvy²uji barevné rozli²ení na úkor prostorového.

• Rozptylování

� zobrazuje se bez zv¥t²ení rozli²ení (1:1)

• P·ltónování

� zobrazuje se se zv¥t²eným rastrovým rozli²ením (1:N)

Typické p°íklady:

• £ernobílé tiskárny

• displaye s malou paletou barev

• obrázky s omezenou paletou

P·ltónování

Jeden zdrojový pixel (rozsah hodnot 0-N2) nakreslím jako £tverec NxN

• Inkrementální rastry

� odstín hodnoty k obsahuje práv¥ k £erných te£ek

� lze uloºit do matice

• Pravidelný rastr

• Te£kový rastr

• Nutno p°edcházet pravidelnosti a aliasu � rastry se £asto otá£ejí
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Rozptylování

• Maticové rozptylování

� libovolná p·ltónovací matice

� nej£ast¥ji matice pravidelného rastru

� n¥kolik sousedních pixel· sdílí jednu matici

� ztráta drobných detail·

� zvýrazn¥ní vedlej²ích odstín·

• Náhodné rozptylování

� pro lidské oko mnohem p°irozen¥j²í

� £ernobílé obrázky p°íli² za²um¥lé � lep²í výsledky u více výstupních odstín·

• Distribuce chyby

� zaokrouhlím hodnotu pixelu na nejbliº²í zobrazitelnou

� rozdíl distribuuji mezi sousední pixely

∗ r·zné zp·soby distribuce
∗ je t°eba pomocný bu�er

� výhody

∗ p°íjemné pro oko
∗ dobrá kvalita

� nevýhody

∗ nutnost kreslit po °ádkách
∗ nemoºnost vrátit ze zpátky
∗ pomalé

28.8 Kompozice polopr·hledných obrázk·

28.9 Geometrické deformace rastrových obrázk·

28.10 Morphing

28.11 Základní principy komprese rastrové 2D gra�ky

28.12 Skalární a vektorové kvantování

28.13 Prediktivní komprese

28.14 Transforma£ní kompresní metody

28.15 Hierarchické a progresivní metody

28.16 Waveletové transformace a jejich celo£íselné implementace

Jak funguje JPEG 2000

28.17 Kódování koe�cient·

28.18 Komprese videosignálu, £asová predikce � kompenzace pohybu

28.19 Standardy JPEG a MPEG

MPEG-1; MPEG-2; MPEG-3; MPEG-4;
Chroma subsampling
Macroblock

http://faculty.gvsu.edu/aboufade/web/wavelets/student_work/EF/how-works.html
http://en.wikipedia.org/wiki/MPEG-1
http://en.wikipedia.org/wiki/MPEG-2
http://en.wikipedia.org/wiki/MPEG-3
http://en.wikipedia.org/wiki/MPEG-4
http://en.wikipedia.org/wiki/Chroma_subsampling
http://en.wikipedia.org/wiki/Macroblock
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28.20 Snímání obrazu v digitální fotogra�i

28.21 Materiály

• Po£íta£ová gra�ka I � stránka p°edm¥tu

• Pokro£ilá 2D po£íta£ová gra�ka � stránka p°edm¥tu

• Speciální funkce a transformace ve zpracování obrazu � stránka p°edm¥tu

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Po��ta�ov�_grafika_I
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Pokro�il�_2D_po��ta�ov�_grafika
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Speci�ln�_funkce_a_transformace_ve_zpracov�n�_obrazu


Kapitola 29

Realistická syntéza obrazu, virtuální realita

29.1 Rozsah látky

Seznam o�ciálních státnicových otázek:

Metody reprezentace 3D scén, klasické zobrazovací algoritmy, výpo£et viditelnosti, výpo£et vrºených stín·, modely
osv¥tlení a stínovací algoritmy, rekurzivní sledování paprsku, textury, anti-aliasing, urychlovací metody pro ray-
tracing, princip radia£ních metod, výpo£et kon�gura£ních faktor·, °e²ení radia£ní soustavy rovnic, hierarchické
p°ístupy v radia£ních metodách, fyzikální model ²í°ení sv¥tla � zobrazovací rovnice, Monte-Carlo p°ístupy
ve výpo£tu osv¥tlení, hybridní zobrazovací metody, p°ímé metody ve vizualizaci objemových dat, generování
izoploch, schéma gra�ckého akcelerátoru, p°edávání dat do GPU, textury v GPU, programování GPU, základy
jazyka Cg, pokro£ilé techniky práce s GPU, SW a HW prost°edky pro virtuální realitu, vlastnosti jazyka VRML,
struktura scény, typy uzl· (datové typy, trikové uzly), tvorba statické scény VRML, dynamické a interaktivní
scény VRML, práce se skripty, rozhraní EAI, víceuºivatelská virtuální realita.
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29.2. METODY REPREZENTACE 3D SCÉN 189

29.2 Metody reprezentace 3D scén

29.3 Klasické zobrazovací algoritmy

29.4 Výpo£et viditelnosti

29.5 Výpo£et vrºených stín·

29.6 Modely osv¥tlení a stínovací algoritmy

29.7 Rekurzivní sledování paprsku

29.8 Textury

29.9 Anti-aliasing

29.10 Urychlovací metody pro ray-tracing

29.11 Princip radia£ních metod

29.12 Výpo£et kon�gura£ních faktor·

29.13 �e²ení radia£ní soustavy rovnic

29.14 Hierarchické p°ístupy v radia£ních metodách

29.15 Fyzikální model ²í°ení sv¥tla � zobrazovací rovnice

29.16 Monte-Carlo p°ístupy ve výpo£tu osv¥tlení

29.17 Hybridní zobrazovací metody

29.18 P°ímé metody ve vizualizaci objemových dat

29.19 Generování izoploch

29.20 Schéma gra�ckého akcelerátoru

29.21 P°edávání dat do GPU

29.22 Textury v GPU

29.23 Programování GPU

29.24 Základy jazyka Cg

29.25 Pokro£ilé techniky práce s GPU

29.26 SW a HW prost°edky pro virtuální realitu

29.27 Vlastnosti jazyka VRML

29.28 Struktura scény

29.29 Typy uzl· (datové typy, trikové uzly)

29.30 Tvorba statické scény VRML

29.31 Dynamické a interaktivní scény VRML

29.32 Práce se skripty

29.33 Rozhraní EAI

External Authoring Interface. Ovládání VRML objektu zven£í, nap°. pomocí Java appletu. http://www.frontiernet.
net/~imaging/eaifaq.html EAI FAQ.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/http://www.frontiernet.net/~{}imaging/eaifaq.html_EAI_FAQ
http://www.frontiernet.net/~imaging/eaifaq.html
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/http://www.frontiernet.net/~{}imaging/eaifaq.html_EAI_FAQ
http://www.frontiernet.net/~imaging/eaifaq.html
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29.34 Víceuºivatelská virtuální realita

29.35 Materiály

• Po£íta£ová gra�ka I � stránka p°edm¥tu

• Po£íta£ová gra�ka II � stránka p°edm¥tu

• Hardware pro po£íta£ovou gra�ku � stránka p°edm¥tu

• Virtuální realita � stránka p°edm¥tu

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Po��ta�ov�_grafika_I
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Po��ta�ov�_grafika_II
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Hardware_pro_po��ta�ovou_grafiku
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/Virtu�ln�_realita
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