Kapitola 1

Statnice - Metody tvorby algoritmi

1.1 Popis slozitosti algoritmi

Definice (Velikost dat, krok algoritmu)

Velikost dat je obvykle pocet biti, potfebnych k jejich zapsani, napt. data D jako pro ¢isla aq, ..., a, je velikost dat
|D| = 3" [log a;].

Krok algoritmu je jedna operace daného abstraktniho stroje (nap¥. Turingiv stroj, stroj RAM), zjednodugené jde
o n&jakou operaci, proveditelnou v konstantnim ¢ase (napi. aritmetické operace, porovnani hodnot, p¥ifazeni — pro
jednoduché ¢iselné typy).
Definice (Casova sloZitost)
Casova slozitost je funkce f : N — N takova, 7e f(|D|) udava pocet krokii daného algoritmu, pokud je spustén na
datech D.
Definice (Asymptoticka sloZitost)

Rekneme, Ze funkce f(n) je asymptoticky mensi nebo rovna nez g(n), znac¢ime f(n) je O(g(n)), pravé tehdy, kdyz

Je > 03ngVn > np : 0 < f(n) < c-g(n)

Funkce f(n) je asymptoticky vétsi nebo rovna nez g(n), znaéime f(n) je Q(g(n)), pravé tehdy, kdyz

Je > 03ngVn >mnp: 0 < c-g(n) < f(n)

Funkce f(n) je asymptoticky stejnd jako g(n), znacime f(n) je ©(g(n)), pravé tehdy, kdyz

deq, e > 03ngVn > ng: 0 <¢p - g(n) < f(n) <cz-g(n)

Funkce f(n) je asymptoticky ostie mengi nez g(n) (f(n) je o(g(n)), kdyz

Ve > 03ng¥n > ng : 0 < f(n) < c- g(n)
Funkce f(n) je asymptoticky ostie vé&tsi nez g(n) (f(n) je w(g(n)), kdyz

Ve > 03ngVn > ng : 0 < c-g(n) < f(n)

Poznamka

Asymptoticka slozitost zkouméa chovani algoritmu na velkych datech, zafazuje je podle toho do kategorii. Zanedbava
multiplikativni a aditivni konstanty.

1.2 Rozdél a panuj

Definice (Metoda rozdé&l a panuj)
Rozdél a panuj je metoda navrhu algoritma (ne strukturované programovani), kterd ma 3 kroky:

1. rozdél — rozdéli tilohu na nékolik podiloh stejného typu, ale mensi velikosti

2. vyfe§ — vyresi podilohy a to bud pifimo pro dostatecné malé, nebo rekurzivné pro vétsi

3. sjednot — sjednoti FeSeni podiloh do Feseni pivodni tlohy
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Aplikace
¢ QUICKSORT

e [Hledani medidnu

Analyza slozitosti algoritmi rozdél a panuj

Poznamka (Vytvofeni rekurentni rovnice)

Pro ¢asovou slozitost algoritmu typu rozdél a panuj zpravidla dostdvam néjakou rekurentni rovnici.
e T'(n) budiz doba zpracovani alohy velikosti n, za pfedpokladu, ze T'(n) = O(1) pro n < ng.

¢ D(n) budiz doba na rozdéleni tlohy velikosti n na a podiloh stejné velikosti 2.

e S(n) budiz doba na sjednoceni feSeni podiloh velikosti 2 na jednu tlohu velikosti n. Dostavidm rovnici

) D(n)+aT(%)+ S(n) n > ng
T = {@(1) n < ng

Poznamka

Pii feSeni rekurentnich rovnic:
e Zanedbavam celociselnost (4§ misto [§] a |5 ])
e Nehledim na konkrétni hodnoty aditivnich a multiplikativnich konstant, asymptotické notace pouzivam i v zadani
rekurentnich rovnic, i v jejich FeSeni.
Véta (Substitu¢ni metoda)

1. Uhodnu asymptoticky spravné reSeni

2. Indukei ovéfim spravnost (zvlasté horni a dolni odhad)

Véta (Metoda “kuchatfka” (Master Theorem))

Necht a > 1,¢>1,d >0 € R a nechf T : N — N je neklesajici funkce takové, ze Vn tvaru c* plati
T(n) = aT(%) +O(nd)
Potom
1. Je-li log, a # d, pak T(n) je ©(nmax{log. a.d})

2. Je-li log,a = d, pak T(n) je ©(n?log,n)

Vé&ta (Master Theorem, varianta 2)
Necht 0 < a; < 1,kde i € {1,...,k} a d > 0 jsou redln4 ¢isla a necht T': N — N spliiuje rekurenci

k

T(n) = ZT(CM -n) +0(n?)

i=1
TS SR . k T
Necht je ¢islo « feSenim rovnice ), ; a¥ = 1. Potom

1. Je-li z # d (tedy Zle al # 1), pak T(n) je ©(nmax{z.d})

¥ ad =1), pak T(n) je O(n?logn)

=1 """

2. Je-li x =d (tedy >

1.3 Dynamické programovani

Dynamické programovani je metoda feSeni problemi, které v sobé obsahuji piekryvajici se subproblémy.


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_T��d�n�#Quicksort
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_T��d�n�#Po�adov�_statistiky_(hled�n�_medi�nu)
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Priklad
Typickym piikladem je vypocet fibonaciho ¢isla. Fib. posloupnost je definovana jako:
fO)=1,f(1)=1
f(n+2)=f(n+1)+ f(n)

Vypocet treba 4. ¢isla by pak byl f(4) = f(3)+ f(2) = f(2)+ f(1)+ f(1)+ f(0) = fF(1)+ f(0)+ f(1)+ f(1)+ f(0) = 5.
Vidime, Ze jsme f(2) po¢itali dvakrat, f(1) tfikrat a f(0) dvakrat. Ve vétsim méfitku toto zbytetné pocitani vede k
exponencialni slozitosti algoritmu. Lepsi cestou je pocitat “od spodu”, kdy pomoci f(0) a f(1) spocteme f(2), pak s
jeho pomoci f(3) nakonec f(4) s linearni sloZitosti.

V dynamickém programovéni se napiiklad vytvori mapa Fibonacciho ¢isel a jejich hodnot. Pied tim, nez za¢nu
pocitat hodnotu néjakého Fibonacciho ¢isla, se podivim do mapy.

Nutné podminky
V dynamickém programovani vyuZzivame:

1. Piekryvani podproblému — problém lze rozdélit na podproblémy, jejichZ feSeni se vyuziva opakované.

2. Optimalni podstruktury — optimalni feSeni 1ze zkonstruovat z optimalnich feSeni podprobléma.

Postupy
Obvykle se pouziva jeden ze dvou piistupt k dynamickému programovani:

e Top-down — problém se rekurzivné déli na podproblémy a po jejich vyfeSeni se zapamatuji vysledky, které se
pouziji pfi piipadném opétovném feSeni daného podproblému.

e Bottom-up — nejdfive se spocitaji viechny mozné podproblémy (viz pfiklad s Fibonacciho posloupnosti), které
se potom sklddaji do feSeni vétsich problémi. Tento pfistup je vyhodnéjsi z hlediska poc¢tu volani funkci a mista
na zasobniku, ale ne vzdy musi byt ziejmé, které vechny subproblémy je tfeba predem spocitat.

Pouziti

Problém batohu — mame véci razné vahy a batoh urcité nosnosti. Které véci mame dét do batohu, abychom jej co
nejlépe zaplnili (jednorozmérné varianta problému batohu)? Specidlni piipad je soufet podmnoziny (SP). Algoritmus
je popsan v sekci o NP-uplnostil

Uzavorkovani soucinu matic tak, aby pocet skaldrnich soucini byl co nejmensi. Dé&la se pomoci 2 étvercovych
matic (M a K) rfadu rovného poctu nasobenych matic, kde pracujeme jen nad diagonalou. Hodnota na M;; udava
minimalni pocet skaldrnich soucinti pii nejlep§im uzavorkovani matic ¢ az j, hodnota K;; urCuje matici, kterd rozdéluje
zavorkovani na dvé podmnoziny matic. Hodnotu M;; lze zkonstruovat ze vSech M, a My; proi < k < j.

1.4 Hladové algoritmy

Motivace

Problém 1

Dén souvisly neorientovany graf G = (V, E) a funkce d : E — R, udévajici délky hran. Najdéte minimalni kostru
grafu G, tj. kostru G' = (V, E') tak, ze ) . d(e) je minimdlni.

Problém 2

Je ddna mnozina S = {1,...,n} kol jednotkové délky. Ke kazdému tukolu je dana lhita dokonceni d; € N a pokud
w; € N, kterou je tkol i penalizovan, neni-li hotov do své lhity. Najdéte rozvrh (permutaci tkold od ¢asu 0 do ¢asu
n), ktery minimalizuje celkovou pokutu.

Problém 3

Je dana mnozina S = {1,...,n} tkoli. Ke kazdému tkolu je dan cas jeho zahajeni s; ukonceni f;, s; < f;. Ukoly

i a j jsou kompatibilni, pokud se intervaly [s;, f;) a [s;, f;) nepiekryvaji. Najdéte co nejvétsi mnozinu (po dvou)
kompatibilnich ukolii.


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_-_NP-�plnost#P.C5.99.C3.ADklad
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Matroid
Definice (Matroid)
Matroid je uspotradané dvojice M = (S, ), spliwjici:

e S je konetné neprazdna mnozina (prvky matroidu M)

e [ je neprazdna mnoZina podmnozin S (nezavislé podmnoziny), ktera ma

1. dédi¢nou vlastnost: BEINACB = Ae€l,

2. vyménnou vlastnost: A, BE€ IN|A|<|B] = 3Jxe€B\A:AU{z} el

Véta (O velikosti maximalnich nezavislych podmnoZin)

Vsechny maximalni (maximélni vzhledem k inkluzi) nezéavislé podmnoZiny v matroidu maji stejnou velikost.

Dikaz

Z vymeénné vlastnosti, necht A, B € I maximalni, |A| < |B|, pak AU {z} € I,z ¢ A, coZ je spor.

Definice (VaZeny matroid)

Matroid M = (S,I) je vaZeny, pokud je déna funkce w : S — RT a jeji roziifeni na podmnoZiny mnoZiny S je
definovano predpisem:

AeS=wd) =) w)

z€A

Problém 1 a 2 — zobecnény

Pro dany vaZeny matroid naleznéte nezavislou podmnoZinu s co nejvétsi vahou (optimalni mnozinu). Protoze vahy
jsou kladné, vzdy se bude jednat o maximéalni nez. mnozinu.

Problém 1 je spec. pfipad tohoto, protoZze muZeme uvazovat grafovy matroid (nad hranami) — Mg = (S, 1), kde
S =Fapro AC FE plati A € I, pokud hrany z A netvofi cyklus (tj. indukovany podgraf tvoii les).

Dédi¢na vlastnost této struktury je ziejma, vyménnost se da dokézat nasledovné: mgjme A, B C FE,|A| < |B|. Pak
lesy z A, B maji n — a > n — b stromu (v¢. izolovanych vrcholt). V B musi byt strom, ktery se dotykd > 2 raznych
stromu z A. Ten obsahuje hranu, ktera neni v zddném stromé A a netvofi cyklus a tak ji muzu k A pridat.

Vahovou funkci pfevedu na hledani maxim: w(e) = ¢ — d(e), kde ¢ je dost velkd konstanta, aby v8echny vahy byly
kladné. Algoritmus pak najde max. mnozinu, kde hrany netvoii cyklus. Implicitné bude mit n — 1 hran, takze pujde
o kostru a jeji w bude maximalni, tedy puvodni vdha minimalni.

Pro problém 2 zavedeme pojem kanonického rozvrhu — takového rozvrhu, kde jsou vSechny véasné tukoly rozvrzeny
pied v8emi zpoZzd&nymi a uspofadany podle neklesajici lhity dokonéeni (tohle na celkové pokuté nic nezméni a mame
bijekci mezi mnoZzinou veasnych tkoltd a kanonickymi rozvrhy).

Optimalni mnozinu pak 1ze hledat jen nad kanonickymi rozvrhy — nezévislou mnozinou tkoli nazvu takovou,
pro kterou existuje kanonicky rozvrh tak, ze zadny tkol v ni obsazeny neni zpozdény. Potom hledani max. nezavislé
mnoZiny pfi ohodnoceni pokutami je hledani nejmensi pokuty (odeberu co nejvic z mozné celkové pokuty).

Pak zbyva dokazat, ze takto vytvorena struktura je matroid. Dédi¢na vlastnost je trividlni — vyhodim-li néco z
nezavislé mnoziny, necham v rozvrhu mezery a bude platit stale. Pro vyménnou vlastnost zavedu pomocnou funkci
Ni(C) = |{i € C|d; < t}], udavajici pocet tikoli z mnoziny C' se lhitou do ¢asu t. Pak mnozina C je nezavisla, pravé
kdyz Vt € {1,...,n}: N,(C) <*t.

Pak mame-li 2 nezavislé A, B, |B| > |A|, oznafime k nejvétsi okamzik takovy, ze Ny (B) < Nji(A), tj. od k+ 1 dal
plati N¢(A) < N¢(B). To skute¢né nastane, protoze |B| = N,(B) > N,(A4) = |A|. Pak urcité v B je ostfe vic tkola
sd; =k+1nezv A, tj. 3z € B\A se lhitou k + 1. AU {z} je nezavisla, protoze N;(A U {z}) = N;(A) prot < k a
N:(AU{z}) < Ny(B) prot > k+ 1.

Hladovy algoritmus na vizeném matroidu

Algoritmus (Greedy)

Mam zadany matroid M = (S,1), kde S = {z1,...,2,} aw: S — RT. Potom
1. A:= (), set¥id a preznac¢ S sestupné podle vah
2. pro kazdé x; zkousej: je-li AU {z;} € I, tak A := AU {z;}

3. vrat A jako maximélni nezavislou mnozinu
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Pokud ptidam néjaké x;, nikdy nezrusim nezéavislost mnoziny; s uz pridanymi prvky se nic nestane. Casové slozitost
je ©(nlogn) na setiidéni podle vah, testovani nezavislosti mnoziny zavisi na typu matriodu (f(n)), takze celkem néco
jako ©(nlogn +n- f(n)).

Dikaz

e Vyhozeni prvki, které samy o sob& nejsou nezavislé mnoziny, nic nezkazi (z dédi¢né vlastnosti).

e Prvni vybrané z; je “legalni” (nezablokuje mi cestu), protoZe mezi max. nez. mnoZinami urc¢ité existuje takova,
kterda jim mohla vzniknout (z vyménné vlastnosti — vezmeme prvni prvek, ktery je sim o sobé nez. mn. a s
pomoci néjaké max. nez. mnoziny B ho doplnime, vzniklé {z;} U (B\{z;}) musi byt také maximalni).

e Nalezeni optimalni mnoZiny obsahujici pevné (prvni vybrané) z; v M = (S, I) je ekvivalentni nalezeni optimalni
mnoziny v M’ = (S, 1'), kde S’ = {y € S|{z;,y} € I} a I’ ={B C S\{z;}|BU{x;} € I} (je-li S’ neprazdna, je
to matroid, vlastnosti se pfenesou z ptuvodniho; pokud je S’ prazdna, tak algoritmus konéi) a tedy kdyZz vyberu
x;, nezatarasim si cestu k optimu — sta¢i ukéazat, ze AU {z} je optimalni v M préavé kdyz A je optimalni v M’.

e TakZe kdyZ budu vybirat (indukei opakované) x; podle vahy, dojdu k optimalni mnoZiné.

Algoritmus (Hladovy algoritmus na problém 3)

Mame S = {1,...,n} mnoZinu tkolu s ¢asy starti s; a koncu f;. Provedeme:
1. A:=0, fo:=0,5:=0
2. set¥id ukoly podle f; vzestupné a pieznac

3. pro kazdé i zkousej: je-li s; > f;, pak A== AU {i} aj =1

=

vrat A jako max. mnozinu nekryjicich se ukola

Slozitost je nlogn na setfidéni, zbytek uz linearni. Sice to funguje, ale tahle struktura NENI matroid — nespliuje
vyménnou vlastnost. Algoritmus mé ale stejny dikaz jako pfedchozi na matroidech (legalnost hladového vybéru —
existuje max. mnoZzina obsahujici prvek 1 — a existenci optimalni mnoziny — pfevod na “mensi” zadani).



