Kapitola 1

Statnice - Véty o rekurzi

1.1 Véty o rekurzi

Véta (O rekurzi, o pevném bodé, self-reference)

Jestlize f je ORF jedné proménné, potom existuje a takové, Ze ©(q)(7) = @q(x) pro viechna x (kde ¢, (x) znaci a-tou
funkci, tedy odpovida ¥4 (a, z)).

Diikaz

Zjevné plati nasledujici — prvni vyraz je CRF, mé tedy své ¢islo e, druhé rovnost plyne ze S-m-n véty:

A2, (P f(s1(2,2)) (T)) = Wale, 2, ) = @, (e,2)(T)

Dosadime z = e a dostavame hledané a = s;(e, e). Plati totiz @ (s, (e,e))(7) =~ Vale, €, ) ~ @y, (e,e) (7).

Vlastnosti programi a a f(a)

Funkce f zobrazuje program na program. Bod a je pevnym bodem zobrazeni f. Jak vypadaji programy a a f(a)?
Ktery z nich pocita déle? Uvidime, Ze program a potita déle nez f(a).

Co déla program e na datech (z,2)? PoCitd ¢y, (5,2)), tj- vezme z a spoCita neprve si(z, z), potom f(s1(z,z2)),
ktery ale nemusi konvergovat. Jestlize f(s1(z,2))J, spusti se na vstup z.

Co déla program a? Program a vznikne jako si (e, €). M&me na vstupu z. Program a vezme e a p¥ida ho k x a spusti
program e na (e, x). Co udéla program e na téchto datech? Spocita si(e, e) (tedy spocita a), potom f(s1(e,e)) = f(a)
a spusti program f(a) na z.

Program a tedy neprve spocita a, potom spocita f(a) (pokud konverguje) a ten simuluje na vstupu z. Program a

vvvvvv

Poznamka z A\kalkulu

V Akalkule sa ekvivalentné tvrdenie ukazuje trosku jednoduchsie. Pre kazdy Aterm F' (program F') existuje Aterm X
taky, ze X = FX (program F aplikovany na X sa rovna X).
Dokaz je nasledovny

e Majme F', pre ktoré chceme najst jeho pevny bod X.
e Nech W = Az.F(zx) (to je funkcia, ktora x priradi F'(xx)).
e X = WW (to modZzeme chéapat ako program/funkciu W aplikovany na W)

o X =WW = (Az.F(zx))W = F(WW) = F(X) (tretia rovnost je Spravidlo Akalkulu. Ak si ale (Ax.F(xz))W
predstavime ako funkciu, ktora « priradi F(xz) aplikovani na W, rovnost je (snad) jasnejsia).

Véta (O generovani pevnych bodi)

Pro kazdou ORF f existuje prosta rostouci PRF g takova, Ze plati:

P (T) = g5 (@)

Tedy g rostoucim zpiisobem generuje nekone¢né mnoho pevnych bodua funkce f.
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Diikaz

Postupujeme stejné jako v diukazu piedchozi vEty, jen méme o proménnou (parametr j funkce g) navic, tj. plati
<pf(52(z,z,j))(x) = \113(67 2, J .13) = @SQ(E,Z,j)(a:)' Zvolme g(.]) = 82(67 e,j).

Véta (O rekurzi pro vice proménnych)

Necht f je CRF n + 1 proménnych. Potom existuje ¢islo a takové, Ze plati Va1, .. xn) >~ fla,z1,...,2,) (tj. a je
indexem funkce Azq,...,x,f(a,z1,...,2,)).

Dikaz

f(yvxh s 7:L'7l) = \I/n-i-l(e,y,l'l, s 7:CTL) = @sl(e,y)(zla s ,In)

Nésledné aplikujeme vétu o rekurzi na sy (e, y) v proménné y a dostavame hledané a (podle VR plati: 3a : 04, (¢,a) > ©a)-

Véta (O rekurzi v zavislosti na parametrech)

Jestlize f je CRF n+1 proménnych, potom existuje PRF g o n proménnych takova, ze plati:

PE(GW1seeestn)915-eoryn) (B) 2 gy pn) (F)

Dikaz

Pro n = 0 je to totéz jako verze bez parametri. g nachézi pevné body v zéavislosti na parametrech. Podobné jako
v piedchozich vétach plati: © (s, .\ (z2y10mm) i) (T) = Wngo(€, 2,915, Uns T) = s, (erziyn,nyn) (@) Zvolme
g(yla s 7yn) = Sn+1(€, €Y1, ,yn)-

1.2 Riceova véta

Véta (Rice)

Jestlize A je tiida CRF (jedné proménné), kterd je netrividlni (nejsou to v8echny funkce a neni prazdnd), potom
indexova mnozina A4 = {z : ¢, € A} (indexy programi, které vycisluji funkce z A) je nerekurzivni.

Dikaz

Sporem. Necht A4 je rekurzivni. Potom lze vytvoiit ORF f takovou, Ze vSechny prvky z A4 zobrazi na né&jaky prvek
b ¢ A4 a vechny prvky mimo A4 zobrazi na né&jaky prvek a € A 4. Podle véty o rekurzi existuje pevny bod f — uyg,
tedy plati:

@uo = pr(’u,o)

Takze:
ugp € Ag = f(uog) =b¢ Aa

uo ¢ Aa= flug) =a € Ay

To je ovSem spor, protoZze ug a f(ug) jsou indexy stejné funkce, a tedy bud obé ¢isla v A 4 lezi, nebo obé& nelezi.

Duasledky

Pozor, nejedné se o tiidu programi, ale t¥idu funkci. Tedy i pro jednoprvkovou A bude A 4 nekoneéna a nerekurzivni
(kazda funkce je vycislovand nekoneéné mnoha programy a rozhodnout o jejich ekvivalenci nelze efektivné).
Proto plati:

e Necht A = {y.}, potom Ay = {z: ¢, = p.} je nerekurzivni.

e Rozhodnout o rovnosti funkci vycislovanych dvéma programy nelze algoritmicky.




