Kapitola 1

Statnice - Stromové vyhledavaci struktury

1.1 Binarni vyhledavaci stromy

Definice

Binarni vyhledévaci strom T reprezentujici mnoZinu prvka S z (uspofddaného) univerza U je tUplny strom (tj.
v8echny vnitini vrcholy maji 2 syny), ve kterém existuje bijekce mezi mnozinou S a vnit¥nimi vrcholy takova, Ze pro
v vnitini vrchol stromu plati:

e vSechny vrcholy podstromii levého syna jsou < v
e vSechny vrcholy podstromii pravého syna jsou > v.
Listy reprezentuji jednotlivé intervaly mezi vnitfnimi vrcholy. Mazeme je vynechat, ale s nimi je to (jak pro koho)

logicté;jsi.

Zakladni operace na stromech

e MEMBER - test, zda prvek z je obsaZen ve stromé (vyhledani, zpravidla s vyuzitim invariantu )

INSERT - vloZeni prvku x do stromu

DELETE — odebrani prvku = ze stromu

e MIN, MAX, ORD - nalezeni prvniho, posledniho, k-tého nejvétsitho prvku

SPLIT - rozdéleni stromu podle z, které vyhodi, je-li ve stromé

JOIN - spojeni dvou stromu (jsou dvé verze, s pfidanim prvku navic, nebo bez ného)

Obecna (nevyvazena) implementace

e INSERT: najit list reprezentujici interval, kam vkladam, udélat z néj normalni uzel se vkladanou hodnotou a
dat mu dva listy s podintervaly.

e DELETE: najdu vrchol, ma-li jednoho syna-lista, pak druhy syn ho nahradi na jeho misté, jinak najdeme a
dame na jeho misto nejmensi vétsi vnitini vrchol, jehoz levy syn je list, a pravého syna tohoto vrcholu dame na
jeho misto.

e SPLIT: prochazim stromem a hledam x, ost. prvky hazim cestou do dvou stromu 77,75, ve kterych si vzdy
uchovavam ukazatel na list, misto kterého vkladam (odkrojim syna, ve kterém hledam dal, misto né&j vlozim list,
na ktery si pamatuju ukazatel).

e JOIN: s prvkem navic, triviadlni — spojim stromy jako 2 syny nového prvku.
Tato struktura sama nepodporuje efektivni ORD), je nutné pfidat navic polozky, které urcuji pocet listi v pod-

stromu kazdého vrcholu. ORD je pak jen jde do pravych synii a pficita levé podstromy kdyz muze, jinak jde do levého
syna (a nepficte nic).
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Analyza algoritmu

Definujme si pomocné hodnoty A, 7 jako hodnoty nejblizs§itho mensgiho (levéjsiho), resp. vétsiho (pravéjsiho) prvku na
vy$§8i arovni, nebo —oo, resp. +00, pokud tyto prvky neexistuji.

Korektnost vyhledavani: Je-li T’ podstrom ¢ € T, pak T” reprezentuje S N (A(¢), 7(t)) (a je to nejvétsi interval
nezastoupeny mimo 7"). Pak pro vyhledani vrcholu x plati A(t) < x < 7(t), vySetfuji-li vrchol ¢.

Diky tomu je korektni MEMBER a INSERT. U DELETE musim dokazat korektnost piipadu s prehazovanim
vrcholi (dostavam bin. strom reprezentujici S\ {z}).

Korektnost MIN, MAX, JOIN je ziejma, u SPLIT plyne z korektnosti hledani a toho, zZe moje oznacené listy
jsou nejlevéjsi, resp. nejpravéjsi.

Korektnost ORD plyne z toho, ze v kazdém kroku je k-ty prvek predstavovan tolikitym v potfadi vrcholu akt.
vySetfovaného podstromu, kolik mi zbyva pricist.

SloZzitost: Zpracovani 1 vrcholu je vidy O(1) a alg. se pohybuje po n&jaké cesté od kotene k listu, ktera ma O(h),
kde h je vyska stromu.

Vyvazovani

Chceme-li pro zachovani efektivity operaci zajistit, ze vyska bude O(log |S]), pFidame pro strom dalsi podminky, které
bude muset spliiovat a operace je zachovévat.

Obrazek 1.1: Rotace

Pro vyvaZovaci operace, které se snazi zachovat logaritmickou vysku, se pouziva pomocny algoritmus ROTACE (u, v):
1. Vezmu v, jeho pravého syna u a podstromy (zleva) A, B, C.
2. Pfehodim v pod u, upravim ukazatel v otci a pfehazim podstromy.

Existuje i symetricky piipad, kdy se postupuje piesné opaénym smérem. Nékdy se této dvojici operaci fika LL-
ROTACE a RR-ROTACE.

Obrazek 1.2: Dvojrotace

Dalsi potiebny algoritmus je DVOJROTACE (u, v, w):
1. Vezmu u, jeho levého syna v a pravého syna v — w
2. Seradim je tak, ze w je otec obou, u vpravo a v vlevo.

3. Pritom opét upravim ukazatele v nadfizeném uzlu a pfepojim podstromy.

Taky existuje symetricky piipad. Jiné oznaceni je LR-ROTACE a RL-ROTACE.
U obou operaci lze aktualizovat i pocty listii v podstromé a obé pracuji v O(1).
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Alternativy k vyvaZovani

Je velkd pravdépodobnost, 7e i bez vyvazovani strom zuastane O(log|S|) vysoky a operace na ném muZou tak (bez
vyvazovani) béhat i rychleji. Proto existuji i pravdépodobnostni postupy, nahrazujici vyvaZzovani zndhodnénim posloup-
nosti operaci. Dal§i moznost jsou samoopravujici struktury — operace samy bez dalsich uchovavanych dat obstaravaji
vyvazovani, existuje strategie, kterd zajisti dobré chovani bez ohledu na data. Nebo se sleduje chovani struktury, a
kdyZz zacne byt prili§ pomalé, vytvori se nova — vyvazena. Posledni moznost je upravit dat. strukturu podle zndmého
pravdépodobnostniho rozdéleni dat.

AVL-stromy

AVL-stromy (Adel’son, Velskii, Landis) jsou nejstar§i vyvaZzené stromy, dodnes oblibené, jednoduse definované, ale
detailné technicky slozité.

Podminka AVL pro vyvazovani: Vyska pravého a levého podstromu lib. vrcholu se 1isi max. o 1.

Definice: n(v) — vyska vrcholu (délka nejdelsi cesty z vrcholu do listl), w(v) — rozdil vysek levého a pravého
podstromu (€ {—1,0,1}). Uchovavat potfebuji jenom w.

Logaritmicka vyska

Vyska celého stromu (n(kofen)) vychazi z toho, Ze podstrom AVL stromu je vidy AVL strom. Vezmeme rekurzivni
vztahy pro nejvétsi a nejmensi mnozinu uzli v AVL stromu vysky i:

Nejmensi: mn(i) = mn(i — 1) + mn(i — 2) + 1
Nejvétsi: ma(i) = 2mz(i — 1) + 1

Indukei dokdZeme, 7e mz(i) = 2° — 1 a mn(i) = Fi4o — 1, kde F} je i-té Fibonacciho &islo (pro ty plati vzorec

Fi o = Fiy1 + F}). Vime, 7e lim;_ o F; = \/5(”2‘/5)_1' a z toho zlogaritmovanim plyne pro AVL-strom o vysce i s n
prvky:

75 2

A tedy 0.69i < log(n + 1) < 4, takze i = O(logn).

log <cl) +(i+2)log<1+\/5> <log(n+1) <

Operace na AVL stromech

Operace MEMBER je stejna jako pro nevyvazené.
po vloZeni vyvaZené w, pfi¢em?z cestou upravuje w. Na vrcholu x se provede vhodnd ROTACE nebo DVOJROTACE,
coz zajisti vyvaZzenost (existuje nékolik podpiipadit).

Operace DELETE odstrani vrchol a pak vyvazuje podobné jako INSERT, ale potiebuje vic operaci (az O(log |S])
rotaci). Asymptoticka sloZitost je ale stejnd — logaritmicka.

Cerveno-Cerné stromy

Cerveno-Cerny strom mé tyto ¢tyfi povinné vlastnosti:

1. Kazdy uzel méa definovanou barvu, a to ¢ernou nebo ¢ervenou.
2. Kazdy list je Cerny.
3. Kazdy ¢erveny vrchol musi mit oba syny ¢erné.

4. Kazda cesta od libovolného vrcholu k listim v jeho podstromé musi obsahovat stejny pocet ¢ernych uzli. Pro
Cerveno-Cerné stromy se definuje ¢ernd vyska uzlu (bh(x)) jako pocet ernych uzli na nejdelsi cesté od uzlu k
listu.

Garantovani vysky

Podstrom libovolného uzlu z obsahuje alespoir 2PP(*) — 1 internich uzli. Diky tomu ma Gerveno-erny strom vysku
vzdy nejvyse 2log(n + 1) (kde n je poCet uzli). (Dukaz prvniho tvrzeni indukei podle h(z), druhého z prvniho a t¥eti
vlastnosti Gerveno-¢ernych stromu)
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Algoritmy

U algoritmi INSERT a DELETE jde také o vlozeni a nasledné vyvazovani. Bez poruseni vlastnosti ¢erveno-cernych
stromu lze kofen vzdy prebarvit nacerno, miazeme pro né piredpokladat, ze kofen stromu je vzdy Cerny.
INSERT vypadéa nésledovné:

e Vlozeny prvek se piebarvi nacerveno.

e Pokud je jeho otec ¢erny, muzeme skoncit — vlastnosti stromi jsou splnéné. Pokud je ¢erveny, musime strom
upravovat (pfedpokladejme, Ze otec pfidavaného uzlu je levym synem, opa¢ny pfipad je symetricky):

— Je-li i stryc Cerveny, pfebarvit otce a stryce nacerno a prenést chybu o patro vys (je-li déd erny, koncim,
jinak muZzu pokracovat az do kofene, ktery uz lze piebarvovat beztrestng).

— Je-li stryc Cerny a pfidany uzel je levym synem, udélat pravou rotaci na dédovi a piebarvit uzly tak, aby
odpovidaly vlastnostem stromti.

— Je-li stryc ¢erny a pfidany uzel je pravym synem, udélat levou rotaci na otci a pirevést tak na predchozi
pripad.

DELETE se provadi takto:

e Skutetné odstranény uzel (z pfepojovani — viz obecné vyhledavaci stromy) méa max. jednoho syna. Pokud od-
strafovany uzel byl Cerveny, neporusim vlastnosti stromi, stejné tak pokud jeho syn byl Cerveny — to fesim
pirebarvenim toho syna nacerno.

e V opactném piipadé (tj. syn odebiraného — x — je ¢erny) musim udélat nasl. upravy (predp., Ze x je levym synem
svého nového otce, v opatném piipadé postupuji symetricky):

— x prohlasim za “dvojité Cerny” (“porucha”) a této vlastnosti se pokousim zbavit.

— Pokud je (novy) bratr z (bud w) Cerveny, pak ma 2 ¢erné syny — provedu levou rotaci na rodic¢i x, prohodim
barvy rodi¢e = a uzlu w a pfevedu tak situaci na jeden z nasl. pfipadi:

x Je-li w Cerny a mé-li 2 Cerné syny, prohlasim z za Cerny a piebarvim w nacerveno, rodi¢e piebarvim
bud na ¢erno (a kon¢im) nebo na “dvojité ¢ernou” a propaguji chybu (mohu dojit az do kofene, ktery
lze pfebarovat beztrestné).

* Je-li w Cerny, jeho levy syn ¢erveny a pravy ¢erny, vyménim barvy w s jeho levym synem a na w pouziji
pravou rotaci, ¢imz dostanu posledni piipad:

x Je-li w Cerny a jeho pravy syn éerveny, prebarvim pravého syna nacerno, odstranim dvojité ¢ernou z
x, provedu levou rotaci na w a pokud mél puvodné w (a z) ¢erveného otce, piebarvim w nacerveno a
tohoto (ted uz levého syna w) piebarvim nacerno.

MIN a MAX jsou stejné jako pro nevyvazené.

JOIN (s prvkem navic): mam-li ¢ernou vysku u obou stejnou, neni co Fesit, pokud ne, projdu po tom s vé&tsi bh(z)
do patra, kde se vy§ky rovnaji, pajéim si pfisl. podstrom a slepim s nim, vratim celek zpatky a aplikuji vyvazovéni,
jako kdybych vlozil 1 prvek (porusim vysku max. o 1).

SPLIT: rozhazuji podstromy do zisobnikl, odkud je pak slepuji operaci JOIN.

Kazdy algoritmus pracuje jen s vrcholy na jedné cesté od kofene k listiim a s kazdym déla konstantné ¢innosti, takze
vSechny algoritmy maji logaritmickou slozitost. DELETE vold max. 2 rotace nebo 1 rotaci a 1 dvojrotaci, INSERT
zase max. 1 rotaci nebo dvojrotaci (i kdyZz piebarvovat muZou rekurzivné az do kofene).

Vahové vyvazené stromy (BB-«)
Dnes jsou uz na tstupu, ale obéas se je§té pouzivaji. M&jme 1/4 < a < 1 —1/2/2, oznaéme p(T) pocet listii ve stromé
T. Pak strom je BB-«, kdyz
p(TIeVy'(v))
o< —— VYW
p(Ty)
pro T, jako podstrom urceny (kazdym) vrcholem v. O BB-« stromech plati, Ze:

<l—-«

viska(T) < 1+ loglntp=t
11—«

TakZze jsou také vyvazené a operace maji zarucenou logaritmickou hloubku, vyvaZzuje se na nich také rotacemi a
dvojrotacemi. Vzdy totiz existuje « < d < 1 — « takové, ze kdyz mam strom, jehoz oba podstromy spliuji vlastnosti
a navic p(T;)/p(T) < a a p(T})/p(T) — 1 nebo p(T}) + 1/p(T) + 1 vyhovuje, vezmu p = gg%g, kde T je urcen levym
synem 7)., a pro p < d provedu ROTACE(T, T;.), jinak DVOJROTACE(T, T, T") a dostanu BB-« strom (bez dikazu).
Opacny piipad je popsany symetricky.

Maji péknou vlastnost, kvili které se pouzivaly: pro Va existuje ¢ > 0 takové, ze kazda posloupnost k operaci
INSERT a DELETE vold max. ¢ - k rotaci a dvojrotaci.
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1.2 B-Stromy a jejich varianty

(a,b)-stromy
(a,b)-strom pro a < b pfirozena je strom T , ktery spliiuje nasledujici podminky:
e kazdy vnitini vrchol v stromu T rizny od kofene ¢t mé alespoii a a nejvic b syni
e vSechny cesty od kofene k listim maji stejnou délku
Tato definice je ale pro praktické ucely piili§ obecnd — budeme chtit navic podminky:
ea>2ab>2a—-1
e koien je bud list nebo mé4 alespoii 2 a nejvic b synti

Takovy (a,b)-strom existuje pro kazdy pfirozeny pocet listii, jeho vyska je mezi log, n a 1+log, (%), tedy O(logn).
Indukei: strom o vysce h ma 2a"~! < n < b" listit (pFidanim h-té hladiny do stromu s k listy dostaneme strom s
ka <n < kb listy.

Reprezentace mnozZiny

Strom reprezentuje néjakou mnozinu S (prvki z univerza U), kdyZ mam bijekci mezi uspofadanim S a lexikografickym
usporddanim lista.

Kazdy vnitini vrchol v obsahuje informaci o po¢tu synii p(v), pole ukazateli na syny S, a pole H, prvki z U
takovych, Ze i-ty je nejvétsi v S reprezentovany v podstromé i-tého syna. Listy maji jen svij prvek.

Pro kazdy prvek kromé nejvétsiho existuje vnitini vrchol, ktery obsahuje jeho kli¢, proto lze listy i vynechat a
ukladat data ve vnitinich vrcholech (coZ ale neni moc piehledné). Vrcholy miZzou mit i odkaz na otce, nebo si otce
muZzu pamatovat pii prichodech doli (na vrcholech, ke kterym jsem nedogel od kofene, otce nepotiebuju).

Algoritmy

Méame pomocnou funkci VYHLEDEJ, ktery do hloubky projde stromem a vrati nejblizsi vétsi k n&jakému prvku
(nebo prvek sam, je-li ve stromé&). Zakladni operace:

¢ MEMBER: piimo pouZzije onu pomocnou operaci a pak zjisti, jestli nagel, co hledal

e INSERT: vyhleddam misto kam, pokud tam prvek neni, vytvoiim novy list, pfipojim na spravné misto do S, a
postupné nahoru §tépim, je-li potieba, extrémné rozstépim koten.

e DELETE: najdu prvek, najdu, kam je povéSeny a to jedno policko v S, a H, zrusim, opravim p, pokud dostanu
méné nez a synd v uzlu, spojim s bezprostiednim bratrem (mé-li ten pravé a synil), nebo presunu néjaky list z
bratra do mého uzlu.

Oba algoritmy pracuji v O(log |S|) v nejhorSim piipads.

JOIN (bez prvku navic): Piepokladd max S < min Ss. Je-li h(T}) > h(T5), najde v 77 hladinu o 1 nad pfFipojeni
a v ni nejvétsi prvek / vytvori nadkofen T) v piipadé rovnosti, slije do n&j prvky obou kofenu a pifipadné provede
Stépeni. Jinak hleda a pfipojuje v T5. Potiebuje ¢as O(|h(T1) — h(T2)|).

SPLIT: Prochézi postupné dold, rozdéluje uzly (podstromy s prvky < x, resp. > x) a hazi vysledky do 2 zasobnika.
Pokud oddéli vice nez 1 krajni prvek, hodi na zasobnik strom, jehoz koten je pravé oddélené ¢ast uzlu, jinak na zésobnik
davéa podstrom onoho krajniho prvku. Tak pokracuje az k listim, pokud tam najde piimo x, tak ho vyhodi. Stromy ze
zasobniki spoji postupnym volanim JOIN — v 1 zasobniku jsou max. 2 stromy stejné vysky, celkem jich je k < 2log,, | 5]
a jejich zpracovéani trva O(X X (h(T}) — M(Tiy1) + 1)) = O(W(T1) + k).

ORD: S takovouto reprezentaci efektivné nejde, proto musime navic V uzel udrzovat pole P, s poc¢ty vrcholua v jeho
jednotlivych podstromech a pii vkladani a odebirdni ho prubézné aktualizovat. Pak v ORD prochazim do hloubky a
postupné piic¢itam velikosti pfeskocenych podstromii (pokud bych se pfi¢tenim dalsiho dostal k 0, jdu na nizsi hladinu).

Implementace

e Pro vnitini pamét se doporucuje a =2 — 3 a b = 2a, pro vngj§i a =~ 100 a b = 2a (tj. v obou piipadech vlastné
B-stromy).

e Pii pristupu vice uzivatelt ke struktufe je problém s aktualizacnimi operacemi — zamykani celého stromu neni
efektivni: pouZije se vyvazovani shora dolu: algoritmus INSERT zamkne uzel, jeho otce a syny. Pak pokud je
pocet synti = b, roz§tépi ho (pfedem), nebude se pak uz §tépit zpatky.

Aby tohle fungovalo (abych mé&l > a synu vSude), je nutné b > 2a.
— Podobné funguje DELETE — najde-li uzel s a syny, provede “preventivné” sliti nebo piesun.

— Provadi se tak vic sliti a Stépeni nez v pavodni varianté, ale asymptoticky je to furt stejné.

Pro takovéto struktury na externi paméti se doporucuje a ~ 100 a b = 2a + 2.
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B-Stromy

B-strom fadu m je vlastné (a,b) strom pro a = F a b =m . V urcitych implementacich se oviem data nachézeji uz ve
vnitinich vrcholech, potom mé kazdy uzel vzdy o 1 méné datovych zaznami nez potomki. Pokud jsou data ulozena
az v listech, jedna se o Redundantni B-strom.

Implementacni detaily:

e Nékdy jdou z uzlt na data jen pointery, listy mizou mit jinou (jednodussi) dat. strukturu nez vnitini uzly.
e Pro implementaci je vhodné pamatovat si celou aktualné prochézenou vétev v néjakém bufferu.

e V redundantnich stromech nemusim pfi odstranéni dat odstraiovat kli¢ ve vnitrnich uzlech (lze podle toho hledat
i kdyz to tam neni).

e VylepSeni — vyvaZovani stranek— pii pfeteceni stranky se nejdiiv divam, jestli neni volno v sousednich. Pokud
ano, prerozdélim a upravim kli¢e — zarucuje lepsi zaplnéni, ale je pomalejsi. Podobné je mozné vyvazovat pocty
se sousedy v pfipadé vyhazovani (i kdyZ nemerguju).

Dalsi varianty

B* stromy — Na zékladé vyvazovani stranek zpfisnime podminky na pocet uzli: Kofen ma min. 2 potomky, ost. uzly
minimélné [(2m — 1)/3] potomkii, viechny vétve jsou stejné dlouhé. Stepent se odklada, dokud nejsou sourozenci plni,
potom se §tépi bud 2 do 3 (jen s jednim sourozencem), nebo 3 do 4 (s ob&ma) uzla. Pfi odebirani se slévaji 3 uzly do
2 (nebo 4 do 3). Stépeni a slévani jde zeslozitit jeste na vic stranek.

OdloZené $tépeni — pouziva stranku pieteceni, vklad& znova, az kdyz se naplni. Strdnka pireteceni mize byt
jedna pro jeden listovy uzel, nebo ji miize sdilet néjaka skupina listi — 8tépi se, az kdyz jsou vSechny listy i preteceni
zaplnéné. Tedy pokud méa strom vic nez 1 troveil, mé v8echny listy zaplnéné (za pfedpokladu nepouziti DELETE).
S odebiranim musim i slévat a §tépit skupiny — jejich velikost neni pevné.

Prefixové stromy — pro redundantni B-stromy; kli¢e jsou co nejkratsi fetézce nutné k odliseni listi, nikoliv celé
hodnoty, které se nachazeji az v listech. Pi vkladani a §té€peni stranek se néjakou heuristikou hleda nejkratsi prefix,
ktery by dvé vznikajici stranky oddélil. Mazani a slévani — zadna zmeéna. Dalsi zkraceni — u potomku se neopakuje
piedpona klice, kterou ma rodi¢ — to ale hodné zvysi naroky na CPU.

B-+ stromy — pro intervalové dotazy: zrychleni tim, Ze zfetézime vzdy uzly v jedné hladiné (a nebo jenom listy),
tj. pfidame do uzld ukazatele na levého a pravého souseda.

Hladinov& propojené (a,b)-stromy s prstem (Finger trees) — pro vyhledavani navic jesté pfidame odkaz
na otce do kazdého uzlu a pro celou strukturu jeden “prst” — odkaz na néjaky list. Vyhledavani zac¢ind od prstu a
postupuje nahoru, dokud nenajde podstrom, v némz by mél byt hledany prvek; potom se spusti dolti. Pokud je prvek
pobliz prstu, je to rychlejsi nez klasicka varianta. Typicky mame funkci nastevni prstu na n&jaky prvek a pokud se
motame v jeho okoli, vyjde to lépe.

Proménna délka zaznami — modifikace pro zdznamy ruzné délky: nestépit podle po¢tu zdznam, ale na zhruba
1/2 podle velikosti. Podminka existence uzlu: soucet délek zédznami v ném je > B/2 kde B je délka uzlu(stranky) (pro
B* stromy 2B/3). Problémy: dlouhé klice maji tendenci propadavat ke kofeni, tim se zmensuje arita stromu; miZe se 1
stranka $t&pit i na 3 (pokud vkladam zaznam delsi nez 1/2 stranky); vloZzenim zaznamu muze dojit ke zmengeni stromu
(jak, to se ve skriptech nepiSe :( ) Nejde vyrobit nezavislé INSERT a DELETE, feSeni: univerzélni alg. nahrazovani
fetézce fetézcem, INSERT a DELETE jsou jeho spec. pfip. Regeni snizovani arity stromu: minimalizace délky kli¢a
(nalezeni kli¢e min. délky, ktera navic splituje min. naplnéni) — pro B* stromy docela sloZité.

~ -

Amortizované odhady podéta §tépeni a sliti a vyvazeni

Obecné miuze INSERT volat a7 log(|S])-krat §tépeni a DELETE log(|S])-krat sliti a jedno vyvéaZzeni (piesun).
Zagindme-li s prazdnym stromem a mé¥ime na né&jaké posloupnosti n operaci, zjistime, 7e jde amortizované o O(1).
Dukaz pro (2,4)-stromy:

e Pouzijeme bankovni metodu, kdy INSERT bude stat dvé jednotky a DELETE jednu.

e Za Stépeni a sliti pak budeme platit vzdy jednu jednotku, vyvazeni nebude stéit nic, protoze je v kazdém DELETE
volano max. jednou a asymptoticky nic nezkazi.

e V jednotlivych uzlech stromu budeme udrzovat nasledujici po¢ty jednotek podle stupné uzli (pfidavame i stupné
1 a 5, které maji uzly tésné pred Stépenim a slévanim):

p(v) 1123|415
jednotek | 2 |1 0|24

e Potom INSERT a DELETE bez §tépeni diky své cené udrzuji (ob¢as i pfeplaci) spravné stavy jednotek v
uzlech — snizeni stupné stoji max. 1 a zvySeni max. 2 jednotky.
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e Dojde-li ke stépeni uzlu stupné 5 do uzli stupiit 3 a 2, ¢tyfi jednotky se zaplati: jedna za rozdéleni, jedna na
ucet nového uzlu stupné 2 a (max.) dvé za zvygeni stupné rodice.

e Dojde-li k vyvaZovéani (pfesunu), mame 2 jednotky, coz nam sta¢i k vytvoreni dvou uzli stupné 2 ze stupinu 1 a
3 a pfebyva nam pii vyvazeni uzli stupnu 1 a 4.

e Slévame-li uzly stupné 1 a 2, mame 3 jednotky celkem: jednou zaplatime vlastni sliti, jednou snizeni stupné
rodice a jedna zbyde.

Protoze v8echny moZnosti zachovéivaji invariant, je vidét, Ze celkem bude max. 2n operaci sliti a §té€peni. Dukaz
(pry) jde rozsiFit i na libovolné a a b > 2a (podle mé by mélo stadit zachovat ceny za operace a pocty jednotek v
krajnich p¥ipadech).

Pro b = 2a — 1 1ze bohuZel jednoduse nalézt takové posloupnosti operaci, kde pocet sliti a $tépeni je O(nlogn), to
samé, mame-li paralelni operace pii b = 2a + 1. Proto se doporucuje 2a, resp. 2a + 2.

V hladinové propojeném stromé plati, Ze posloupnost n operaci MEMBER, INSERT, DELETE a PRST vyzaduje
O(log n+ ¢as na vyhledani prvki ).

1.3 Trie

Trie je vlastné stromova reprezentace slovniku. Jeji oznaceni ziejmé pochdzi od slova “retrieval”. Jejim tkolem je
reprezentovat mnozinu S C U, kde U je tvofeno viemy slovy nad abecedou X, |X| = k o délce I. Na této mnozing
budeme provadét operace MEMBER, INSERT a DELETE.

Pozadavek na délku se pouzije pouze u odhadu na slozitost algoritmi. Ve skuteCnosti ale neni omezujici — slova
miuzeme vzdycky doplnit néjakymi znaky mezery nebo lehce algoritmy upravit, aby s kratsimi slovy pocitaly.

Zakladni varianta
Definice

Trie je strom takovy, ze kazdy vnitini vrchol mé k synu, odpovidajicich v§em znakim abecedy. Kazdému vrcholu lze
rekurzivné piifadit slovo nad abecedou ¥ nésledujicim zptsobem:

e Kofeni patii prazdné slovo .
e a-tému synu patii slovo otce doplnéné o a (kde a je libovolné pismeno).

Pro kazdy vnitini vrchol trie musi platit, ze tento vrchol je prefixem néjakého slova z reprezentované mnoziny S.
Kazdy list obsahuje jeden bit, ktery udava pfitomnost nebo nepfitomnost slova, které predstavuje, v mnoziné S.

Je vidét, ze takova struktura je dost pamétové naro¢na — kazdy vrchol potfebuje pamét O(k) a celkem mame aspon
tolik vrchold, co bodi mnoZiny, ndsobeno délkou cesty k nim, tedy O(kl|S]).

Operace

MEMBER je velice jednoduchy — postupné sestupuje stromem podél syna, ktery odpovida i-tému pismenu hledaného
slova v i-tém kroku. Pokud se dostane do listu dfiv nez dojde na konec slova, skon¢i netspéchem. Jinak vrati informaci
o pfitomnosti slova z listu, do kterého se dostal.

INSERT dojde do listu podobné jako MEMBER. Potom (je-li to potieba) méni listy na vnitini vrcholy a vklada
pokracovani cesty az do dosazeni délky slova. V poslednim kroku upravi indikaci v listu.

DELETE vyhleda prvek a nastavi indikaci v jeho listu na FALSE. Pak se postupné vraci a dokud naléza jen samé
listy s FALSE, zrusi cely vrchol a zméni ho na list s FALSE.

Algoritmus MEMBER projde az [ vrcholu a kaZdy v konstantnim ¢ase (vrcholy se indexuji pfimo pismeny
abecedy), tedy je O(l). Algoritmy INSERT a DELETE vyzaduji ¢as O(kl), protoZe tiprava jednoho vrcholu vyzaduje
az k operaci.

Komprimované Trie

Trie upravime tak, Ze vyhazime vrcholy, jejichZ slovo je prefixem stejné mnoziny slov jako slovo jejich otca (tj. vrcholy,
kde nedochazi k zddnému vétveni a je jen jedna moznost pokratovani). Ve vrcholech si ted ale misto toho musime
udrzovat informaci o aktuélni hloubce x(v) a navic v listech musime drZet celé slovo, které reprezentuji (abychom
neztratili pismena z vrcholi, které jsme vyhazeli).

Operace pak bude tieba upravit, ale protoze takto upravené trie ma jen S—1 vnitinich vrcholi, pamétova naro¢nost
klesla na O(k|S|)
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Operace

MEMBER pracuje podobné, ale ve vrcholu v vzdy testuje x(v) + 1-ni pismeno hledaného slova. Nakonec (protoze
neotestoval v§echna pismena a mohlo by tedy dojit ke kolizi) navic porovna slovo ulozené ve vrcholu se slovem, které
jsme hledali.

INSERT pro néjaké slovo x opét vyhleda misto pro vlozeni a dojde do listu, kde najde jiné slovo y. Pak vezme
nejvétsi spolecény prefix slov z, y a v jeho misté strom rozdéli — pokud ve spravné hloubce uz je vnitini vrchol, pokracuje
z néj, jinak novy délici vrchol pfida. Potom upravi hodnoty v listech.

DELETE zrusi informaci o mazaném slové stejné jako piedtim. Navic ale pokud zjisti, Ze otec “vycisténého” listu
v hierarchii stromu mé jen jednoho dalsiho potomka — vnitini uzel, nacpe tohoto potomka na jeho misto.

Je vidét, ze INSERT a DELETE zméni maximalné jeden vnitini vrchol a pracuji tak v O(k +1).

Océekavana hloubka

Odhady ¢ast pro operace MEMBER, INSERT a DELETE zavisi na (maximalni) délce slov [, ale takové hloubky
komprimované trie doséhne jen v nejhor§im piipadé. Chceme proto odhad ocekivané hloubky, za piedpokladu, ze
reprezentovani mnozina S je vzorkem dat z rovnomérného rozdéleni (coz byva ¢asto pfiblizné splnéno).

Oznacéime ¢4 pravdépodobnost, 7e komprimovany trie nad mnozinou S, |S| = n mé hloubku aspon d,, = d. Pak je
nase oCekavané (stfedni) hodnota hloubky:

E(d,) = Zi(qi —qiy1) = Z 4

i=1

Odhadneme proto velikost g4. Vime, Ze hloubka trie je mensi nez d, kdyz prefixy o délce d slov z nasi mnoziny
rozliguji tato slova jednoznatné. Pravdépodobnost, Ze toto nastane, je (pocet jednozna¢nych prefixii a k nim pocet
libovolnych doplnéni do délky {, déleno poctem jednozna¢nych slov délky I, vSe nad abecedou o velikosti k):

(kd)kn(l—d)

()

P(jednozna¢né rozligeni o délce d) =

Z toho:
qq < 1 — P(jednozna¢né rozligeni o délce d — 1) =
A RO n—1,3.d—1_\\pn(l—d+1)
L o (BT =)k . . o, ]
1_%§1_( CiLam—") = 1T (1= ) < 1—exp (725) < i

Posledni kroky jsme mohli udélat, protoze plati (integral s nerovnosti mizeme pouZit, protoZe dany logaritmus je
klesajici, pii vypoctu integrdlu pouzijeme substituci za 1 — 7%&):

5 (1= ) = exp (S0 (1 - ) ) =
>exp ([ In (1 - z5) dz) =exp ((n— k1) In (1 - 7=) —n) <exp (,;,—’ﬁi)

Ocekavana vyska stromu pak vyjde, poloZzime-li ¢ = 2[log, n]:

o0 C o0 C o0 2 2 o0
TSI SIS SITNL o k?_lzcﬁ,;(z;) < 2ogn] + L
=1 =1 i=c+1 1=1 i=c+1 1=0 k

Trie v tabulce

Pokud se vzdame operaci INSERT a DELETE, miizeme trie reprezentovat na extrémné zcvrklém prostoru. Nejdiive
si ho predstavme jako matici M dimenze r x s, kde kazdy vnitini vrchol odpovida jednomu Fadku a sloupce jsou
pismena abecedy. Potom na pozici M(v,a) je a-ty syn vrcholu v. Pole matice miZe obsahovat bud odkazy na dalsi
vrcholy (identifikator fadku), nebo piimo slova, ktera jsou obsaZena v reprezentované mnoZing, nebo prazdnou hodnotu
null. Ve vedlejsim poli si musime uchovat i hloubky vrcholt odpovidajici nekomprimovanému trie — x(v).

Komprese matic — uloZeni do pole

Hodnoty null ale nepfinaSeji novou informaci — staci pii prichodu matici na dalsi vrcholy testovat, zda ndm stoupa
hodnota x(v) a nakonec provést test shody s nalezenym prvkem. Diky tomu muZeme na mista, kde je null, v klidu
ukladat néco jiného.

Matici M tak muZzeme reprezentovat dvéma poli

e VAL — v ném budou hodnoty z raznych fadka matice

e RD (“row displacement”, “posunuti fadku”) — bude udavat, kde zac¢ina ktery radek ptivodni matice M ve VAL
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Jednotlivé datové fadky puvodni matice se v poli VAL v klidu mizou piekryvat, pokud piekryté hodnoty jsou jen
null. Formalné musime zachovat, 7e kdyz M (i, j) je definovano, pak M (i,j) = VAL(RD(i) + j) a 7e kdyz M (i,j) a
M (%', 5') jsou definovany pro (i,7) # (i',j’) , pak RD(3) + j # RD(i') + j'.

Pro nalezeni “dobrého” rozlozeni fadki puvodni matice do pole V AL se pouziva algoritmus First-Fit Decreasing:

e Pro kazdy rfadek piivodni matice M spoc¢teme, kolik mist je non-null a setf¥idime fadky matice podle této hodnoty
v klesajicim potradi

e Bereme fadky podle setfidéni a vkladame je na prvni misto od zacatku pole V AL tak, Ze neporusuji vyse uvedené
podminky.

Oznagime pocet v8ech non-null hodnot jako m a pocet non-null hodnot v fadcich s alespoii I non-null hodnotami
Jjako my. Pokud radky matice M spliuji pravidlo harmonického rozpadu, tj. VI : m; < 75 (tj. napf. vice nez polovina
fadka obsahuje jen jednu skutecnou hodnotu), pak pro kazdy fadek ¢ plati RD(i) < m a algoritmus stavby poli

potiebuje O(rs + m?) ¢asu (dikaz je hnusny).

Posouvani sloupci

Protoze podminku harmonického rozpadu spliiuje jen mélo matic, upravime si obecné matice tak, aby ji spliiovaly
taky. VyuZzijeme toho, Ze matici trochu “natdhneme” do po¢tu fadka (tim se, pravda, zvétsi pole RD) a jednotlivé
sloupce v ni rozstrkame tak, aby v jednom fadku nevyslo moc zaplnénych mist najednou. Kde za¢ina ktery sloupec si
zapamatujeme v dal§im pomocném poli CD (“column displacement”, “posunuti sloupce”).

“Dobré” posunuti sloupct nalezneme oby¢éejnym piistupem First-Fit, kdyz pro kazdy sloupec j nalezneme nejmensi
¢islo CD(j) spliwjici:

<___m
~ fUm(i+1))
Hodnota m(j) je pocet vSech zaplnénych mist v prvnich j sloupcich pravé konstruované matice a m(j); je pocet
zaplnénych mist v fadcich s alespon [ zaplnénymi misty.

Pozorovani:

m(j+ 1) Vi=0,1,...

m

e Je vidét, 7e kazda funkce f musi spliiovat f(0,m(j)) < % V4, protoze jinak by v algoritmu nemohla byt
splnéna testovana podminka pro ! = 0 (protoze m; = m(j)o).
e Dale musi funkce f spliiovat nerovnost f(I,m) < [+1 VI, aby vysledna matice spliiovala podminku harmonického

rozpadu.

D4 se ukézat (a je to hnusny ditkaz), 7e vhodna funkee je tieba f(z,y) = 2%(>~%), protoze splituje ob& podminky
a navic vysledny vektor C'D méa délku s, vektor RD ma délku mensi nez 4mloglogm + 15.3m + r a vektor VAL mé
délku mensi nez m + s. Protoze hodnoty CD indexuji RD a hodnoty RD indexuji V AL, plynou z toho omezeni i na
hodnoty v nich ulozené.

Cas celého algoritmu vytvafeni matic je O(s(r 4+ mloglogm)?).

Dalsi komprese vektoru RD

Protoze M ma jen m definovanych mit, z algoritmu pro vypocet RD plyne, Ze jen max. m mist v tomto vektoru bude
ruznych od nuly. Proto mizeme pouZit nésledujici kompresi (feknéme, ze nenulovych mist je ¢):

1. Vektor RD rozdélime na n bloku o délce d.

2. Vytvorime novy vektor CRD o délce ¢, ktery obsahuje jen nenulové prvky ptuvodniho vektoru. Oznac¢me jejich
pavodni pozice i;,5 =0...t — 1 a jejich pozice ve vektoru CRD jako v(i;).
-1 ij+d#xVji=0,...t—1

3. Vytvotime vektor BASE o délce n, kde BASE(x) = ) ) -
min{l;é; +d ==z} jinak

1 d .V
4. Vytvorime matici OF FSET typu n x d, kde OFFSET (z,y) = 4 | z-dty 79
j—BASE(z) z-d+y=1i;

5. Ulozime matici OF FSET do vektoru OFF dimenze n tak, ze z kazdého fadku vytvofime &islo v soustavé o
zékladu d 4+ 1: OFF(z) = Z;é(OFFS’ET(x, k) +1)(d + 1)*.

Potom plati, Ze:

e v(h)=0& OFFSET(h+d,h modd)=-1

e v(h)=1=h=BASE(h+d)+OFFSET(h+d,h mod d)
e OFFSET(i,j) = (OFF(i) = (d+1)?) mod (d+1))—1

Cela tahle legrace ma smysl, jen pokud d < n, at < n. Kdyz d < [loglogn], pak lze celé trie uloZit pomoci péti
vektori dimenze n s hodnotami mensimi nez 4n log log n.
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1.4 Haldy

Haldy se pouzivaji pro ménici se usporadané mnoziny. Nevyzaduje se efektivni operace MEMBER (¢asto se pied-
pokldda s argumentem operace informace o uloZeni prvku). PoZaduji se malé naroky na pamét a rychlost ostatnich
operaci.

Definice, operace

Halda je stromové struktura nad mnoZinou (dat) S, jejiz usporddéani je dano funkci f : S — R, spliujici lokalni
podminku haldy:

VYo € S : f(otec(v)) < f(v), pFipadné v dudlni podobé.

Mnozina je reprezentovana haldou, kdyz prifazeni prvka vrcholim haldy je bijekce, spliiujici podminku haldy.
Riizné druhy hald se lis{ podle dalsich podminek, které musi spliiovat stromové struktury.

e Krom béznych operaci mizu ménit uspoirddani: operace INCREASE a DECREASE zméni velikost f na
néjakém daném prvku s se zndmym ulozenim o +a, —a.

Dalsi operace: DELETEMIN — smazéni prvku s nejmensi hodnotou f.
e Pro operaci DELETE budeme pozadovat piimé zadani ulozeni prvku.

Navic definujeme operaci MAKEHEAP — vytvoreni haldy pifi znamé mnoziné a f,

a MERGE - sliti dvou hald do jedné, reprezentujici S; U Sy a f1 U fs, aniz by se ovéfovala disjunktnost.

Regularni haldy

Pro d-regularni strom (d € N) s kofenem r plati, ze existuje pofadi syni vnitinich vrchola takové, Ze ocislovani
prohledavanim z r do 8itky spliuje:

1. kazdy vrchol ma nejvyse d synu

2. kdyz vrchol neni list, tak v8echny vrcholy s men§im ¢islem maji pravé d syna

3. mé-li vrchol méné nez d synt, pak vSechny vrcholy s vétsimi &isly jsou listy
_ Potom takovy strom s n vrcholy ma max. jeden ne-list, ktery nema prévé d syni, jeho vyska je [log,(n(d—1)+1)].
Cisla synti vrcholu s éslem k jsou (k—1)d+2,...,kd + 1, ¢islo otce je 1+ kafj Takto vytvorena halda umoziuje i
efektivni reprezentaci v poli.
Operace na regularnich haldach

e Neni zndma efektivni operace MERGE.

e Mame pomocné operace UP, DOWN, posunujici prvek niz/vy§ ve struktufe, dokud neni splnéna podminka
haldy (“probublavani”).

e INSERT jen vlozi novy prvek za posledni a spusti UP

¢ DELETE nahradi odstranény prvek poslednim listem a vola UP nebo DOWN podle potieby
e DELETEMIN odstrani kofen, nahradi ho posl. listem a vola DOWN

e MIN jen vrati kofen

e INCREASE a DECREASE zméni hodnotu f n&jakého prvku a zavolaji DOWN, resp. UP (pozor, je to
naopak, nez nazvy napovidaji).

e Operace MAKEHEAP vytvoii libovolny strom a pak postupné od posledniho ne-listu ke koteni vola na vSechno
DOWN.

U v8ech operaci je korektnost zajisténa podminkou haldy (a tim, Ze UP a DOWN zarudi jeji splnéni).

SlozZitost operaci

Béh DOWN vyzaduje O(d) a UP O(1) v kazdém cyklu, takZe celkem jde o O(dlog|S|) a O(log|S|).
Haldu lze vytvorit opakovanym INSERTem v case |S|log|S|, ale pro v&tsi mnoziny je rychlejsi MAKEHEAP
— uvazujeme-li, Ze operace DOWN vyZzaduje ¢as odpovidajici vysce vrcholu. Ve vysce k —i je d* vrcholi. Tim

dostavam celkovy ¢as O(Z::Ol d'(k — i)d), coz se da odhadnout jako O(d?|S]).
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Aplikace

Heapsort — vytvofeni haldy a postupné volani MIN a DELETEMIN. Lze ukazat, ze pro d = 3,d = 4 je vyhodné;jsi
nez d = 2, empiricky je do cca 1000000 prvkia d = 6 nebo d = 7 nejlepsi. Pro delsi posloupnosti je mozné d zmens§it.

Dijkstra — normaélni Dijkstriv algoritmus, jen vrcholy grafu uchovavam v haldg, t¥idéné podle aktuélniho d (horniho
odhadu vzdélenosti). Slozitost O((m + n)logn), pro d = max{2, 2} je to O(mlog,n) a pro husté grafy (m > n'*¢)
je linearni v m.

Leftist haldy

Leftist halda je binarni strom (7T,7). Ozna¢me npl(v) délku nejkratsi cesty z v do vrcholu s max. 1 synem. Leftist
halda musi spliiovat nasledujici podminky:

1. mé&-li vrchol 1 syna, pak je vzdy levy
2. mé-li 2 syny I, p , pak npl(p)<npl(l)
3. podminka haldy na kli¢e prvka (ex. pfifazeni prvki vrcholim stromu)

Pro leftist haldu se definuje prava cesta (posl. pravych syni) a pokud mame takovou cestu délky k z vrcholu v,
vime, ze podstrom v do hloubky k je tiplny binarni strom. Délka pravé cesty z kazdého vrcholu je tedy logaritmicka

ve velikosti podstromu.
Operace jsou zalozeny na algoritmech MERGE a DECREASE.

e MERGE testuje prazdnost jednoho ze stromii (a pokud je jeden préazdny, vrati ten druhy jako vysledek). Pokud
ne, vola se rekurzivné na podstrom pravého syna kotene s mensim kli¢em dohromady s celym druhym a vysledek
pfipoji misto onoho pravého syna. Pokud neplati podminka na npl, syny vymeéni.

e INSERT je to samé co vytvofeni jednoprvkové haldy a zavolani MERGE.
e DELETEMIN je zMERGEovéni syni kofene (a jeho zahozeni).

e MAKEHEAP je vytvofeni hald z jednotl. prvka. Nacpu je do fronty a potom v cyklu vyberu dva prvni,
zmerguju a hodim vysledek na konec, dokud mam ve fronté vic nez 1 haldu.

INCREASE a DECREASE se délaji jinak.

e Mam pomocnou operaci OPRAYV, kterd odtrhne podstrom a dopocita vSem vrcholim spravné npl. Po odtrzeni
vrcholu a p¥ip. piehozeni pravého syna doleva jde nahoru, dokud provadi zmény npl (moZno az do kofene),
vztahuje npl odspoda a piip. prohazuje syny.

e DECREASE se pak udéla snizenim hodnoty ve vrcholu, zavolanim OPRAYV, tj. jeho odfiznutim od zbytku
haldy, a MERGE podstromu a zbytku.

INCREASE: zapamatuju si levy a pravy podstrom vrcholu s mym prvkem a provedu na ngj OPRAYV (vyhodim
ho), potom vyrobim novy vrchol s mym prvkem se zvednutou hodnotou a jako samostatnou haldu ho zZMERGEuju
s levym podstromem. Pravy podstrom zMERGEuju se zbytkem haldy a nakonec s tim zMERGEuju vysledek
MERGE levého podstromu a zvednutého prvku.

SloZitost

1 béh MERGE bez rekurze je O(1), hloubka rekurze je omezena pravymi cestami, takze je to O(log(|S1| + |S2]))- Z
toho plyne logaritmovost INSERT a DELETEMIN.

Pro MAKEHEAP se uvazuje, kolikrat projdou haldy frontou: po k projiti frontou maji velikost 2¥~1 a tedy
fronta obsahuje [QLS,IJ hald. Jeden MERGE je O(k) a jedno projiti frontou pro vSechny haldy tedy trva O(k[z‘,ﬂl 1)-
Celkem dostavam O(|S| Y r; 52=1) = O(|S|) (soucet Fady je 4).

OPRAYV chodi jen po pravé cesté, takZze mé logaritmickou slozitost. INSERT, INCREASE a DECREASE se
diky ni dostanou taky na O(log |S]), protoze jejich ¢asti kromé MERGE a OPRAYV maji konstantni slozitost.

Binomialni haldy

Binomidlni stromy se definuji rekurentné jako H,;, kde Hj je jednoprvkovy a H;y; vznikne z dvou H;, kdy se kofen
jednoho stane dalsim (krajnim) synem kotfenu druhého. Pak strom H; m4 2! prvki, jeho kofen mé4 i syni, jeho vyska
je i a podstromy urcené syny kofene jsou pravé H,_1,..., Hy.

Binomialni halda reprezentujici S je seznam stromu T; takovy, Ze celkovy pocet vrchola v téchto stromech je |S]
a je dano jednozna¢né piifazeni prvka vrcholim, respektujici podminku haldy. Kazdy strom je pfitom izomorfni s
néjakym H; a dva T3,7},¢ # j nejsou izomorfni.

Existence binomiélni haldy pro kazdé piirozené |S| plyne z existence dvojkového zépisu ¢isla.
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Operace

Operace na binomialnich haldach jsou zalozené na MERGE.

e MERGE pracuje stejné jako binarni séitdni — za pomoci operace SPOJ (slepeni dvou stromd, pfilepim jako
syna toho, ktery ma v koteni vyssi kli¢) slepi stromy stejného fadu, pienasi vysledky do dalsiho spojovani (pfenos
+ obé& haldy majici strom daného fadu = vyplivnuti 1 stromu na vysledek a spojeni zbyvajicich dvou).

e INSERT je MERGE s jednoprvkovou haldou.
e MIN je projiti kofenti a vypséni nejmensiho.

¢ DELETEMIN je MIN, odebrani stromu s nejmensim prvkem v kofeni a piidani (MERGE) podstromu jeho
kofene do haldy.

e INCREASE a DECREASE se délaji uplné stejné jako u regularnich hald.
e Piimo neni podporovino DELETE, jen jako DECREASE + DELETEMIN.
e MAKEHEAP se provadi opakovanim INSERT.

Slozitost MERGE je O(log | S| + log |S2]), protoze 1 krok SPOJ je konstantni. Halda m& nejvyse log | S| stromi,
takze MIN a DELETEMIN maji tuto slozitost. Vyska vSech stromu je < log|S|, coz dava slozitost INCREASE
O(log? |S]) a DECREASE O(log |S|). Pro odhad slozitosti MAKEHEAP se pouzije amortizovana slozitost piicitani
jednicky k binarnimu ¢islu, coz je O(1), tedy celkem O(]S|).

Lina implementace

Vynechame piedpoklad neexistence dvou izomorfnich stromu v haldé a budeme “vyvazovani” providét jen u operaci
MIN a DELETEMIN, kdy se stejné musi projit vSechny stromy. MERGE je pak prosté slepeni seznamu hald.
VyvaZovani se provadi operaci VY VAZ, ktera slou¢i izomorfni stromy (podobné jako MERGE z pilné implementace).

Slozitost INSERT a MERGE je O(1), ale DELETEMIN a MIN v nejhorsim piipadé O(|S]).

Amortizovana slozitost vychazi ale lip: pouZijeme potencidlovou metodu, kdyZ za hodnoceni konfigurace w(H)
zvolime pocet stroma v haldé |#H|. INSERT a MERGE ho neméni, resp. méni o 1, takZe jsou stale O(1).

Operace VY VAZ potiebuje O(|H|), protoZe sliti dvou stromu trva konstantné dlouho a nelze slévat vic stromu,
nez kolik jich je v haldé. Kromé operace VY VAZ potiebuje MIN O(|H|) a DELETEMIN O(|H| + log|S|) (max.
stupeii stromu je logaritmicky).

Dohromady vychazi amortizovana sloZitost pro MIN: am(o) = t(0) — w(H) + w(H') = O(|H| — |H| + log|S)),
protoze vysledny pocet stromii |H'| odpovida pilné implementaci. Pro DELETEMIN podobné dostanu O(|H| +
log [S] — [H] +log|S]) = O(log [S]).

Fibonacciho haldy

Definuji se jako mnoZziny stromu, které spliuji podminku haldy a musely vzniknout posloupnosti operaci z prazdné
haldy. Vsechny operace zachovavaji podminku, Ze jednomu vrcholu lze odfiznout max. dva syny. Strom mé rank 1,
ma-li jeho kofen i syni (podobné jako izomorfismus s H; u binomialnich hald).

Podminka odfiznuti max. dvou synti se zachovavid pomocnou operaci VY VAZ2. KdyZ vrchol neni kofen a byl mu
predtim nékdy odiiznut syn, je speciilné oznaceny. VY VAZ2 prochazi od daného vrcholu ke koteni a dokud naléza
oznacené vrcholy, odtrhava je i s jejich podstromy, rusi jejich oznaceni a vklada do haldy jako zvlastni stromy. Kdyz
se vrchol stane kofenem, oznaceni se zapomene.

Operace

MERGE, INSERT, MIN a DELETEMIN jsou stejné jako v liné implementaci binomialnich hald, jen pozadavek
na isomorfismus s H; je nahrazen pozadavkem na dany rank. Pomocné operace z binomialnich hald VYVAZ a SPOJ
jsou také stejné.

DECREASE, INCREASE a DELETE vychazeji z leftist hald. Pouzivaji pomocnou operaci VY VAZ2

e DECREASE odtrhne podstrom uréeny snizovanym vrcholem (neni-li to uz ko¥en), zrusi u néj pfipadné oznaceni
a vlozi ho zvlast do haldy, na odtrZené misto zavola VY VAZ2.

e INCREASE provede to samé, jen je§té roztrha podstrom zvedaného vrcholu (odtrhne vSechny syny, zrusi jejich
pFip. oznageni a vloZi jako samostatné stromy do haldy) a vlozi zvednuty vrchol do haldy zvlast.

¢ DELETE je to samé co INCREASE, bez piidani vrcholu zpét do haldy.


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St%C3%A1tnice_-_Odhady_slo%C5%BEitosti#Algoritmus_.28Potenci.C3.A1lov.C3.A1_metoda.29
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Korektnost a sloZitost

Operace SPOJ podobné jako u binomialnich hald vyrobi ze dvou stromua ranku 7 jeden strom ranku 7 + 1. Operace
VYVAZ2 zajisti, ze od kazdého vrcholu kromé kofent byl odtrzen max. 1 syn — kdyz odtrhnu dal§iho, odtrhu i tento
vrchol a propaguju operaci nahoru.

Slozitost operaci:

e MERGE a INSERT je O(1) (stejné jako u binomialnich hald)

MIN ma O(|H|) (neméni oznaceni vrcholi)

DELETEMIN O(|H|+maxrank(#)), kde mazrank udava maximalni rank stromu v haldé (maze navic odznadit
nékteré vrcholy)

DECREASE je O(1 + ¢), kde ¢ je poCet odznagenych vrchola (navic ozna&i max. 1 vrchol)

INCREASE a DELETE jsou O(1 + ¢+ d), kde navic d je pocet synt zvedaného nebo odstraiovaného vrcholu
(také oznad¢i navic max. 1 vrchol).

Pro vypocet amortizované slozitosti pouzijeme potencidlovou metodu a zvolime hodnotici funkci w jako pocet
stromu v haldé + 2x pocet oznaCenych vrcholua. Muzeme fict, Ze amortizovana slozitost MERGE, INSERT a
DECREASE je O(1).

Ozna¢me max. rank stromt v lib. haldé reprezentujici n-prvkovou mnoZinu jako p(n). Amortizovan slozitost MIN,
DELETEMIN, INCREASE a DELETE pak je O(p(n)) (pro MIN a DELETEMIN je vzorec amortizované
slozitosti podobny jako u binomialnich hald, pro INCREASE a DELETE je to vidét pfimo ze vzorci).

Pro odhad p(n) je potieba znat fakt, 7e i-ty nejstarsi syn libovolného vrcholu mé aspon ¢ — 2 synu (plyne z toho,
Ze se slévaji jen stromy stejného fadu a odtrhnout lze max. jednoho syna).

Vezmeme tedy nejmensi strom T; ranku j , ktery toto spliiuje. Ten musi byt slozenim T;_q1 a Tj_s (vznika tak,
ze se sliji dva T;_; a potom se na tom, ktery je povéSeny jako syn nového kofenu, provede DECREASE a tim se
z né&j stane T;_5 ). Z minimalniho poc¢tu synd se da odvodit i rekurence |Ty| > 14+ 1+ |To| + -+ + |Ti—2|, ktera da
indukci to samé.

k
Potom |Tyt1| = Fi, kde Fy; je k-té Fibonacciho ¢islo. Pro Fibonacciho ¢isla plati, 7ze limy_,o0 F, = % (1+2\/5) .

Proto je p(n) = O(log(n)) , coz dava logaritmickou amortizovanou slozitost pro MIN, DELETEMIN, INCREASE
a DELETE. Z toho pochézi i nazev Fibonacciho haldy.

Aplikace

Fibonacciho haldy se diky své rychlosti INSERT, DECREASE a DELETEMIN Cc¢asto pouzivaji v grafovych
algoritmech. Praktické porovnani rychlosti s jinymi haldami v8ak neni dosud pfesné prostudovano.

Motivaci pro vyvoj Fibonacciho hald byla moZnost aplikace v Dijkstrové algoritmu. Déava totiz slozitost celého
algoritmu O(m + nlogn), coz by mélo byt lepsi pro velke, ale Fidké grafy proti d-regularnim haldam. O prakticky
zjiSténém “zlomu” ale nevime.




