Kapitola 1

Statnice - Dynamizace datovych struktur

1.1 Uvod

Mnoho datovych struktur podporuje velice efektivni operaci MEMBER, ale nem4 operace INSERT a DELETE.
Ukolem dynamizace je pravé tyto operace do jakékoliv obecné struktury co nejefektivnéji doplnit.

Zobecnény vyhledavaci problém

Zobecnény vyhledavaci problém je libovolna funkce f : U; x 2Y2 — Us — pro prvek a né&jakou mnozinu vraci n&jakou
hodnotu.

Struktura S je statickd struktura fesici vyhledavaci problém (neboli S-struktura) f, je-li dan algoritmus, ktery pro
A C U, zkonstruuje datovou strukturu S(A) a algoritmus, ktery pro x € U; a S(A) spocte f(xz, A).

Struktura je semidynamickd, pokud navic existuje algoritmus, ktery pro x € Uy a S(A) zkonstruuje S-strukturu
S(AU{x}).

Struktura je dynamickd, pokud navic existuje algoritmus, ktery pro z € A a S(A) zkonstruuje S-strukturu
S(A\far}).

Ve v8ech nésledujicich operacich budeme uvazovat jen rozlozitelny vyhledavaci problém:

e Vyhledavaci problém je rozlozitelny, pokud existuje bindrni operace o na univerzu Us takova, ze pro disjunktni
A, BCUyauxzelU plati f(z,A)o f(xz,B) = f(x, AU B).

To plati pro situaci, kterd néas nejvic zajima — pokud funkce f provadi operaci MEMBER nad néjakou datovou
strukturou. Jiné problémy (pat¥i  do konvexniho obalu mnoziny?) ale rozloZitelné nejsou.
Navic budeme predpokladat, Ze funkce o Ize spocitat v konstantnim ¢ase. Oznac¢me

e (Qs(n) ¢as na vy¢€isleni f(z, A), pokud |A] =n
e Ss(n) pamétovy prostor potiebny k reprezentaci n-prvkové mnoziny

e Pgs(n) Cas na vytvorfeni struktury S(A) pro |[A| =n

Pro asymptotické odhady budeme piedpokladat, ze funkce Qs(n), Ss) , Ps(n)

jsou neklesajici.
n n

1.2 Semidynamizace

Vytvoiime semidynamickou strukturu, jejiz ¢as operace INSERT bude velmi rychly a navic se ndm moc nepokazi doba
pro provedeni operace MEMBER. Zakladni idea je podobnd jako v binomiélnich haldach — roztrhame reprezentovanou
mnozinu A na sadu disjunktnich podmnozin A; o velikosti 2¢ (takové mnoziny jsou neprazdné pro i odpovidajici
jednickdm v binarnim zéapisu ¢isla |A|.

Formélné budeme mit spojovy seznam S-struktur S(A;) odpovidajicich mnoZindm A;, potom seznam spojovych
seznami s(A;), které obsahuji prvky jednotlivych mnoZin, a nakonec pomocnou dynamickou strukturu 7' (nap¥. binarni
vyhledavaci strom). To vechno dohromady zjevné vyzaduje jen O(Ss(n)) paméti (celkem reprezentujeme pofad stejné
prvki a vyhledévaci stromy i spojaky jsou O(n)).

Struktura 7T se pouziva k “rychlému” testovani pfed INSERTem, zda nechceme vklddat prvek, ktery uz v mnoziné
mame, piipadné pred DELETEM, jestli nechceme mazat neexistujici prvek. Pro jednoduchost to v popisech operaci
vynechame.


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Semidynamizace
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Dynamizace
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Operace MEMBER

Operace MEMBER potom projde vSechny neprazdné mnoziny A; a zavola MEMBER . na nich. Vysledek spoji za
pomoci funkce o.

To celkem dava slozitost MEMBERu O(Qs(n)log(n)), protoze hleddme v max. log, dil¢ich mnoZinach.

Protoze jakékoliv mocniny rostou rychleji nez logaritmus, plati, Ze pokud Qs = n¢ pro né&jaké ¢ > 0, pak je operace
MEMBER O(n¢).

Operace INSERT

Operace INSERT najde nejmensi ¢ takové, ze A; = (). Potom vezme vSechny A;,j < i (ty jsou neprézdné) a spolu
s vkladanym prvkem je slije do jedné mnoziny A; (zahodi S-struktury pro viechna A;,j < i, zkonkatenuje spojaky
s(A;) a na jejich zakladé zkonstruuje novou S-strukturu S(A;)). Nova mnozina ma spravny pocet prvki, protoze
S +1=20

V odhadu amortizované slozitosti vyuzijeme fakt, ze S-struktura pro A; se tvoii jen tehdy, kdyz existuji S-struktury
pro viechny A;,j < i. Tj. S-struktura o velikosti 2° prvki se konstruuje znovu az po dalsich 2°*! — 1 INSERTech.
Amortizované tak vychazi :

S PR < e el = Bl logn = (P4 log n).

Podobné jako pro MEMBER plati, Zze pokud Ps = n® pro néjaké ¢ > 1, pak je slozitost operace INSERT

O(nc1).

Operace INSERT se zarufenym nejhor$im c¢asem

Protoze nékdy nesta¢i mit INSERT rychly amortizované, byla vytvorena jeho varianta, kterd zaruCuje rozumnou
rychlost i v nejhor$im piipadé. DEl4 se to prostym rozlozenim potiebnych operaci do vSech volani. Musime ale povolit
i pozadavky na nasi strukturu — misto max. jedné mnoziny pro kazdou velikost odpovidajici mocniné dvou budeme
mit max. 4 takové mnoziny A, o, ... A; 3, z nichz posledni navic byva zkonstruovana jen ¢astecné (“rozpracovand”).

Ozna¢éme pocet mnozin A; jako k;, pficemz k; = —1, pokud neexistuje z4dna mnozina velikosti 2¢. Algoritmus
potom vypada nasledovné:

1. Vytvoii se jednoprvkova Ag o1 = {x} a zvysi ko (t]. i odpovidajici S-struktura)
2. Pro prvni souvisly tsek, kde k; > 0:

(a) Provedeme dalsich % konstrukce S-struktury S(A;, k;)

(b) Pokud jsme tim tuto S-strukturu dotvofili, vezmeme prvni dvé struktury “o patro niz” (4,_10 a Ai—11) a
pripravime je prvnim krokem k slouceni. Zaroven je odtud odebereme a piecislujeme zbylé. Jejich zapocaté
slouceni prfidame na droven i.

3. Pokud jsme v poslednim kroku (i, t.z. k;+1 = 0) vytvofili druhou strukturu stejné velikosti na nejvy$sim dosaze-
ném “patie”, pripravime prvni krok slouceni té€chto dvou nejvétsich struktur, pfemistime jejich zapocaté slouceni
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“o patro vy§’ a odebereme puvodni struktury.

Diky tomu, Ze pocet kroki volime tak Sikovné, vidycky dotvofime strukturu prévé vfas na to, abychom mohli
vytvaret dalsi stejné velikosti. Navic, protoze se provede jen O(M) kroki pro kazdé i, odpovida slozitost v nejhorsim

2
piipadé amortizované slozitosti pavodni operace INSERT.

1.3 Dynamizace

P#i uplné dynamizaci navic pozadujeme efektivni algoritmus DELETE. Piidame dalsi predpoklad, a to, Ze na nasi
puvodni S-struktufe existuje operace FAKE-DELETE (ta spociva v oznaceni n&jakého prvku jako “smazaného”, aniz
by se smazal skutecné — dal tedy zabira misto a prodluZuje operace).

Zakladni ideou oproti semidynamizaci navic je, Ze se budeme snazit za kazdou cenu zajistit, aby vSechny nage
pomocné S-struktury stale obsahovaly alespon osminu “nesmazanych” prvkii a pfestavovat je az poté, co pocet “sma-
zanych” piekro¢i tuto mez. Formalné nase S-struktury reprezentuji vlastné mnoziny B;, kde B; = A \{z;;i =1,2...k}
(a 2073 < |A;] < 29).

Asymptoticky tak zaru¢ime, %Ze mnoZzin (a pomocnych S-struktur) bude stale jen logaritmicky mnoho a pamétové
naroky taky ztstavaji asymptoticky stejné. Struktura je tedy stejna jako pro (zakladni) dynamizaci. Navic jsou nyni
spojové seznamy prvkiu piimo provazané s S-strukturami (protoZe uz nepozname podle velikosti seznamu, ke které
S-struktufe vlastné patii).

Operace MEMBER pak pracuje tplné stejné, jen nakonec zkontroluje, zda nalezeny prvek nebyl oznacen jako
“smazany” (a p¥ipadné ho pak nevrati).


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Semidynamizace

1.3. DYNAMIZACE 3

Operace INSERT
Algoritmus operace INSERT(x) je nasledujici:

1. Najdi nejmensi j takove, 7e | U;<; A;| < 27.

2. Vytvorime A; = U;<;A;U{z} (vietné S-struktury a spojaku). To spliuje pozadavky na velikost 2971 < |A;| < 27,
jinak by pro j nebylo nejmensi.

3. Polozime A; =) pro i < j.

Diky zachovavané minimalni velikosti vytvafené mnoziny méame slozitost amortizované stejnou jako v piipadé
semidynamizace.

Operace DELETE

Odebrani prvku x z nasi dynamické struktury vypada néasledovné:
1. Odstranime x ze spojiku
2. Vyfesime ¢tyii ruzné piipady podle velikosti mnoziny A;, kterd obsahuje prvek z:

(a) Je-li A; jen jednoprvkové, prosté zahodim struktury s ni spojené.
(b) Je-li |A;] > 2973 (tj. jesté mam vic neZ osminu prvki “platnych”), provedeme pouze FAKE-DELETE.

(c) Je-li A;_; bud prézdné, nebo dost velkd (|A;_1| > 2¢2), mizeme ji s A; prohodit. Pro “nové” A;_; pak
vytvoiime novou S-strukturu.

(d) Je-li A;—; neprazdna, ale moc mala na prohozeni s A;, potom je urcité muzeme sloucit a ziskAme novou
mnozinu, ktera spliiuje velikostni omezeni pro A;. Pro ni vyrobime novou S-strukturu.

Amortizovana slozitost celé operace DELETE je O(Dg(n)+logn + PST(")), kde Ds(n) je ¢as potfebny na operaci

FAKE-DELETE a logn je potieba na vyhledani prvku. Odhadneme, kolikrat se déla skutecné piestavéni S-struktur.
Pokud z € A;, pak DELETE mitiZe nové vytvofit jen S(A;) nebo S(A;_1). Z jejich podminek velikosti (v algoritmu) vi-
dime, Ze mezi dvéma DELETE pro stejné A; (pficemz |A;| < 2°72) se musi provést aspon 2/ ~3-krat FAKE-DELETE
(a libovolny pocet DELETE na jinych mnoZinéch). Amortizované slozitost vytvafeni S-struktur tak vychazi:

P3(2j72) Pg(n)
T =0
I se soucasné provadénymi operacemi DELETE se amortizovana slozitost operaci INSERT zachovava. Aby
INSERT vytvoril podruhé strukturu pro A;, musi opét nastat 1 + qu |4, > 2/=1, Protoze DELETE nikdy
nevytvoii strukturu s vic nez polovinou skute¢né zaplnénou, musi se do té doby provést aspoit 2¢~2 INSERT1, ¢imz
ziskame stejnou situaci jako u semidynamizace.




