Kapitola 21

Statnice 13: Metody strojového uceni

21.1 Uvod

Formélné se strojové uceni definuje nasledovné: Pocitac se uci fesit tilohu t¥idy T se zkuSenosti E a tispéSnosti méfenou
kritériem P, jestlize se jeho UspéSnost se vzrustajici zkuSenosti zvySuje.

Pi.: T = parsing, E = treebank, P pocet spravné uréenych hran.

Je t¥eba urcit druh znalosti, které se bude pocita¢ ucit, a jejich reprezentaci a navrhnout konkrétni algoritmus
uceni. Typicky se jedna o aproximaci né&jaké cilové funkce, kterd realizuje tkol, jenz chceme pocita¢ naudit (realna
funkce — regrese, diskrétni — klasifikace).

ZkuSenost muze byt pfima (zapis pravidel) a nepfimé (“dobré” postupy na zékladé trénovacich dat). Uceni mize
byt supervised (s ucitelem, kdy F = trénovaci data), semi-supervised (systém generuje postupy a néco je znamkuje)
nebo nefizené.

21.2 Uceni zaloZené na konceptu

Uceni se konceptu lze definovat jako ziskini vymezeni né&jakého konceptu na zdkladé vzorku pozitivnich a negativnich
trénovacich pfiklada (instanci) — trénovacich dat D = (x;,y;)" ;, kde X = x1,x9,... 2, jsou atributy a y1...y, €
Y = {0, 1} je klasifikace instanci. Snazime se najit cilovou funkci ¢ : X — Y, ¢(z;) = y;. Hledame ji nad prostorem
hypotéz (modelem) H; tj. hledame h € H : h(x;) = c(z;) Vi € 1,...n.

Uceni se konceptii miZeme chapat jako vyhledavani. V mnozing hypotéz se nachazi prostor moznosti (version space)
— podmnozina hypotéz konzistentnich s trénovacimi daty (mnoZina cilovych funkei, které klasifikuji trénovaci data
spravné) V.Sg p a v této podmnoziné se nékde nachazi optimalni hypotéza. Pomoci strojového uceni se ji ptiblizujeme,
od startovaci hypotézy se postupné dostaneme do néceho, co je konzistentni s trénovacimi daty, ale ne nutné k optimu.

Hledame takovou hypotézu, kterd by odpovidala cilové funkci na vSech trénovacich piikladech: h € H : Vx €
X : h(z) = ¢(x). Hypotéza, ktera je “vhodné dobrou” aproximaci cilové funkce nad trénovacimi daty, bude i “vhodné
dobrou” aproximaci nad ostatnimi daty.

Usporadani hypotéz
Zvolme si reprezentaci hypotéz jako n-tici “povolenych” hodnot proménnych z trénovacich piikladi, pfiGemz pro
hypotézu muze byt hodnotou:

e Specifickd hodnota dané proménné (tj. povolena je jedna hodnota)

e “?7” (tj. na hodnoté této promé&nné nezalezi, povolené je vSechno)

e “(” (tj. nevyhovuje Zadna hodnota této proménné)

Pokud instance = vyhovuje v8emi svymi hodnotami proménnych povolenym hodnotdm pro hypotézu h, potom
h(z) =1, tj. hypotéza h klasifikuje x jako pozitivni piiklad.

Potom nejobecnéjsi hypotéza je takova, ktera cokoliv klasifikuje jako pozitivni pfipad, tj. (?,7,7,...,?) a nejspecifictéjsi
hypotéza takova, ktera ve klasifikuje jako negativni, tj. (0,0,...,0).

Pro prohledavani prostoru hypotéz mame voditko: usporadéani podle specifi¢nosti.

e Hypotéza h € H je obecn&jsi nez hypotéza j € H (h >, j), pravé kdyz Vo € X : j(z) =1 = h(z) = 1 (miuzeme
Fict, ze j je specifi¢téjsi nez h). Relace >, je Castetné usporadani nad prostorem H.

v v

e Hypotéza h € H je striktné obecn&jsi nez j € H (h >, j), pokud h je obecn&jsi nez j, ale j neni obecné&jsi nez h.

Jesté definujme hranici obecnosti (general boundary) G vzhledem k H a D jako mnozinu nejobecnéjsich hypotéz
z H konzistentnich s D. Proti tomu Hranice specificnosti (specific boundary) S vzhledem k H a D je mnozina
nejspecifi¢téjsich hypotéz z H konzistentnich s D.
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Algoritmus Find-S
Nalezne nejspecifi¢téjsi hypotézu, ktera jesté vyhovuje trénovacim datim.
1. Vezmi nejspecifi¢téjsi hypotézu h € H

2. Vz pozitivni trénovaci piiklad a Va; atribut reprezentace h: pokud hodnota a; u x neodpovida h, nahrad hodnotu
a; v h nejbliz8i obecnou hodnotou, ktera odpovida x

3. Po projiti vSech pozitivnich pifiklada vrat upravené h

Find-S vrati nejspecifi¢téjsi hypotézu konzistentni s pozitivnimi trénovacimi piiklady. Za pfedpokladi, Ze prohleda-
vany soubor hypotéz obsahuje cilovou funkci ¢ a trénovaci data neobsahuji chyby, bude nalezené hypotéza konzistentni
i s negativnimi trénovacimi piiklady, tj. s celymi trénovacimi daty.

Je-li vic spravnych hypotéz, nalezneme takto jen jednu z nich, navic neodhalime nekonzistenci trénovacich dat.
Nemusi existovat ani jen jedna nejspecifi¢téjsi hypotéza.

Problém nalezeni vSech konzistentnich hypotéz fesi algoritmus Candidate-Elimination.

Algoritmus Candidate-Elimination

Algoritmus pracuje s prostorem moznosti, urenym hranici obecnosti a hranici specifi¢nosti. To je mozné proto, ze
plati nasledujici véta:

Vé&ta o reprezentaci prostoru moznosti: VSyp={h€ H:3s€ S,3g € G: (g >4 h >, s)}.

Postup algoritmu:

1. Do G, S prifad mnozinu nejobecnéjsich, resp. nejspecifi¢téjsich hypotéz z H
2. Postupuj pfes trénovaci piiklady d € D:
3. Je-li piiklad d € D porzitivni:

(a) Odstran z G hypotézy nekonzistentni s d.

(b) KaZzdou s d nekonzistentni hypotézu z S odstrai a pfidej do S jeji minimélni zobecnéni konzistentni s d,
pro které existuje néjaka obecnéjsi hypotéza v G. Odstran pak z S hypotézy, které jsou obecnéjsi nez jiné
hypotézy v S.

4. Je-li ptiklad d € D negativni:

(a) Odstran z S hypotézy nekonzistentni s d.

(b) KaZzdou s d nekonzistentni hypotézu z G odstran a pfidej do G jeji miniméalni specializaci konzistentni s d,
pro kterou existuje néjaké specifi¢téjsi hypotéza v S. Odstran pak z G hypotézy, které jsou specifi¢téjsi nez
jiné hypotézy v G.

5. Na konci vrat G, S jako reprezentaci prostoru moznosti.

Induktivni prfedpoklad

Riuzné algoritmy raznym zpusobem zobeciiuji udaje ziskané z trénovacich dat, aby byly schopny klasifikovat i diive
nevidéné piiklady. Pro zachyceni této strategie definujme:
e Je-li algoritmus L natrénovany na datech D. schopny klasifikovat instanci x;, je tato klasifikace (ozn. L(x;, D.))

induktivné odvoditelna z oné instance a trénovacich dat. Piseme (D, A z;) > L(x;, D.). To ale jesté neznamena,
7e je z instance a dat dokazatelné — algoritmus v sobé miize obsahovat navic induktivni predpoklad.

e Induktivni pfedpoklad (inductive bias) algoritmu L je minimalni mnozina tvrzeni B takova, Ze pro libovolnou
cilovou funkci ¢ definovanou nad instancemi X a odp. trénovaci data D, plati: Va; € X : (BAD:Ax;) & L(x;, D.),
tj. klasifikace z; algoritmem L natrénovanym na D, je dokazatelné z instance, trénovacich dat a induktivniho
predpokladu.

Algoritmus Candidate-Elimination pfedpoklada, ze cilovou funkei lze popsat pomoci nasi zvolené reprezentace, tj.
nachézi se v nafem prostoru hypotéz: B = {¢ € H}. Bude-li tento predpoklad splnén, pak najde optimélni hypotézu. Je
jasné, ze tento predpoklad splnén nebude, kdyz napt. dvé konkrétni hodnoty néjakého atributu budou urcovat pozitivni
piipady a zbytek negativni. Find-S oproti Candidate-Elimination je$té navic predpoklada, ze vSechny pfiklady jsou
negativni, pokud jejich protéjsek nepiinasi novou znalost.

Kdybychom zvolili reprezentaci hypotéz disjunkcemi vSech moznych hodnot atributi, tj. nechali induktivni pfedpo-
klad prazdny, Candidate-Elimination nebude schopny zobechovat za hranici trénovacich piiklada (nalezend hypotéza
bude ¢isté disjunkci vech trénovacich piikladi).

Pro algoritmy uceni je tedy tfeba uvazovat, jak silné maji indukéni predpoklady. Ty jsou nékdy velice striktni, jako
v piipadé Candidate-Elimination, nékdy znamenaji jen preferenci ur¢itého typu hypotéz (napf¥. co nejkratsich, podle
kritéria Occamovy bfitvy).




21.3. ROZHODOVACI STROMY 3

21.3 Rozhodovaci stromy

Rozhodovaci stromy jsou induktivni algoritmy, vytvorené ke klasifikaci instanci, které popisuji pomoci “disjunkce
konjunkci”. Muzeme je pouzit, kdyz instance jsou popsany atributy a hodnotami a cilova funkce je diskrétni. V
trénovacich datech muzou byt i chyby nebo nevyplnéné atributy.

Cilova funkce je tu reprezentovana pravé rozhodovacim stromem (sekvenci rozhodnuti if-then-else), klasifikace
se provadi prachodem stromu od kotene k listim, pfi¢emz se v kazdém uzlu testuje hodnota jednoho atributu instance
a na jejim zdkladé se urci dalsi smeér (zvoli se hrana). Kazdy list ur¢uje klasifikaci instance.

ID3 algoritmus

ID3 je algoritmus, ktery vytvari rozhodovaci stromy na zakladé trénovacich dat. Postupuje top-down — konstruuje
strom od kofene. V kazdém uzlu si klade otazku: Ktery atribut je nejlepsi pro tento uzel? a fesi ji statistickym testem
na zakladé maximalni entropie. Pocet vétvi vedoucich z uzlu je pocet moznych hodnot atributu, takze ho zndme hned
po vytvoreni uzlu. Trénovaci data jsou pfi vytvafeni délena podle atributi v daném uzlu.

Pracuje rekurzivné:

1. Vyftesi singularni piipady:

(a) Vsechna trénovaci data jsou pozitivni piipady / negativni p¥ipady: vytvoii jednouzlové stromy s (+) nebo
().
(b) Nemame (uz) zadné atributy: vytvori jednouzlovy strom s (nej¢astéjsi hodnota cil. funkce v relevantni ¢asti

trénovacich dat).

2. Vybere atribut A, ktery nejlépe klasifikuje trénovaci data a:

(a) Pro kazdou jeho moznou hodnotu udéla poduzel, rozdéli trénovaci data podle téchto hodnot.

(b) Méme-li pro danou hodnotu atributu trénovaci data, vola se rekurzivné (na danou €ast trénovacich dat a
atributy s vynechanym A).

(c¢) Pokud nejsou trénovaci data, vlozi list s (nejéastéjsi hodnota cil. funkce v celych trénovacich datech).

3. Vrati vysledny (pod)strom.

Prochézi se cely hypothesis space, ale hladovym zptsobem bez backtrackingu. Vystupem je 1 rozhodovaci strom,
tj. jedna hypotéza.

Vybér nejlepsiho atributu probihé na zakladé informac¢niho zisku. Ktery atribut mé nejvyssi informacni zisk (mira
oc¢ekavaného snizeni entropie, vlastné vzajemné informace cilové klasifikace a atributu), ten je vybran. Plati: G(D, A) =

H(D) - Zveva]ues(A)(% ' H(DU))7 kde

e G(D, A) je informacni zisk pro data D a atribut A,

e H(D) je entropie dat D vzhledem k cilové funkci,
e D, jsou data, kterd maji hodnotu atributu A rovnou v.

ID3 prochéazi uplny prostor hypotéz tim, ze zacind od nejjednodussi a postupné ji zeslozituje, netestuje ale zda-
leka v8echny moznosti. Na rozdil od piedchozich algoritmi v kazdém kroku uvazuje celd trénovaci data. Induktivni
predpoklad ID3 je (piibliznég) preference kratich stromi.

Vylepseni ID3 (zhruba odpovida algoritmu C4.5)

Jednim z moznych problému je overfitting, tj. ptilisné pfizpusobeni se trénovacim dattm. Rekneme, ze hypotéza h € H
overfituje trénovaci data, pokud existuje hypotéza h’ € H takova, 7e h m& mensi chybu nez h’ na trénovacich datech,
ale na celé distribuci instanci je to naopak.

Vyvarovat se overfittingu lze profezavéanim (pruning) — nahrazenim nékterych podstromu listem s nejéastéjsi hod-
notou cilové funkce na trénovacich datech. Lze provadét bud rovnou zastavenim tvorby stromu dfiv, nez dosdhne
idealni klasifikace trénovacich dat, nebo zpétné strom zjednodus$it za pouziti heldout dat pro validaci pfi trénovani
(reduced error pruning).

Slozitéjsi je strategie rule-post-pruning spoé¢iva v nasledujicim postupu:

1. Vytvofeni rozhodovaciho stromu.
2. Jeho prevedeni na pravidla (pocet pravidel = pocet listi1), kdy 1 pravidlo je 1 cesta od listu ke kofeni.

3. Pro kazdé pravidlo zahodit ty podminky, jejichz vyhozenim se pfesnost pravidla zlepsi.

e

. Pravidla setfidit podle pfesnosti na trénovacich datech, realna data klasifikovat pouzitim pravidel v tomto poradi.
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Proti prorezévani nad stromem nemusime vyhazovat jen z konce stromu, mame jemné&jsi rozliseni.

Je-li néktery atribut A spojity (ale cilové ohodnoceni stale diskrétni), lze ho prevést na diskrétni nalezenim jednoho
predélu, pro ktery dostaneme nejvyssi informadcni zisk.

Mé-1i atribut vice hodnot (napf. n&jaké datum), informaéni zisk ho bude preferovat, coz ¢asto vede k vytvoreni
stromu hloubky 1, ktery funguje jen na trénovaci data. Musime pak zménit test vybéru atribut, misto zisku informace
pouzivame napi. ziskovy pomér (gain ratio):

e Roz8tépeni informace (split information): ST(D, A) = =3~ ajues(a) |‘%”‘| log2(|‘%’|l)

e Ziskovy pomér: GR(D, A) = %, kde G(D, A) je informaéni zisk pro trénovaci data D a atribut A

Jsou i jiné alternativni zpusoby vybéru nejlepsiho atributu, napt. distance-based measure, kdy se vybira atribut,
ktery d&li data co nejrovnomérnéji podle n&jaké metriky (smérodatné odchylka, Gini koeficient).

Nezname-li hodnotu nékterého z atributi, miZeme mu pfifadit nejcastéjsi hodnotu, nebo rozhodovani rozdélit
podle v8ech moznych hodnot a na konci udélat pramér vysledka vazeny podle jejich pravdépodobnosti vyskytu.

vvvvvv

vybéru atributu.

21.4 Neuronové sité

Vznik neuronovych siti je motivovin biologicky, funkei mozku jako spojeni mnoha neuronti. Umélé neuronové sité
ale jsou ponékud jednodussi - jednd se o propojenou mnozinu jednotek (neurontl), z nichZ kazdé z nékolika realnych

elektrické signéaly.

Neuronova sit byva typicky zapojend jako orientovany acyklicky graf, ale nemusi to byt nutné. Tady se ale omezime
jen na takové sité, protoze na né zname jednoduchy algoritmus trénovani — backpropagation.

Neuronové sité jsou vhodné pro slozitd a potencialné zaSumeéna vstupni data, jako napf. vstupy z kamer a mikrofonu
(rozpoznavani feci, rozpoznavani obli¢eju apod.). Jsou ale pouzitélnd i pro data se symbolickou reprezentaci, kde
dosahuji vysledki srovnatelnych s rozhodovacimi stromy. Cilova funkce muze byt redlna i diskrétni a muze jit i o
vektor hodnot. Trénovani zpravidla trva dlouho, ale klasifikace novych instanci je velmi rychla. Natrénované hodnoty
se Casto nedaji dobfe interpretovat, ale funguji.

Perceptron

Perceptron je vlastné jeden druh neuronu ¢asto pouzivaného v neuronovych sitich. Jde o jednotku, kterd ze vstupu
Z1,...,Z, spotitd hodnotu vystupu o(x1,...,x,). Podle druhu vypoctu rozlisujeme :

e Lineérni perceptron, ktery poc¢ité linedrni kombinaci vstupt na zakladé natrénovanych vah — wo+wyx1+. . . wp Ty -

MuZeme piidat xg = 1 a zapsat jeho vypocet jako o(Z) = & - 7.
e (Zakladni) prahovy perceptron, ktery po¢ita funkci o(Z) = sgn(w - £) a vraci diskrétni hodnoty —1, 1.

e Sigmoidovou jednotku, ktery pouZiva sigmoidovou (logistickou) funkci o(y) = ?é_, a pocita o(Z) = o(w - ). I
kdyz funguje na stejném principu jako dva pfedchozi a vlastné dava podobné vysledky jako prahovy perceptron
(jeji obor hodnot je interval [—1, 1]), podle jména se mezi perceptrony nepocita.

Jak je vidét, prostor hypotéz perceptronu je mnoZina viech moznych redlnych vah (H = {w]@ € R"T1}).

Uvazujme nyni prahovy perceptron. Ten se vlastné da povazovat za reprezentaci “rozhodujici nadroviny” v n-
dimenzionalnim prostoru instanci (to jsou vlastné body v n-rozmérném prostoru). Vraci 1 pro body, které lezi na
jedné strané nadroviny a —1 pro ty na druhé strané. To ale znamené, Ze spravné umi klasifikovat jen problémy, kde
opravdu pozitivni a negativni p¥iklady jdou oddélit nadrovinou. Takovym problémim (a mnoziné piiklada) se fika
linedrné separovatelné.

Pt. Perceptron se umi naucit booleovské funkce AND a OR, ale neumi XOR, protoze neni lineadrné separovatelna.

Nésleduji dvé moznosti, jak perceptron natrénovat. Dalsi alternativou by bylo i linedrni programovani, ale to

funguje jen v linedrné separovatelném piipadé a navic se neda pouzit jako zaklad pro slozit&jsi sité.

Perceptron Training Rule

Nejjednodussim zptisobem, jak natrénovat vahy (prahového) perceptronu, je pouzit perceptron training rule — zatneme
s ndhodnymi vahami a iterativné zkousime klasifikovat trénovaci piiklady a jakmile dojde ke §patné klasifikaci, vahy
zménime. Forméalné v kazdém kroku provedeme:

w; = w; + Aw;, kde Aw; = n(t — o)z;
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Hodnota o je vystup perceptronu a t spravna klasifikace. Hodnoté 7 fikdme learning rate — urcuje, jak ostie nové
piiklady ovliviiuji pivodni hodnoty vah. Vét§inou je nastavena na néjakou malou hodnotu, miiZzeme ji i sniZovat s
poctem iteraci.

V pfipadé, ze trénovaci piiklady jsou linedrné separovatelné, takovyto algoritmus po koneéném poctu iteraci dojde
k vektoru vah, se kterym perceptron spravné klasifikuje vSechny trénovaci piiklady.

Gradient Descent (Delta Rule)

Jiny zpusob je gradient descent (klesani podle gradientu). UvaZzujme nyni linearni perceptron, abychom mohli snadno
derivovat. Stanovime si funkei, ktera hodnoti trénovaci chybu hypotézy (tj. vektoru vah) E () a iterativné budeme
hledat, kterym smérem jde gradient a vydame se pfesné opacnym (tj. proti sméru nejvétsiho rastu funkce). Tak
dojdeme pro “hezké funkce” do mista, kde je gradient nulovy a tedy je tam (bohuZel jen lokalni) minimum chybové
funkce. Pro linedrné separovatelné trénovaci instance bychom se méli dostat k nulové chybé, ale i pro neseparovatelné
dostaneme (snad) to nejlepsi, co muzeme. Velmi vhodnou funkei trénovaci chyby je:

E(w) = %ZdeD(td —04)?, kde D jsou trénovaci data a t4,04 skutetna hodnota a vystup perceptronu jako v
predchozi sekci.

Potom metoda gradient descent postupuje stejné iterativné jako v pfedchozim piipadé:
w; = w; + Aw;, kde Aw; = —nVE (W) (bereme zéporny gradient, takze jdeme opa¢nym smérem)
Pokud si upravovaci pravidlo rozlozime na jednotlivé slozky, mizeme vypocitat:
Aw; = —77% a %ﬂ = a%,i% >dep(ta— 04)* = %ZdeD 2(ta — Od)a%,i(td — W Zq) =3 4ep(ta — 0a)(—Tia)

Tiq znadi vstup x; v trénovacim piikladu D. Dosazeni do pivodni rovnice dava pravidlo:

Aw; =0 Y (ta — 0a)ia
deD

Pro zrychleni vypo¢tu a sniZeni rizika “zamrznuti”’ v lokalnim minimu se pouziva stochastickd aproximace (inkrementalni
nebo stochasticky gradient descent), kdy vahy upravuji ne podle gradientu na celych trénovacich datech, ale jen s pfi-
hlédnutim k jednomu trénovacimu piikladu :

Aw; = n(t — o)x;

Protoze prahovy perceptron €isté vraci znaménko vystupu linedrniho perceptronu, je mozné perceptron natrénovat
touto metodou jako linedrni a pak pouZit prahy (ale pozor, neminimalizujeme pocet §patné klasifikovanych p¥iklada
prahového perceptronu, ale sumu chyby linearniho perceptronu, coz nemusi vést ke stejnym vysledkiim).

Neuronova sit

Perceptrony se daji spojovat do siti a potom jsou schopny se nau€it i linearné neseparovatelné problémy (to ale
neplati o linearnich perceptronech — linearni kombinace linearnich kombinaci je porad linearni kombinace). Protoze
sitovat linearni perceptrony tedy nemé smysl a prahové perceptrony pouZzivaji funkci, ktera se neda dobfe derivovat,
pouzijeme sigmoidové jednotky. Derivace sigmoidové funkce je totiz o/ (y) = o(y)(1—0o(y)). Nekdy se pouziva i varianta
sigmoidové funkce s e~ ¥¥ nebo funkce tanh.

Takovéto jednotky miuzeme tedy zasadit do sité ve tvaru acyklického grafu. Trénovani vah ale pak bude slozit&jsi,
pouziva se na to algoritmus backpropagation.

Algoritmus backpropagation

Mame-li pevné danu mnozinu jednotek a jejich spojeni, kterd ma libovolny pocet vstupl a vystupi, muzeme natrénovat
vahy kazdého vstupu pomoci algoritmu backpropagation. Pouzivame pfitom stejnych myslenek jako u gradient descent,
kdyz se snazime minimalizovat chybovou funkci:

E(®) = 33 4ep reous(ted — 0ka)? — jde o stejnou funkei jako piedtim, jen upravenou pro mnozinu vystupi Out.

Stejné jako predtim prohlédavame prostor hypotéz definovany vSemi moznymi vektory vah a mame garantovanou
konvergenci k lokdlnimu minimu chybové funkce. Algoritmus vypada (ve stochastické aproximaci) nasledovné (xj; je
vstup z i-té jednotky do j-té a w;; odpovidajici vaha):

1. Inicializuje v8echny vadhy malymi ndhodnymi ¢isly

2. Dokud neni splnéna né&jaka podminka konvergence, opakuje (pro jednotlivé trénovaci ptiklady (f,f}, miize je
prochéazet i vickrat):

(a) Propaguje vstup dopfedu siti — vloZi & na vstup a spo&ita vystup o, z kazdé jednotky wu v siti
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(b) Propaguje chyby a upravy vektoru vah zpatky:
i. Pro kazdou vystupni jednotku k spocte chybu d; = ox(1 — ok ) (tx — ok)
ii. Pro kazdou vnitini (skrytou) jednotku h spotte chybu 65 = on(1 = 0n) X_epownstream(n) Wih0j

iii. Upravi viechny vahy v siti w;; = wj; + Awj;, kde Awj; = ndjz;;

Downstream(h) zna¢i viechny jednotky, jejichZ vstupy jsou pfimo napojené na vystup jednotky u. Pokud jednotky
nejsou spojené cyklicky, 1ze najit takové poradi jednotek, ve kterém lze spoc¢itat hodnotu 6, pro vSechny.

vvvvvv

Pro upravovaci pravidla vychazime z gradientové metody, ktera by pro slozit&jsi sit méla ve stochastické varianté

byt Awj; = —n gfﬁ pro nasi chybovou funkci definovanou vystupem pro instanci d.
e ProtoZze wj; ovliviluje zbytek sité jen prostfednictvim uzlu j, mZeme pouZit fetizkové pravidlo a % =
ji
Oln(j . - . . TR T

a?f(?) az(]i) = a?f(‘;)xji, kde In(j) = 3=, cupstream(y) WiiTji @ Upstream(j) jsou viechny jednotky, jejichZ vystupy
jsou napojené na vstup j-té jednotky. Definujeme §; = _a?f(?)'

e Pro vystupni jednotky z podobné uvahy vyplyne, Ze ,?f(d, = 9Eq 99/ 5 7 toho — z definice chybové funkce

7) do; OIn(y)

(vBechny ¢asti jeji sumy krom j-tého vystupu budou mit nulové derivace) a z definice sigmoidové funkce (o; =
o(In(j))) — spocteme §; = (t; — 0j)0;(1 — 0j).

- L. dln(k) do; . L. o

e Podobné i pro skryté jednotky eﬁTE(}l‘) = ZkeDownStream( ) a?ﬁi) ano(j ) 611?(]]‘)’ protoze skrytad jednotka ovliviiuje

chybu jen pies své piimé vystupy; dostaviame rekurentni vzorec. Protoze jediny vstup do k, ktery se méni v

4ot . .. x . OIn(k s % %ogs < PR
zévislosti na j, je wi;xr;, ale vlastné zy; = oy, je ao(j ) — wy;. Posledni ¢len Tetizku spoc¢teme stejné jako pro

vystupni jednotky a z toho é; = 0;(1 — 0;) ZkeDownstreamU) Ok W

Vlastnosti neuronovych siti

Induktivni predpoklad algoritmu backpropagation se da stanovit pfesné jen tézko, intuitivné jde ale o cca linearni
interpolaci mezi trénovacimi pfiklady jako body n-rozmérného prostoru.

Garance pouze lokalniho minima v praxi az tolik nevadi — diky tomu, Ze mame vic vah, je také méné pravdépodobné,
ze bude lokalni minimum ve vSech rozmeérech vektoru. Inicializujeme-li malymi hodnotami vah, bude vystup diky
vlastnostem sigmoidové funkce piiblizné linedrni kombinace, az se zvySenim vah dostaneme vyraznou nelinearitu.

Varianta algoritmu jesté pfidava moment («) a uprava vah Gastené zavisi na predchozi iteraci, ¢imZ se snaZi
predejit zamrznuti v lokdlnim minimu (m4 pak ur€itou “setrvacnost”):

Awji(n) = nd;jxj; + aAwj;(n — 1)

Mizeme zkusit také natrénovat vice siti s lehce odlisnymi poc¢atecnimi vahami a vybrat si tu nejlepsi.
Neuronové sit rozdélena do vrstev, v ramci nichZ nejsou spoje, je schopna:

e S dvéma vrstvami pfesné simulovat libovolnou boolovskou funkci (az na to, Ze potet potfebnych jednotek mize
byt aZ exponencialni v pottu vstupi)

e Spojité funkce lze aproximovat dvéma vrstvami do libovolné piesnosti, kdyz prvni vrstva jsou sigmoidy a druha
linearni perceptrony.

e Libovolna funkce je aproximovatelna tfema vrstvami — dvéma sigmoidovymi a jednou line&rni.

Konvergence a overfitting

Neuronova sit ma velkou volnost v nastavovani vah, proto muze az piili§ pfesné aproximovat trénovaci data, ¢imz se

9.

ztraci pouzitelnost na data novi. Podminku konvergence je tfeba volit “rozumné”:
e Samotné Cekani, az zmény vah budou dostateéné malé, vétSinou nestaci.

e Je vhodné napt. penalizovat piilis velké vahy (po kazdé iteraci je trosku sniZovat), ¢imZ podporujeme “linearnéjsi”
rozhodovaci funkce.

e Velmi dspégné je kromé trénovani zéroven testovat sit na dalsi datové mnoZiné a pamatovat si vahy, které na ni
mély nejmensi chybu. Pokud se chyba na této mnoziné vyrazné zvysi oproti nejlepsi hodnoté, trénovani skonci a
vezmeme vahy s nejmensi chybou na ladici mnoziné.

e Predchozi metodu lze provadét i kifizovou validaci (rozdélim trénovaci data na k mnozin a pouziji v kazdém
kroku k£ — 1 z nich na trénovéani a zbylou na testovani)
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21.5 Uceni zaloZené na piikladech

Hlavni myslenka ufeni zaloZeného na ptikladech (instance-based learning) zni: ktery trénovaci piiklad je nejblizsi
aktudlni testovaci instanci? V paméti vzdy uchovavame vSechny trénovaci piiklady, kdykoliv lze pfidat dalsi a pro
kazdy testovaci pifiklad v nich hledam ty nejpodobnéjsi. Proto je nutné zavést miru zavislosti pfikladi. Lze napf.
pouzit euklidovskou miru d(z,y) = />, (ai(z) — a;(y))?2, ale neni to nutné. Cilova funkce miize byt diskrétni (s def.
oborem V = {vy,...,v,}) nebo spojita.

K-nearest neighbor

K-nearest neighbor nebo k-nn je algoritmus typu instance-based learning. Poc¢itdm s ulozenymi trénovacimi daty E v
paméti. Postup pro néjakou testovaci instanci z4:

o Je-li z, € F, potom mam piimo hodnoceni.
e Jinak najdu k nejblizsich x1,...,x, € F a:
— Pro diskrétni cilovou funkci f(:rq) = argmax,cy Zle 0(v, f(x;)), kde 6 = 1 pro stejné hodnoty argument,
a 0 pro rizné (tj. piifadim x, takovou hodnotu, kterou ma nejvice z onéch k sousedi).

. k v
— Pro spojitou cilovou funkci f(zq) = M, tj. udélam primér hodnoceni.

K-nn nikdy nepocita explicitni obecnou hypotézu, pracuje jen v kontextu. Pro & = 1 de facto odpovida Voronoi
diagramu. VylepSenim muze byt vaZzeni podle vzdalenosti (distance-weighted k-nn), kde:

e V diskrétnim piipadé f(xq) = argmax,cy Zle w; - 0(v, f(x;)), kde navic w; = m

Thy wif (@)

e Ve spojitém piipadé f(z,) = S,
i=1 K

Diky vaZeni muZeme takhle jit dokonce pFes celd trénovaci data (globalni (Shepardova) metoda).

Algoritmus je robustni vzhledem k Sumu v trénovacich datech. Problémem je pomaly vypocet vzdalenosti ke viem
trénovacim datum, pro zrychleni se vytvari indexy, pomoci k-d stromii. Problém je taky, kdyz mam hodné atributu a
relevantnich jen par. Pak je metrika vzdalenosti zavadé&jici — i kdyZ se shoduji diilezité atributy, mohou byt od sebe
instance v ostatnich atributech “daleko”. ReSenim je vaha atributi.

Lokalné vazena linearni regrese

Lokalné vazend linearni regrese (locally weighted linear regression) je konstrukce lokalni aproximace cilové funkce na
okoli kolem testovaciho piikladu. Pouziva se Casto ve statistice. Pouzivaji se ale i jiné nez linearni funkce. Definujeme:

e Regrese je aproximace realné funkce.
e Reziduum je odchylka aproximace od realné funkce, tj. f(a:) — f(z).

e Jadro (kernel function) je funkce K vzdalenosti d za uelem ziskani vahy trénovacich priklada w; = K (d(z;, z,))-

Casto je to gaussovska funkce se stiedni hodnotou u a rozptylem o2.

Aproximace hodnotici funkce se provadi ve tvaru: f(z) = wg + wiai(x) + - - + wpan(z) (kde a;(z) je hodnota
i-tého atributu p¥ikladu). Ukolem je pak najit takova w;, kterd minimalizuji chybovou funkei. K tomu slouzi metoda
gradient descent. Chybova funkce se voli tak, aby byla jen lokdlni, mame tu t¥i moZnosti (z nichz ta posledni je
nejvyhodnéjsi). Necht NNy (z4) je mnozina k nejblizsich sousedi z4:

L. Ei(zq) = %ZIGNNk(Iq)(f(m> — f(x))?

2. By(zq) =1 erD(f(:v) — f(2))?- K(d(z4, x)) — nejpFesndjsi, ale vypodetni slozitost zavisi na velikosti trénovacich
dat |D|.

3. E3(z,) = %EgCeNNk(Iq)(f(x) — f(x))? - K(d(xq,2)) — toto je vhodné aproximace druhého pifstupu, vypocetni
slozitost zavisi jen na k.
21.6 Vyhodnocovani hypotéz

Hypotéza, kterou nam vyda algoritmus uceni, nemusi byt vhodna. Je proto potfeba umét hypotézy ovérovat a piipadné
porovnavat — ostatné i nekteré algoritmy uceni (jako rule-post-pruning u rozhodovacich stromii) v sobé porovnavani
hypotéz piimo obsahuji.


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Gradient_Descent_(Delta_Rule)
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/#Vylep�en�_ID3_(zhruba_odpov�d�_algoritmu_C4.5)
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Statistickd formalizace pro diskrétni hypotézy

Méjme mnozinu v8ech moznych datovych instanci X, kterou budeme povazovat za ndhodnou veli¢inu s rozdélenim D.
Nad instancemi X je definovana cilova funkce f, kterou aproximujeme hypotézami.
Pro hypotézu h definujme:

e Chybu na datech (sample error) errorg(h) jako ¢ast vzorku dat S, které h ohodnoti §patné, tj. errorg(h) = r/n
pro r §patné ohodnocenych instaci z n celkem.

e Skutecnou chybu (true error) errorp(h) jako pravdépodobnost p, ze h ohodnoti §patné ndhodné vybranou instanci
z D.

Chceme znét skute¢nou chybu, ale muzeme ji jen odhadnout za pomoci chyby na datech. Skute¢na chyba je
vlastné ndhodné veli¢ina z alternativniho rozdéleni s parameterem p. Na zakladé ndhodného vybéru (nezavislych stejné
rozdélenych nahodnych veli¢in) o velikosti n pak tento parametr odhadujeme. N&§ odhad, funkce ndhodného vybéru,
je dalsi ndhodné veli¢ina. U takového odhadu je tieba dbat na:

e Vychyleni (biag) — je t¥eba, aby stfedni hodnota naseho odhadu se rovnala stiedni hodnoté pivodni ndhodné
veli¢iny (tj. abychom méli nulovy bias).

e Rozptyl — ¢im mensi rozptyl, tim lepsi odhad, protoze tak dostavdme mensi ocekdvanou odchylku od skutecné
hodnoty parametru.

Podminka nezavislosti je dulezité, jinak nelze provést nevychyleny odhad (tj. netestovat na trénovacich datech,
protoZe nejsou nezavislal).

Vezmeme-li n nezavislych pokusi, které s pravdépodobnosti p dopadnou $patné, potom pocet r pokusii, které
selhaly, je binomicky rozdélend/nahodna veli¢ina. Odhad p jako r/n je nevychyleny, protoZe st¥edni hodnota binomicky
rozdélené veli¢iny je E(r) = np, tj. E(r/n) = p. Vime, 7e Var(r) = np(1 — p). Rozptyl odhadu errorg(h) = r/n potom
jer

Var(error, (h)) = Var(r) _p(1—p) - errorg(h)(1 — errorg(h))

n? n n

(Oboustranny) interval spolehlivosti (pro danou pravd&podobnost) urcuje interval, ve kterém se podle naSeho
odhadu bude s danou pravdépodobnosti N nachazet skute¢nd hodnota nezndmého parametru — je to interval, ve
kterém se na obé strany od naSeho odhadu nachazi dané procento pravdépodobnostni masy z rozdéleni, které ma
nés odhad. Protoze to je pro binomické rozdéleni pfili§ naméhavé urcit, pomuzeme si za pfepokladu, Ze nas vzorek je
dostatecné velky (n > 30), podle |Centralni limitni véty aproximaci normalnim rozdélenim| a plati:

n

P(errorp(h) € <errorg(h) + 2y \/errorS(h)(lerrorS(h”)) = N, kde zy jsou kvantily normélniho rozdéleni.

Typicky se pouziva N = 0.95. Je mozné pouzivat i jednostranné intervaly spolehlivosti, nap¥. pro ovéfeni, jaka je
pravdépodobnost, Ze chyba bude vétsi nez urcitd konstanta.

Rozdil chyby dvou hypotéz

Pro porovnani dvou riznych hypotéz (napi. pii profezavani rozhodovacich stromi) se vlastné odhaduje rozdil jejich
chyb d = errorp(h;) = errorp(hs). To miZeme provést pomoci dvou nezéavislych nahodnych vybéra Sp,S2 a d =
errorg, (hy) = errorg, (hy). d je nevychyleny odhad d.

Pokud uvazujeme dost velké ndhodné vybéry Si, Sz, muZzeme povazovat odhady errorg, (hy) a errorg,(hs) za pfi-
blizné norméalné rozdélené ndhodné veli¢iny. Jejich rozdil pak bude taky normalné rozdéleny a roztpyl bude odpovidat
souctu rozptyld, coz nam dava i intervaly spolehlivosti. V typickém piipadé S; = S a pak rozptyl typicky bude mensi
nez tento odhad, ale pofad je mozné s nim takto pocitat.

Mizeme takto i spocitat, jaké je pravdépodobnost, 7e jedna z hypotéz dava vétsi chybu — je to P(d > 0) = P(a? <
E(d) + cf), coz nam dava jednostranny interval a stac¢i urcit jeho masu pravdépodobnosti.

Porovnavani algoritmi

Chceme-li porovnat nejen hypotézy, ale ktery ze dvou algoritmu u¢eni L4, Lp dosdhne v priuméru lepsi aproximace
néjaké cilové funkce f, musime odhadnout prumeérny rozdil vykonu d pfes v8echny n-prvkové trénovaci mnoziny z
distribuce D. V praxi ale mame jen trénovaci data S a testovaci data T, takze na§ odhad bude:

d = errorp(LA(S)) — errory (Lp(S))
Pro zlepSeni tohoto odhadu se ¢asto pouziva kiizova validace — rozdéleni dat D do k disjunktivnich mnozin a
provedeni k testi, kdy se pokazdé pouzije jind z mnozin jako testovaci data vechny zbylé jako trénovaci data. Odhad
chyby d je primér chyb d; pfes vSech k£ mnozin. Rozptyl tohoto odhadu se stanovi jako vybérovy rozptyl:

(d; — d)?

82*_71
47 k(k—1)

k
1=


http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Bernoulli_distribution
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Binomial_distribution
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Central_limit_theorem
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Gaussian_distribution
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/wen:Sample_variance
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Interval spolehlivosti tohoto odhadu se pak stanovi jako P(d € (J:I: tNykflsg)) = N, kde tn —1 jsou kvantily ¢-
rozdéleni o k — 1 stupnich volnosti.

Kromé kiizové validace je také mozné vybirat testovaci podmnozinu z dat, kterd mame k dispozici, iplné ndhodné
a opakovat testy libovolnékrat, ale testovaci mnoziny uz nebudou nezavislé, protoze se diiv nebo pozdéji stane, ze
nékteré prvky vyberu vickréat.

21.7 Vypocetni aspekty strojového uceni




