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Většina úloh je dostupná v Algovizi[2], proto v poznámkách uvád́ım př́ımo odkazy na jed-
notlivé scény. Někdy může být scéna nedostupná, ale naopak text v manuálu[3] užitečný k
pochopeńı, proto je u každé scény napsáno i č́ıslo stránky v manuálu.

Část I

Datové struktury

1 Slovńık

Objekty z množiny M jsou zde ukládány podle kĺıče. Operace:

1. Vytvořeńı “škatulky” (inicializace): M := ∅

2. insert = vložeńı objektu do množiny: M := M ∪{v} (v ∈M → nic neudělá, nebo ohláśı
chybu; někdy muśıme ošetřit, aby se nepřidával)

3. delete = vynecháńı: M := M − {v} (v /∈M → může spadnout, nebo nic neudělat)

4. search: v ∈M?

5. min, max - použ́ıvá se, pokud jsou prvky uspořádané (+ insert→ setř́ıděńı podle velikosti)

Reprezentace v poli: delete → vynechat + posunout zbytek; insert → zkoṕırovat do nového
pole o délce n+ 1. Všechny operace - procházeńı celého pole −− > trvá dlouho.

2 Binárńı vyhledávaćı strom (BST)

• Jedná se o slovńık - implemetuje totiž slovńıkové operace

• otec

– levý syn

– pravý syn

• list - vrchol, co nemá syna

• pro libovolný vrchol plat́ı: prvky vlevo (tedy prvky levého podstromu) muśı být < než
vrchol a prvky vpravo
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– ⇒ zleva doprava tvoř́ı rostoućı posloupnost

– snazš́ı hledánı́ - celý strom procháźım od kořene a v každém vrcholu jedu do L nebo
P syna

• přidávánı́ - postupuju jako při hledáńı, když dojdu až do listu, přidám nový vrchol

• vynechávánı́ - vyhledám a dále:

1. pokud měl jenom jednoho syna, vynechám ho a syna napoj́ım na jeho otce (děd -
vnuk)

2. pokud měl dva syny, pouze z něj odstrańıme kĺıč, potom nalezneme maximum v
levém podstromě, jeho kĺıč přesuneme do prázdného vrcholu a zbylý prázdný vrchol
odebereme (měl max. 1 syna)

• doba prohledáváńı je úměrná hloubce stromu, o ńı plat́ı:

– pr̊uměrná hloubka ≈ 1, 5 log2 n, kde n je počet vrchol̊u (tedy i pro velká n dostatečně
malá)

– zálež́ı na vhodném zvoleńı hodnoty kořene (nejlépe medián) a následných vrchol̊u

– obecně je však O(n) jako u spojového seznamu (např., když do BST postupně
přidáme celou uspořádanou posloupnost)

Prostředkem pro vyvažováńı stromu je rotace hrany - tato úprava zachovává pořad́ı zleva
doprava, ale měńı vertikálńı podobu stromu. Je to vratná operace - stač́ı zarotovat stejnou hranu
znovu.

Scéna (Str. 37). Rotace - Doporučuji si rotace v této scéně vyzkoušet.

Konec 1. přednášky

2.1 AVL stromy

(Podle jmen autor̊u Adelson-Velského a Landise.)

• podmı́nka: výška levého podstromu se od výšky pravého podstromu lǐśı nejvýše o 1

• každý vrchol v sobě nese údaj o vyváženosti (tedy údaj, zda je hlubš́ı jeho levý nebo
pravý podstrom, př́ıpadně jestli jsou stejně hluboké), v Algovizi je to reprezentováno
“vahadýlkem”

• má rozumnou hloubku:

– po bližš́ım zkoumáńı zjist́ıme, že počet vrchol̊u n potřebný k sestaveńı AVL stromu
hloubky h je ≈ Fn

– Fibonacciho č́ısla rostou exponenciálně, proto naopak h ≈ log n

• lze jej źıskat rotaćı z nevyváženého stromu

Scéna (Str. 39). Rotace v AVL stromu - Můžete si pomoćı rotaćı zkusit vyrobit AVL strom z
nevyváženého stromu.

Scéna (Str. 39). Přidáváńı do AVL stromu - Děĺı se na 3 př́ıpady.

Scéna (Str. 42). Vynecháváńı v AVL stromu
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2.2 RB stromy

(Red-Black)

• podmı́nky:

– kořen je vždy černý

– otec a syn nemůžou být oba červeńı

– jakákoliv cesta z kořene do listu nebo do vrcholu s 1 synem muśı obsahovat stejný
počet černých vrchol̊u

• Délka nejdeľśı cesty tedy nemůže být větš́ı než dvojnásobek délky cesty nejkratš́ı.

• Hloubka:

Obrázek 1: Hloubka RB-stromu

N ≥ 1 + 2 + ..+ 2h/2 > 2h/2

2 log2N ≥ h

• Pravidlo pro rotace: nelze rotovat hranu, kde je otec červený a syn černý, jiné př́ıpady
rotovat můžeme.

Konec 2. přednášky

insert:

1. Najdeme, kam ho umı́stit. Přidáme jako červený (pokud to neńı kořen), pokud splňuje
strom podmı́nky (tj. otec je černý), jsme hotovi.

2. Jinak napravujeme směrem nahoru:

(a) Pokud je strýc červený (nebo neexistuje), začerńıme otce a strýce, začerveńıme
dědečka.

(b) V opačném př́ıpadě:

i. Pokud je děda ve stejném směru jako otec: provedeme rotaci hrany otce a dědy.
Pak můžeme postup ukončit, všechno jsme totiž napravili.

ii. Pokud ne, je předt́ım ještě potřeba zarotovat hranu s otcem.

Scéna (Str. 45). Červeno-černé vkládáńı - Děĺı se na 3 př́ıpady.
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delete:

1. Vynechávám vrchol s dvěma syny: vynechám ve vrcholu hodnotu, najdu maximum v
levém podstromě, jeho hodnotu přenesu do vynechaného a vynechám ho.

2. Vynechávám vrchol, který má pouze jednoho syna (to muśı být červený list a vrchol muśı
být černý): Přeneseme hodnotu syna do vrcholu a syna vymažeme.

3. Vynechávám červený list: Prostě jej vymažeme (nic se neporuš́ı).

4. Vynechávám černý kořen: Prostě jej vymažeme (nic se neporuš́ı).

5. Vynechávám černý list, kde je otec černý a bratr červený (bratr muśı být červený a mı́t
černé syny): Provedeme rotaci hrany otec-bratr. Potom otočený vrchol obarv́ıme na černo,
syny na červeno a t́ım pádem pouze smažeme červený list.

6. Vynechávám černý list, kde je otec černý a bratr černý a bratr má syna bĺıže k tomu listu
(bratr může mı́t za syny pouze červené listy): Přeṕı̌seme hodnotu listu hodnotou otce a
hodnotu otce hodnotou bratrova syna. Bratrova syna vymažeme.

7. Stejné jako předcházej́ıćı, ale bratr má syna na opačnou stranu: Vymažeme z listu hodnotu
a popřesouváme postupně hodnoty nejbližš́ıch vyšš́ıch č́ısel a nakonec vymažeme červený
list.

8. Vynechávám černý list, který má červeného otce (bratr je tedy černý) a bratr je list:
Prohod́ım barvu otce a syn̊u (tedy “zvednu nahoru”), vrchol můžu vymazat.

9. Vynechávám černý list, který má černého otce - kořen a bratra černý list: Zvednu nahoru
a vymažu.

10. Stejné jako předcházej́ıćı, ale otec neńı kořen: Odbarv́ıme ho i bratra→ otec bude dvojnásobně
černý. Červený list vynecháme. Muśıme však ošetřit dvojnásobný černý list: Pokud má
červeného bratra: Provedu rotaci hrany otec-bratr a černou barvu do otočeného červeného
bratra přenesu z jeho syn̊u.

11. Stejné jako předcházej́ıćı, ale strýc je černý a děda je červený (bratranci muśı být čerńı):
Ošetř́ıme dvojn.: zvedneme nahoru do červeného dědy.

12. Stejné jako předcházej́ıćı, ale i děda je černý: Dvojn.: zvedneme nahoru a dále ošetřujeme
dvojn. dle situace. Pokud dojdeme do kořene, můžeme dvojitou černou nahradit za černou.

13. Stejné, ale vzdáleněǰśı bratranec je červený: “Přesunu černou barvu” ze strýce dol̊u.
Provedeme rotaci děda-strýc a barvu zvedneme nahoru. Pokud byl děda červený, použijeme
stejný postup a samo se to sprav́ı.

14. Stejné, ale bližš́ı bratranec je červený: Dvojn.: Provedu rotaci hrany červený bratranec-
strýc → předchoźı situace. Plat́ı i pro oba bratrance červené, i pro červeného dědu, i pro
kombinaci oboj́ıho.

Scéna (Str. 48). Červeno-černé vynecháváńı - Děĺı se na 14 př́ıpad̊u, ty se však na sebe
navzájem odvolávaj́ı.

Konec 3. přednášky

4



3 Hloubka pr̊uměrného binárńıho stromu

Viz PDFko ke stažeńı [4] na stránkách pana profesora Kučery [1].

Konec 4. přednášky

Část II

Tř́ıd́ıćı algoritmy

4 Mergesort

5 Heapsort

6 Quicksort

Věta 6.1 (Pr̊uměrná složitost quicksortu). Pr̊uměrná časová složitost quicksortu je Θ(n log n).

Důkaz. ...

7 Dolńı odhady porovnávaćıho tř́ıděńı

Pozorováńı 7.1. Každý deterministický tř́ıd́ıćı algoritmus lze jednoznačně modelovat binárńım
rozhodovaćım stromem, viz obr. 2. Levá větev vždy odpov́ıdá výsledku “¡” a pravá větev “¿”
(BÚNO vstupy r̊uzné).

Obrázek 2: Rozhodovaćı strom pro insertion-sort a n = 3 (označme vstup a, b, c)

Pozorováńı 7.2. Rozhodovaćı strom modeluje korektńı tř́ıd́ıćı algoritmus ⇒ muśı obsahovat
listy se všemi n! možnými pořad́ımi (permutacemi) vstupńı posloupnosti. Počet porovnáńı v
nejhorš́ım př́ıpadě = nejdeľśı větev od kořene k listu = výška stromu.
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Věta 7.3 (Nejhorš́ı př́ıpad). Binárńı strom s n! listy má výšku Ω(n log n)

Důkaz. ... (Část lze dokázat přes Stirlingovu formuli.)

Poznámka 7.4. Chyb́ı mi zápisky z 5. přednášky: “Tř́ıděńı - časová složitost: mergesort, heap-
sort, pr̊umerná složitost quicksortu, dolńı odhad pro porovnávaćı tř́ıdićı algoritmy (nejhorš́ı
pŕıpad)” Nejsem si jistý, co všechno z toho bude cht́ıt dokázat, možná bude cht́ıt př́ımo “Analýzu
složitosti rekurentńıch algoritmů”, viz zápisky Jana Procházky[10]. Výpisky výše jsou z prezen-
tace pana docenta Čepka[9].)

Konec 5. přednášky

Věta 7.5 (Pr̊uměrný př́ıpad). Je li A porovnávaćı algoritmus, pak pr̊uměr přes všechny per-
mutace π množiny {1, ..., n} z počtu porovnáńı, které A potřebuje pro setř́ıděńı posloupnosti
π(1), ..., π(n) je alespoň log2(n!).

Důkaz. Viz PDFko ke stažeńı [5] na stránkách pana profesora Kučery [1].

8 Radix sort

Chyb́ı zněńı algoritmu.

Konec 6. přednášky

Část III

Hashováńı

Chyb́ı 7. přednáška.

Konec 7. přednášky

Definice 8.1 (Binomické rozložeńı). Všechny možné podmnožiny úspěšných pokus̊u ze všech
pokus̊u:

(
N
l

)
pl(1− p)N−l

Obrázek 3: Princip hashováńı
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Důkaz (Dokončeńı d̊ukazu tvrzeńı o pr̊uměrném př́ıpadě v univerzálńım hashováńı). (Bude
ho prý cht́ıt pouze po těch, kteř́ı chtěj́ı jedničku) Celý d̊ukaz je zapsán v PDFku[6] na
stránkách[1].

Obrázek 4:

Bl =M
N∑

l=K

(
N

l

)
pl(1− p)N−l

p - poměr velikosti U a část́ı U , která se zhashuje na stejný kĺıč.

N ≈M

p ≈ 1

M

Tvrd́ıme, že ∃ konstanta C taková, že když k = C logN , pak je pravděpodobnost malá.

αl =
Bl+1

Bl
=
N − l
l + 1

p
1

1− p
=
N − l
l + 1

p

1− p
l=Np

=
N −Np
Np+ 1

p

1− p
=

(1− p)
p+ 1/N

p

1− p

Pro N >> p je αl = p
p = 1. V rozmeźı l = Np − 1 až Np αl projde jedničkou. Největš́ı

pravděpodobnost, že z N pokus̊u s pravděpodobnost́ı P uspěji l-krát, je pro l = Np. Pro
M = 2Np je αl ≤ 1

2 , čili Bl ≥ 1
2Bl+1.

k ≥ Np

N∑
l=k

Bl ≤ Bk +
1

2
Bk +

1

4
Bk + ... ≤ 2Bk

l = 2Np+ j

Bl ≤
1

2
Bl−1 ≤

1

4
Bl−2 ≤ ... ≤

1

2j
Bnp ≤

1

2j
=

1

NC

l = 2Np+ C log2N ⇒ Bl ≤
1

2C log2 N
=

1

NC
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Část IV

Grafové algoritmy

9 Nalezeńı minimálńı kostry

Kroky si rozděĺıme na sudé a liché, v každém lichém kroku přidáváme hranu (ř́ıkáme, že ji z
p̊uvodńıch hran přidáváme do tzv. výpočetńıho lesa):

1. V každém sudém kroku si vyberu komponentu a rozš́ı̌ŕım okoĺı okolo všech jej́ıch bod̊u.

2. Nejbližš́ı bod s ńı v lichém kroku spoj́ım.

Jednotlivé algoritmy se lǐśı pouze pravidly, podle kterých se v sudém kroku vyb́ırá komponenta.

Scéna (Str. 158). Obecný algoritmus
Pro zjǐst’ováńı vzdálenosti se použ́ıvaj́ı r̊uzné metriky:

1. Euklidovská:
√

(x1 − x2) + (y1 − y2)

2. L1: |x1 − x2|+ |y1 − y2|

3. Lmax: max |x1 − x2|, |y1 − y2|

Scéna (Str. 160). Metrika L1 a Lmax

Algoritmus 9.1 (Jarńık - Prim). Vycháźıme z jedné komponenty a tu rozšiřujeme. Výhodná
datová struktura pro uchováváńı hran vedoućıch z této komponenty je např́ıklad halda.

Scéna (Str. 161). Jarńık̊uv - Primův algoritmus

Algoritmus 9.2 (Kruskal). V sudém kroku rozšiřuji okoĺı okolo všech komponent, v lichém
kroku spoj́ım dvě “nejlevněǰśı” komponenty (tedy ty, jejichž okoĺı se protnou jako prvńı). Aby
bylo patrné, že se jedná o implementaci obecného schématu, m̊užeme algoritmus pojmout tak, že
právě jednu z těchto dvou komponent v sudém kroku vybereme a proto ji potom v lichém kroku
muśıme spojit právě s tou druhou.
Jiný popis:

1. Setř́ıd́ıme si povolené hrany podle velikosti

2. Postupně přidáváme hrany. Kdyby měla spojovat jǐz propojené komponenty, vyřad́ıme ji.

3. Když je vše propojené, zbylé možné hrany se zahod́ı.

Scéna (Str. 161). Kruskal̊uv algoritmus - V následuj́ıćı scéně je ukázán ještě druhý zp̊usob,
jak jej poč́ıtat.

Konec 8. přednášky

Důkaz (Správnost obecného schématu). ...

Scéna (Str. 163). Správnost - Celý d̊ukaz je vysvětlen v knize a ted’ už funguje i v Algovizi.
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10 Faktorová množina

Slouž́ı k rozděleńı pevné množiny M do navzájem disjunktńıch tř́ıd. Operace:

• inicializace: Nastav́ı ji tak, že popisuje rozděleńı M do jednoprvkových tř́ıd.

• určenı́ třı́dy: Jednoznačně určit, v jaké tř́ıdě se x ∈M nacháźı.

• sloučenı́ třı́d: Dvě dané r̊uzné tř́ıdy rozkladu se slouč́ı v jednu. Lze jej provést pouze
(n− 1)-krát, kde n je počet vrchol̊u.

10.1 Rozklad obarveńım

• Každému prvku je přǐrazeno č́ıslo (barva), které určuje, do které tř́ıdy patř́ı.

• Při slučováńı tř́ıd se vrcholy z jedné tř́ıdy přebarv́ı na barvu vrchol̊u druhé tř́ıdy.

– Vylepšeńı: přebarvovat vždy tř́ıdu menš́ı velikosti. Potom provedeme celkem maximálně
0, 5n log2 n přebarveńı.

Konec 9. přednášky

10.2 Rozklad popsaný stromem

• Spojujeme body do komponent - tvoř́ıme strom.

• Tento strom je jednosměrný a pointery v něm ukazuj́ı “zespoda nahoru”, tedy sb́ıhaj́ı se
k “reprezentantovi”.

• Zjǐst’ováńı, zda jsou dva dané body ve stejné komponentě: od obou bod̊u dojdeme k
reprezentantovi a ty porovnáme. V základńı podobě nás tato operace může stát v pr̊uměru
log2 n operaćı (narozd́ıl od sloučeńı, které prob́ıhá v čase konstantńım).

– vylepšeńı: při procházeńı k reprezentantovi přepoj́ıme všechny pr̊uchoźı body rovnou
k němu → časová složitost:

O(n log∗ n)

Kde log∗ n je funkce inverzńı k věžové funkci.

11 Prohledáváńı grafu

Rozděĺıme si vrcholy na:

• nedosažené

• dosažené

• probrané

a hrany na:

• nepoužité

• použité
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procháźıme vrcholy s přilehlými hranami, vrcholy, které maj́ı použité všechny hrany, označ́ıme
jako probrané.

Dosažené vrcholy jsou uloženy:

1. v FIFO frontě (tj. fronta) → “prohledáváńı do š́ı̌rky” - procháźıme graf po vrstvách

2. v LIFO frontě (tj. zásobńıku) → “prohledáváńı do hloubky” - prohledáváme graf jako
bludǐstě

3. v libovolné jiné datové struktuře → prohledáváme graf libovolně

12 Zjǐst’ováńı stupně spojitosti grafu

Obrázek 5: 2-souvislý graf

• Sestav́ıme si “strom prohleváváńı”, zbylé hrany jsou př́ıčky - při prohledáváńı do hloubky
nám vyjdou př́ıčky tak, že nikdy nespojuj́ı body v r̊uzných větv́ıch. Tedy libovolný vrchol
je artikulace, pokud z něj nevede žádná př́ıčka směrem ke kořenu.

Obrázek 6: Strom prohledáváńı

• Oč́ıslujeme si vrcholy podle pořad́ı, v jakém jsme je prohledávali. Nav́ıc zavedeme fci
L(w) := min{pořadové č́ıslo w, pořadové č́ıslo z |(w, z) je hrana} a při prvńım pr̊uchodu
do ńı vlož́ıme prvńı odhad: pořadové č́ıslo.

Obrázek 7: Strom prohledáváńı s oč́ıslováńım vrchol̊u
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• Při návratu do vrcholu w z podstromu tuto hodnotu ještě “dolad́ıme”.

• Z hodnot oč́ıslováńı a fce L lze zjistit, které body jsou artikulace.

Scéna (Str. 129). Hledáńı artikulaćı - V appletech sice nefunguje, ale v kńıžce je zapsána
docela podrobně.

Scéna (Str. 131). Výpočet LOW PT - To samé plat́ı i pro tuto.

Konec 10. přednášky

13 Hledáńı nejkratš́ı cesty

Obrázek 8: Orientovaný graf

Poznámka 13.1. Někdy je potřeba hledat nejdeľśı cestu. V takovém př́ıpadě přǐrad́ıme ohod-
noceńı hran opačné znaménko, než maj́ı a hledáme cestu nejkratš́ı.

Obrázek 9: Problém záporných hodnot v grafu

Problémy:

• Může se stát, že nejkratš́ı cesta neexistuje (viz 9). Pak muśıme např. zakázat opakováńı
v cyklech apod.

• Problém hledáńı nejkratš́ı cesty v obecném záporně ohodnoceném grafu je NP-úplný.

Proto se často zadáńı omezuje:

1. Graf pouze acyklický

2. Neexistuj́ı záporně ohodnocené hrany (pro takové grafy známe velmi efektivńı algoritmy)

3. Neexistuje záporný cyklus

11



Definice 13.2. Topologicky uspořádaný graf je acyklický graf uspořádaný tak, že všechny
hrany vedou zleva doprava.

Obrázek 10: Topologické uspořádáńı grafu

Obrázek 11: Nekonečný acyklický graf

Algoritmus 13.3 (Topologické uspořádáńı grafu). Graf muśı být konečný (viz obr. 11). Pos-
tupným obarvováńım vrchol̊u na zeleno dle algoritmu ńı̌ze źıskáme jejich topologické uspořádáńı
- viz obr. 10.

1: ∀ vrcholy v se obarv́ı na červeno
2: ∀ vrcholy v se polož́ı D(v) := 0, dále se polož́ı Q := ∅
3: ∀ hrany (u, v) grafu se D(v) zvýš́ı o 1
4: for all vrchol v, pro který plat́ı D(v) = 0 do
5: vložit v do Q
6: end for
7: while Q 6= ∅ do
8: vyber libovolný v ∈ Q (tedy z Q jej odstraň)
9: přebarvi v na zeleno

10: for all hrana (v, w) do
11: D(w)−−
12: if D(w) = 0 then
13: vlož w do Q
14: end if
15: end for
16: end while

Scéna (Str. 136). Rychlé určeńı topologického uspořádáńı - V Algovizi zat́ım neńı implemen-
tována.

Algoritmus 13.4 (Algoritmus kritické cesty). Topologicky si uspořádáme graf (viz předchoźı
algoritmus). Nyńı m̊užeme zjistit ceny nejlaciněǰśıch cest z bodu v0 do všech ostatńıch vrchol̊u.
Využijeme při tom dynamické programováńı, viz scéna ńı̌ze.
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Scéna (Str. 137). Algoritmus kritické cesty - Také zat́ım neńı implementována, v kńıžce je
však algoritmus popsán.

Obrázek 12: Graf s orientovaným cyklem

Algoritmus 13.5 (Dijkstr̊uv). Pouze pro nezáporně ohodnocené hrany. Viz [8].

1: Každému bodu přiřad́ıme E(v) (“estimation”, zpočátku nastav́ıme +∞), urč́ıme množinu
M pro dosažené body.

2: M = {v0}, E(v0) = 0
3: while M 6= ∅ do
4: v = prvek M s nejmenš́ım E
5: for ∀(v, w) do
6: if E(v) == +∞ then
7: {E(w) = E(v) + l(v, w);P (w) = v}
8: else if E(w) > E(v) + l(v, w) then
9: {E(w) = E(v) + l(v, w);P (w) = v}

10: end if
11: end for
12: vyhod’ v z m
13: end while

Scéna (Str. 140). Dijkstr̊uv algoritmus

Konec 11. přednášky Chyb́ı 12. a 13. přednáška.
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[3] Kniha Luděk Kučera: Algovize, aneb procházka krajinou algoritmů je manuál k applet̊um
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