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Vétsina uloh je dostupnd v Algovizi[2], proto v pozndmkach uvadim piimo odkazy na jed-
notlivé scény. Nékdy muze byt scéna nedostupnd, ale naopak text v manudlu[3] uzitetny k
pochopeni, proto je u kazdé scény napsano i ¢islo stranky v manudlu.

Cast I
Datové struktury

1 Slovnik

Objekty z mnoziny M jsou zde ukladany podle klice. Operace:
1. Vytvoreni “Skatulky” (inicializace): M := ()

2. insert = vlozeni objektu do mnoziny: M := M U{v} (v € M — nic neudéld, nebo ohlasi
chybu; nékdy musime osetfit, aby se nepfidaval)

3. delete = vynechdni: M := M — {v} (v ¢ M — muze spadnout, nebo nic neudélat)
4. search: v e M?
5. min, max - pouzivd se, pokud jsou prvky usporddané (+ insert — setiidéni podle velikosti)

Reprezentace v poli: delete — vynechat + posunout zbytek; insert — zkopirovat do nového
pole o délce n + 1. VSechny operace - prochézeni celého pole —— > trva dlouho.

2 Binarni vyhledavaci strom (BST)

e Jedni se o slovnik - implemetuje totiz slovnikové operace
e otec

— levy syn

— pravy syn
e list - vrchol, co nemé syna

e pro libovolny vrchol plati: prvky vlevo (tedy prvky levého podstromu) musi byt < nez
vrchol a prvky vpravo



— = zleva doprava tvoii rostouci posloupnost

— snazsi hledani - cely strom prochazim od kotene a v kazdém vrcholu jedu do L nebo
P syna

e pfidavani - postupuju jako pii hledani, kdyz dojdu az do listu, pfidam novy vrchol
e vynechavani - vyhleddm a déle:

1. pokud mél jenom jednoho syna, vynechdm ho a syna napojim na jeho otce (déd -
vnuk)

2. pokud mél dva syny, pouze z néj odstranime Kkli¢, potom nalezneme maximum v
levém podstromé, jeho kli¢ pfesuneme do prazdného vrcholu a zbyly préazdny vrchol
odebereme (mél max. 1 syna)

e doba prohleddavani je imérna hloubce stromu, o ni plati:

— prumérnd hloubka ~ 1, 5logy n, kde n je pocet vrcholu (tedy i pro velka n dostatecné
mald)

— zdlezi na vhodném zvoleni hodnoty kofene (nejlépe median) a naslednych vrcholu

— obecné je vsak O(n) jako u spojového seznamu (napi., kdyz do BST postupné
priddme celou uspoiddanou posloupnost)

Prosttedkem pro vyvazovani stromu je rotace hrany - tato tprava zachovava poradi zleva
doprava, ale méni vertikalni podobu stromu. Je to vratna operace - sta¢i zarotovat stejnou hranu
ZNnovu.

Scéna (Str. 37). Rotace - Doporucuji si rotace v této scéné vyzkouset.
Konec 1. pfednasky

2.1 AVL stromy

(Podle jmen autort Adelson-Velského a Landise.)

e podminka: vyska levého podstromu se od vysky pravého podstromu lisi nejvyse o 1

e kazdy vrchol v sobé nese idaj o vyvéazenosti (tedy tdaj, zda je hlubsi jeho levy nebo
pravy podstrom, piipadné jestli jsou stejné hluboké), v Algovizi je to reprezentovano
“vahadylkem”

e ma rozumnou hloubku:

— po blizsim zkoumani zjistime, ze pocet vrcholu n potiebny k sestaveni AVL stromu
hloubky h je ~ F,

— Fibonacciho ¢isla rostou exponencidlné, proto naopak h ~ logn

e lze jej ziskat rotaci z nevyvazeného stromu

Scéna (Str. 39). Rotace v AVL stromu - Muzete si pomoci rotaci zkusit vyrobit AVL strom z
nevyvazeného stromu.

Scéna (Str. 39). Pridavani do AVL stromu - Déli se na 3 piipady.

Scéna (Str. 42). Vynechavéani v AVL stromu



2.2 RB stromy
(Red-Black)
e podminky:

— kofen je vzdy Cerny
— otec a syn nemuzou byt oba ¢erveni

— jakékoliv cesta z kofene do listu nebo do vrcholu s 1 synem musi obsahovat stejny
pocet ¢ernych vrcholu

e Délka nejdelsi cesty tedy nemuze byt vétsi nez dvojnasobek délky cesty nejkratsi.
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Obrazek 1: Hloubka RB-stromu

N>14+24 . 42025 oh/2
2logy, N > h

e Pravidlo pro rotace: nelze rotovat hranu, kde je otec ¢erveny a syn cerny, jiné piipady
rotovat muzeme.

Konec 2. prednasky

insert:

1. Najdeme, kam ho umistit. Pfiddme jako ¢erveny (pokud to neni kofen), pokud spliuje
strom podminky (tj. otec je ¢erny), jsme hotovi.

2. Jinak napravujeme smérem nahoru:

(a) Pokud je stryc cerveny (nebo neexistuje), zacernime otce a stryce, zacervenime
dédecka.
(b) V opacéném piipadé:

i. Pokud je déda ve stejném sméru jako otec: provedeme rotaci hrany otce a dédy.
Pak muzeme postup ukoncéit, vSechno jsme totiz napravili.

ii. Pokud ne, je predtim jesté potieba zarotovat hranu s otcem.

Scéna (Str. 45). Cerveno-cerné vkladani - Délf se na 3 pifpady.



delete:

1. Vynechdvam vrchol s dvéma syny: vynechdm ve vrcholu hodnotu, najdu maximum v
levém podstromé, jeho hodnotu prenesu do vynechaného a vynecham ho.

2. Vynechdvam vrchol, ktery mé pouze jednoho syna (to musi byt cerveny list a vrchol musi
byt ¢erny): Preneseme hodnotu syna do vrcholu a syna vymazeme.

3. Vynechavam cCerveny list: Prosté jej vymazeme (nic se neporusi).
4. Vynechavam Cerny koten: Prosté jej vymazeme (nic se neporusi).

5. Vynechdvam cerny list, kde je otec ¢erny a bratr ¢erveny (bratr musi byt ¢erveny a mit
¢erné syny): Provedeme rotaci hrany otec-bratr. Potom otoc¢eny vrchol obarvime na ¢erno,
syny na Cerveno a tim padem pouze smazeme Cerveny list.

6. Vynechavam cerny list, kde je otec ¢erny a bratr ¢erny a bratr ma syna blize k tomu listu
(bratr muze mit za syny pouze Cervené listy): PfepiSeme hodnotu listu hodnotou otce a
hodnotu otce hodnotou bratrova syna. Bratrova syna vymazeme.

7. Stejné jako predchézejici, ale bratr ma syna na opacnou stranu: Vymazeme z listu hodnotu
a popresouvame postupné hodnoty nejblizsich vyssich ¢isel a nakonec vymazeme ¢erveny
list.

8. Vynechavdm ¢erny list, ktery ma ¢erveného otce (bratr je tedy Cerny) a bratr je list:
Prohodim barvu otce a synu (tedy “zvednu nahoru”), vrchol muzu vymazat.

9. Vynechavam cCerny list, ktery ma ¢erného otce - kofen a bratra ¢erny list: Zvednu nahoru
a vymazu.

10. Stejné jako predchazejici, ale otec neni kofen: Odbarvime ho i bratra — otec bude dvojnésobné
cerny. Cerveny list vynechdme. Musime vsak oSetiit dvojngsobny ¢erny list: Pokud m4
cerveného bratra: Provedu rotaci hrany otec-bratr a ¢ernou barvu do oto¢eného ¢erveného
bratra pfenesu z jeho synu.

11. Stejné jako predchazejici, ale stryc je ¢erny a déda je ¢erveny (bratranci musi byt ¢erni):
Osettime dvojn.: zvedneme nahoru do ¢erveného dédy.

12. Stejné jako predchézejici, ale i déda je ¢erny: Dvojn.: zvedneme nahoru a dale oSetifujeme
dvojn. dle situace. Pokud dojdeme do kotene, muzeme dvojitou ¢ernou nahradit za ¢ernou.

13. Stejné, ale vzdalengjsi bratranec je cerveny: “Pfesunu ¢ernou barvu” ze stryce dolu.
Provedeme rotaci déda-stryc a barvu zvedneme nahoru. Pokud byl déda ¢erveny, pouzijeme
stejny postup a samo se to spravi.

14. Stejné, ale blizsi bratranec je ¢erveny: Dvojn.: Provedu rotaci hrany cerveny bratranec-
stryc — piedchozi situace. Plati i pro oba bratrance ¢ervené, i pro ¢erveného dédu, i pro
kombinaci obojiho.

Scéna (Str. 48). Cerveno-Gerné vynechavani - Déli se na 14 piipadd, ty se vSak na sebe
navzajem odvolavaji.

Konec 3. pfednasky



3 Hloubka primérného binarniho stromu

Viz PDFko ke stazenf [4] na strankdch pana profesora Kucery [1].
Konec 4. prednasky

Cast II

Tridici algoritmy

4 Mergesort

5 Heapsort

6 Quicksort
Véta 6.1 (Prumérna slozitost quicksortu). Priumérnd casovd sloZitost quicksortu je ©(nlogn).

Dukaz. ...

7 Dolni odhady porovnavaciho tridéni

Pozorovani 7.1. Kazdy deterministicky tiidici algoritmus Ize jednoznacné modelovat bindrnim

e We

rozhodovacim stromem, viz obr. 2. Leva vétev vzdy odpovida vysledku “” a prava vétev
(BUNO vstupy ruzné).
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Obrézek 2: Rozhodovaci strom pro insertion-sort a n = 3 (ozna¢me vstup a, b, ¢)

Pozorovani 7.2. Rozhodovaci strom modeluje korektni tiidici algoritmus = musi obsahovat
listy se vSemi n! moznymi pofadimi (permutacemi) vstupni posloupnosti. Po¢et porovnéni v
nejhorsim ptipadé = nejdelsi vétev od kofene k listu = vyska stromu.



Véta 7.3 (Nejhorsi piipad). Bindrnd strom s n! listy md vysku Q(nlogn)
Diikaz. ... (Cast lze dokézat pies Stirlingovu formuli.)

Poznamka 7.4. Chybi mi zapisky z 5. prednéasky: “TTidéni - ¢asova slozitost: mergesort, heap-
sort, prumernd slozitost quicksortu, dolni odhad pro porovnavaci tiidici algoritmy (nejhorsi
pripad)” Nejsem si jisty, co viechno z toho bude chtit dokédzat, mozna bude chtit ptimo “Analyzu
slozitosti rekurentnich algoritmu”, viz zdpisky Jana Prochazky|[10]. Vypisky vySe jsou z prezen-
tace pana docenta Cepka[9].)

Konec 5. pfednésky

Véta 7.5 (Prumérny piipad). Je li A porovndvaci algoritmus, pak primér pres vSechny per-
mutace ™ mnoZiny {1,...,n} z poctu porovndni, které A potrebuje pro setridéni posloupnosti
m(1),...,m(n) je alespori logy(n!).

Dikaz. Viz PDFko ke stazeni [5] na strankdach pana profesora Kucery [1].

8 Radix sort

’ Chybi znéni algoritmu. ‘

Konec 6. pfednasky

Cast III
Hashovani

| Chybi 7. prednaska. |

Konec 7. pfednasky

Definice 8.1 (Binomické rozlozeni). Vsechny mozné podmnoziny uspésnych pokusu ze vSech
o N —
pokusu: (l )pl(l —p)N-t

NG
e /5}”
=4

Obréazek 3: Princip hashovani



Dikaz (Dokonc¢eni dikazu tvrzeni o prumérném piipadé v univerzalnim hashovéni). (Bude
ho pry chtit pouze po téch, ktefi chtéji jednicku) Cely dukaz je zapsan v PDFku[6] na
strankach[1].
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Obréazek 4:

B = Mé\; (J;f)pl(l —p)N!

p - pomér velikosti U a ¢asti U, ktera se zhashuje na stejny klic.

N=~M
N 1
P~
Tvrdime, ze 3 konstanta C' takova, ze kdyz k = C'log N, pak je pravdépodobnost mala.
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Pro N >> p je o = % = 1. V rozmezi | = Np — 1 az Np «; projde jednickou. Nejvétsi
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Cést IV
Grafové algoritmy

9 Nalezeni minimalni kostry

Kroky si rozdélime na sudé a liché, v kazdém lichém kroku priddvdme hranu (fikdme, ze ji z
puvodnich hran pfiddvame do tzv. vypocetniho lesa):

1. V kazdém sudém kroku si vyberu komponentu a rozsitim okoli okolo vsech jejich bod.
2. Nejbliz§i bod s ni v lichém kroku spojim.
Jednotlivé algoritmy se lisi pouze pravidly, podle kterych se v sudém kroku vybira komponenta.

Scéna (Str. 158). Obecny algoritmus
Pro zjistovani vzdélenosti se pouzivaji rizné metriky:

1. Euklidovské: \/(z1 — z2) + (y1 — 42)
2. L1t |x1 — 2] + |y1 — 2
3. Lmax: max |z1 — 2, [y1 — y2|

Scéna (Str. 160). Metrika £1 a Lmax

Algoritmus 9.1 (Jarnik - Prim). Vychdzime z jedné komponenty a tu rozsirujeme. Vyhodnd
datovd struktura pro uchovdvdni hran vedoucich z této komponenty je napriklad halda.

Scéna (Str. 161). Jarnikuv - Primuv algoritmus

kroku spojim dvé “nejlevnéjsi” komponenty (tedy ty, jejichz okoli se protnou jako prvni). Aby
bylo patrné, Ze se jednd o implementaci obecného schématu, muzZeme algoritmus pojmout tak, Ze
prdve jednu z téchto dvou komponent v sudém kroku vybereme a proto ji potom v lichém kroku
musime spojit pravé s tou druhou.

Jiny popis:

1. Setridime si povolené hrany podle velikosti
2. Postupné priddvame hrany. Kdyby méla spojovat jiZ propojené komponenty, vyradime ji.
3. Kdyz je vse propojené, zbylé mozné hrany se zahodr.
Scéna (Str. 161). Kruskaluv algoritmus - V ndsledujici scéné je ukdzan jesté druhy zpusob,
jak jej pocitat.
Konec 8. pfednasky
Diukaz (Spravnost obecného schématu). ...

Scéna (Str. 163). Spravnost - Cely dukaz je vysvétlen v knize a ted uz funguje i v Algovizi.



10 Faktorova mnozina

Slouzi k rozdéleni pevné mnoziny M do navzajem disjunktnich tiid. Operace:
e inicializace: Nastavi ji tak, ze popisuje rozdéleni M do jednoprvkovych tiid.
e urleni t¥idy: Jednoznacné urcit, v jaké tfidé se z € M nachdzi.
e slouceni t¥id: Dvé dané ruzné tiidy rozkladu se sloudi v jednu. Lze jej provést pouze

(n — 1)-krét, kde n je pocet vrcholu.

10.1 Rozklad obarvenim
e Kazdému prvku je pfifazeno ¢islo (barva), které urcuje, do které tiidy patii.
e Pii slucovani tiid se vrcholy z jedné t¥idy prebarvi na barvu vrchold druhé tiidy.

— Vylepseni: prebarvovat vzdy t¥idu mensi velikosti. Potom provedeme celkem maximalné
0, 5nlogy n piebarveni.

Konec 9. pfednasky

10.2 Rozklad popsany stromem

e Spojujeme body do komponent - tvofime strom.

e Tento strom je jednosmérny a pointery v ném ukazuji “zespoda nahoru”, tedy sbihaji se
k “reprezentantovi”.

o Zjistovani, zda jsou dva dané body ve stejné komponenté: od obou bodi dojdeme k
reprezentantovi a ty porovname. V zdkladni podobé nés tato operace muze stét v pruméru
logy n operaci (narozdil od slouceni, které probihd v ¢ase konstantnim).

— vylepSeni: pfi prochéazeni k reprezentantovi prepojime vSechny pruchozi body rovnou
k nému — ¢asova slozitost:
O(nlog*n)

Kde log* n je funkce inverzni k vézové funkci.

11 Prohledavani grafu
Rozdélime si vrcholy na:

e nedosazené

e dosazené

e probrané
a hrany na:

e nepouzité

e pouzité



prochdzime vrcholy s pfilehlymi hranami, vrcholy, které maji pouzité vsechny hrany, oznac¢ime
jako probrané.
Dosazené vrcholy jsou ulozeny:

1. v FIFO fronté (tj. fronta) — “prohleddvani do sitky” - prochdzime graf po vrstvach

2. v LIFO fronté (tj. zasobniku) — “prohledavani do hloubky” - prohleddavdme graf jako
bludisté

3. v libovolné jiné datové strukture — prohleddvame graf libovolné

12 Zjistovani stupné spojitosti grafu

Obrézek 5: 2-souvisly graf

e Sestavime si “strom prohlevavani”, zbylé hrany jsou pticky - pfi prohledavani do hloubky
nam vyjdou piicky tak, Zze nikdy nespojuji body v riznych vétvich. Tedy libovolny vrchol
je artikulace, pokud z néj nevede zadné pticka smérem ke kotenu.

Obrazek 6: Strom prohledavani

e Ocislujeme si vrcholy podle potradi, v jakém jsme je prohledavali. Navic zavedeme fci
L(w) := min{poradové ¢islo w, poradové ¢islo z |(w, z) je hrana} a pfi prvnim priuchodu
do ni vlozime prvni odhad: poradové ¢islo.

Obrézek 7: Strom prohleddvéni s o¢islovanim vrcholi



e Pii navratu do vrcholu w z podstromu tuto hodnotu jesté “doladime”.

e 7 hodnot oc¢islovani a fce L lze zjistit, které body jsou artikulace.

Scéna (Str. 129). Hledani artikulaci - V appletech sice nefunguje, ale v knizce je zapsina
docela podrobné.

Scéna (Str. 131). Vypocet LOW PT - To samé plati i pro tuto.

Konec 10. prednésky

13 Hledani nejkratsi cesty

L

ﬂ 0
Obrézek 8: Orientovany graf

Poznamka 13.1. Nékdy je potieba hledat nejdelsi cestu. V takovém piipadé ptifadime ohod-
noceni hran opac¢né znaménko, nez maji a hledame cestu nejkratsi.

@—%o—j%a—%@

Py

Obrézek 9: Problém zapornych hodnot v grafu

Problémy:

e Muze se stédt, ze nejkratsi cesta neexistuje (viz 9). Pak musime napt. zakédzat opakovani
v cyklech apod.

e Problém hledani nejkratsi cesty v obecném zaporné ohodnoceném grafu je NP-iplny.
Proto se ¢asto zadani omezuje:

1. Graf pouze acyklicky

2. Neexistuji zaporné ohodnocené hrany (pro takové grafy zndme velmi efektivni algoritmy)

3. Neexistuje zaporny cyklus

11



Definice 13.2. Topologicky uspoiradany graf je acyklicky graf usporadany tak, ze vSechny
hrany vedou zleva doprava.
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Obrazek 10: Topologické uspoiddani grafu
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Obrazek 11: Nekoneény acyklicky graf

Algoritmus 13.3 (Topologické usporadéni grafu). Graf musi byt konecny (viz obr. 11). Pos-
tupnygm obarvovdnim vrcholi na zeleno dle algoritmu niZe ziskdame jejich topologické uspordddni
- viz obr. 10.

1: Y wvrcholy v se obarvi na cerveno

2: Y wrcholy v se polozi D(v) := 0, ddle se poloZi @ := ()
3: ¥ hrany (u,v) grafu se D(v) zvysi o 1

4: for all vrchol v, pro ktery plati D(v) =0 do

5: wloZit v do Q

6: end for

7: while Q # () do

8 wyber libovolng v € Q (tedy z Q jej odstrari)

9:  prebarvi v na zeleno

10:  for all hrana (v,w) do

11: D(w) — —

12: if D(w) =0 then
13: vloZ w do Q

14: end if

15:  end for
16: end while

Scéna (Str. 136). Rychlé urceni topologického usporadani - V Algovizi zatim neni implemen-
tovana.

Algoritmus 13.4 (Algoritmus kritické cesty). Topologicky si usporddame graf (viz predchozi
algoritmus). Nyni muzZeme zjistit ceny nejlacinéjsich cest z bodu vy do vsech ostatnich vrcholi.
VyuZijeme pri tom dynamické programovdni, viz scéna niZe.

12



Scéna (Str. 137). Algoritmus kritické cesty - Také zatim neni implementovéana, v knizce je
vSak algoritmus popsan.

\

4
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Obrazek 12: Graf s orientovanym cyklem

Algoritmus 13.5 (Dijkstruv). Pouze pro nezdporné ohodnocené hrany. Viz [8].
1: Kazdému bodu pritadime E(v) (“estimation”, zpocdtku nastavime +oo), uréime mnoZinu
M pro dosazené body.
2: M = {Uo}, E(’Uo) =0
3: while M # 0 do

4: v = prvek M s nejmensim E

5:  forV(v,w) do

6: if E(v) == 400 then

7: {E(w) = E(v) + l(v,w); P(w) = v}
8: else if E(w) > E(v) + l(v,w) then
9: {E(w) = E(v) + l(v,w); P(w) = v}
10: end if
11:  end for

12: wyhod v zm
13: end while

Scéna (Str. 140). Dijkstruv algoritmus

Konec 11. predndsky | Chybf 12. a 13. prednaska.
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