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1 Asymptotické odhady funkćı

Chyb́ı 1. přednáška.

Konec 1. přednášky

2 Princip inkluze a exkluze

Př́ıklad 2.1. Kriketový klub... K
Egyptologický klub... E
|K| = 30 |E| = 17 |K ∩ E| = 5

|K ∪ E| = |K|+ |E| − |K ∩ E| = 42

Př́ıklad 2.2. Přidáme klub uživatel̊u linuxu... L

|K ∪ E ∪ L| = |K|+ |E|+ |L| − |K ∩ E| − |K ∩ L| − |E ∩ L|+ |K ∩ L ∩ E|

Pozorováńı 2.3. A1...An:
|A1 ∪A2 ∪ ... ∪An| =

=

n∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n
|Ai ∩Aj |+

∑
1≤i<j<k≤n

|Ai ∩Aj ∩Ak|+ ...− ...+ (−1)n+1|A1 ∩ ... ∩An|

Věta 2.4 (Princip inkluze a exkluze). ∀n ∈ N∀A1...An:

|
n⋃

i=1

Ai| =
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

I∈({1,...,n}
k )

|
⋂
i∈I

Ai|

Jinak:

|
n⋃

i=1

Ai| = −
∑

{}6=I≤{1,...,n}

(−1)|I||
⋂
i∈I

Ai|
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Důkaz (Poč́ıtáńım).

A :=

n⋃
i=1

Ai

Pro ∀a ∈ A poč́ıtejme, kolikrát přispěje k oběma stranám rovnosti. Přeč́ıslujeme množiny tak,
aby a ∈ Ai, ..., Aj&a /∈ Aj+1, ..., An. Poč́ıtáme-li pr̊uniky k množin

• k > j: 0

• k ≤ j:
(

0
k

)
(−1)k+1

Prvek a přispěje k pravé straně celkem
(
j
1

)
−
(
j
2

)
+
(
j
3

)
− ... = 1. K levé také 1.

Důkaz (Algebraický).

∀x1...xn ∈ R : (1 + x1)(1 + x2)...(1 + xn) =
∑

I⊂{1,...,n}

∏
i∈I

xi

(1− x1)(1− x2)...(1− xn) =
∑

I⊆{1,...,n}

(−1)|I|
∏
i∈I

xi

Pro B ⊆ A definujeme charakteristickou funkci fB : A→ {0, 1}, t.ž. ∀a ∈ B : a ∈ A⇔ f(a) = 1

Chyb́ı zbytek d̊ukazu.

Př́ıklad 2.5 (Šatnářka a ti druźı). šn := # permutaćı π na {1, ..., n}, t.ž. ∀i : π(i) 6= i

Pr[̌satnářka vyhraje] =
š(n)

n!

P := {π|πmá pevný bod}, š(n) = n!− |P |

Pi := {π|π(i) = i}, P =
n⋃

i=1

Pi

|Pi| = (n− 1)!

|Pi ∩ Pj | = (n− 2)!

Podle PIE:

|P | =
n∑

k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
! = .. = n!

n∑
k=1

(−1)k+1

k!

šn = n!(1−
n∑

k=1

(−1)k+1

k!
) = n!(

n∑
k=1

(−1)k

k!
)→ 1

e

(viz [1])

Věta 2.6 (Počet prostých funkćı). ... Chyb́ı zněńı věty.

Věta 2.7 (Počet funkćı na).

N = {f : {1...n} → {1...m}| rng f 6= {1...m}}

N =
n⋃

i=1

Ni, Ni = {f | rng f}

|Ni| = (n− 1)n

|Ni ∩Nj | = (m− 2)n

Podle PIE... Chyb́ı dokončeńı této věty a Sterlingova č́ısla.
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Konec 2. přednášky

3 Násobeńı polynomů

P(x) = p0x
0 + p1x

1 + ...+ pnx
n

Q(x) = q0x
0 + q1x

1 + ...+ qnq
n

P(x).Q(x) =
n∑

i=0

m∑
j=0

pix
i.qjx

j

[xk].(P(x).Q(x)) =
∑

0≤i≤n
0≤j≤m
i+j=k

piqj

[xk] R(x)

[xk] P(x) = pk

i ∈ {1, 3, 7} = I → P(x) = x1 + x3 + x7

j ∈ {2, 3, 4} = J → Q(x) = x2 + x3 + x4

[xk](P.Q) = #i, j : i ∈ I, j ∈ J, i+ j = k

P(x) :=
∑
i∈I

xi; Q(x) :=
∑
j∈J

xj

[xl](P.Q.R) =
∑
i,j,k

i+j+k=l

piqjrk

Některé problémy tedy lze převádět na násobeńı polynomů. Např.: Kolika zp̊usoby můžeme
zaplatit 21 Kč, pokud máme k dispozici daný počet minćı r̊uzných hodnot.

4 Vytvořuj́ıćı funkce

Definice 4.1. Pro posloupnost (a0, a1, ...)ai ∈ R nazveme vytvořuj́ıćı funkćı řadu

a(x) :=
∞∑
n=0

anx
n

Definice 4.2.
0x = 0;x0 = 1

Tvrzeńı 4.3. Bud’ (a0, a1, ...) posloupnost reálných č́ısel a K ∈ R t. ž. ∀∗n|an| ≤ Kn. Pak
řada

∑∞
n=0 anx

n konverguje na (− 1
k ,

1
k ) absolutně, t́ım pádem určuje funkci a : (− 1

k ,
1
k ) → R.

Nav́ıc hodnotami fce a na jakémkoliv okoĺı 0 je posloupnost (a0, a1, ...) jednoznačně určena:

an = a(n)(0)
n! .
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Pozorováńı 4.4.

(1, 1, 1, 1, ...)⇔ x0 + x1 + x2 + ... =
1

1− x
(a0, a1, ...)⇔ ax

(α.a0, α.a1, ...)⇔ α. a(x)

(0, 0, 0︸ ︷︷ ︸
k

, a0, a1, ...)⇔ xk. a(x)

(ak, ak+1, ak+2, ...)⇔
a(x)− a0 x

0 − ...− ak−1x
k−1

xk

(α0a0, α
1a1, ...)⇔ a(αx)

(a0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, a1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, a2, ...)⇔ a(xk)

(1.a1, 2.a2, 3.a3, ...)⇔ [a(x)]′

(0, a0,
1

2
a1,

1

3
a2, ...)⇔

∫ x

0

a(t) d t

[xn](a(x). b(x)) =
∑

i+j=n

aibj = a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + ...+ anb0

Chyb́ı některé vztahy.

(20, 21, 22, ...)⇔ 1

1− 2x

a(xk) = a
0
(xk)0 + a

1
(xk)1 + a

2
(xk)2 + ...

(1, 0, 2, 0, 4, 0, ...)⇔ 1

1− 2x2

a(x)′ =
∞∑
n=0

(anx
n)′ =

∑
n

n.an.x
n−1

(1, 2, 3, 4, 5, ...)⇔ (
1

1− x
)′ =

1

(1− x)2

Př́ıklad 4.5 (Fibonacciho č́ısla).

F0 := 0, F1 := 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn

f(x)− x
x2

=
f(x)

x
+ f(x)

−x = x. f x+ x2. f x− f x

f(x) =
−x

x2 + x− 1

1

(x− x1)(x− x2)
=

a

x− x1
+

b

x− x2

−x
x2 + x− 1

=
α

1− λ1x
+

β

1− λ2x
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... (přes parciálńı zlomky) ...

λ1 =
1 +
√

5

2
, λ2 =

1−
√

5

2

α = −β

λ1 − λ2 =
2
√

5

2
=
√

5

α =
1

λ1 − λ2
=

1√
5
⇒ β = − 1√

5

Chyb́ı dokončeńı př́ıkladu.

Konec 3. přednášky

Definice 4.6. (
r

k

)
:=

r(r − 1)(r − 2)...(r − k + 1)

k!

pro r ∈ R, k ∈ N

Pozorováńı 4.7. pro r ∈ N, r ≥ k std. kombinačńı č́ısla, pro r < k...
(
r
k

)
= 0

Věta 4.8 (Zobecněná binomická). ∀r ∈ R∀x ∈ (−1, 1) : (1 + x)r =
∑∞

n=0

(
r
n

)
xn

Důkaz.
a0, a1, ...↔ A(x)

bn =
n∑

k=0

ak ↔ B(x) =
A(x)

1− x

P(x) =
∑
i

pix
i,Q(x) =

∑
j

qjx
j

[xn](P.Q)(x) = p0qn + p1qn−1 + p2qn−2 + ...+ p1q0

Q(x) =
1

1− x
= x0 + x1 + x3 + ...

[xn](P.Q) = p0 + p1 + p2 + ...+ pn

Pozorováńı 4.9.

1, 2, 3, 4, 5, ...↔ 1

(1− x)2

1, 1 + 2, 1 + 2 + 3, ...↔ 1

(1− x)3
= (1− x)−3

1 + 2 + ...+ n = [xn−1](1 + (−x))−3 = ...

Chyb́ı dokončeńı pozorováńı.
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Lemma 4.10. Pro a, b ∈ N:(
−a
b

)
=

(−a)(−a− 1)...(−a− b+ 1)

b!
=

(−1)ba(a+ 1)...(a+ b− 1)

b!
=

=

(
a+ b− 1

b

)
(−1)b =

(
a+ b− 1

a− 1

)
(−1)b

Obrázek 1: Jiný zp̊usob vyjádřeńı binárńıho stromu (tj. jako aritmetický výraz)

Pozorováńı 4.11. Binárńı strom s 0 vrcholy je prázdný strom. Neprázdný B.S.: (bn := počet
binárńıch stromů na n vrcholech)

Obrázek 2: Počet možných binárńıch stromů bn na n vrcholech

b3 = b0b2 + b1b1 + b2b0 + 1.2 + 1.1 + 2.1

bn =

n−1∑
i=0

bibn−i−1

bn+1 =
n∑

i=0

bibn−i−1

[xn]
B(x)− 1

x
= [xn](B2(x))∀n

B(x)− 1

x
= B2(x)

x.B2(x)− B(x) + 1 = 0

B(x) =
1−
√

1− 4x

2x
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(Řešeńı s + neplatné)
lim
x→0
B+(x) = +∞

bn = [xn]
1−
√

1− 4x

2x
= [xn+1]

−1

2

√
1− 4x = −1

2
[xn+1]

√
1− 4x =

−1

2

(
1/2

n+ 1

)
(−4)n+1 = (−1)n

4n+1

2
= ... =

=
1

n+ 1

(
2n

n

)
︸ ︷︷ ︸

n-té Catalanovo č́ıslo

Věta 4.12. Mějme lineárńı rekurenci An+k = c0An + c1An+1 + ... + ck−1Ak−1 (*), A0 =
a0, ..., Ak−1 = ak−1 a P(x) = xk − ck−1x

k−1 − ck−2x
k−2 − ...− c0x

0. Potom:

1. Pokud λ1...λk ∈ C jsou navzájem r̊uzné kořeny polynomu P, pak ∃d1...+k ∈ C : An =∑k
i=1 di.λ

n
i

2. Pokud P(x) = (x − λ1)k1 ...(x − λ2)k2, kde λ1...λ2 ∈ C navzájem r̊uzná. Pak ∃dij ∈ C :

An =
∑z

i=1

∑ki−1
j=0 dij

(
n
j

)
λni

Důkaz. Uvažme V = {(a0, a1, ...)} splňuj́ıćıch (*). V je vektorový prostor:

1. (0, 0, 0, ...) ∈ V

2. a ∈ V ⇒ α.a ∈ V pro α ∈ C

3. a, b ∈ V ⇒ a+ b ∈ V

Pokud předeṕı̌seme a0...akk − 1 libovolně, zbytek posloupnosti je jednoznačně určen.⇒ dimV =
k. Kdy je (α0, α1, α2, ...) ∈ V, α 6= 0?

∀n : αn+k = c0α
n + c1α

n+1 + ...+ ck−1α
n+k−1| : αn

αk = c0α
0 + c1α

1 + ...+ ck−1α
k − 1⇔ P(α) = 0

Chyb́ı dokončeńı d̊ukazu věty.

Věta 4.13 (Vandermandova matice). ... Chyb́ı zněńı a d̊ukaz věty.

Konec 4. přednášky

5 Konečné projektivńı roviny

Chyb́ı 5. přednáška.

Konec 5. přednášky
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6 Latinské čtverce

Definice 6.1. Latinský čtverec řádu n je čtvercová tabulka n×n vyplněná č́ısly z {1, ..., n}
t. ž. v řádćıch ani sloupćıch se č́ısla neopakuj́ı.

Definice 6.2. Latinské čtverce A,B řádu n jsou ortogonálńı (A⊥B) ≡

∀(x, y) ∈ {1, ..., n}2∃!(i, j) ∈ {1, ..., n}2 : Aij = x ∧Bij = y.

Lemma 6.3. Bud’ π permutace na {1, ..., n}, A,B latinské čtverce. π(A) je též latinský čtverec

řádu n [π(A)ij = π(A0)], A⊥B ⇔ π(A)⊥B. Chyb́ı d̊ukaz.

Věta 6.4. Pokud A1, ..., Ak jsou navzájem ortogonálńı latinské čtverce řádu n, pak k ≤ n− 1.

Důkaz. ∀i zvoĺım permutaci πi tak, aby A′i := πi(Ai) měl v 1. řádku 1, 2, ..., n.

1. ⇒: A′1, ..., A
′
k jsou navzájem ortogonálńı latinské čtverce.

Obrázek 3: Latinský čtverec

(A′i)2,1 6= 1

(A′i)2,1 6= (A′j)2,1

2. ⇒: k ≤ n− 1

Věta 6.5 (NOLČ → KPR). ∀n ≥ 2∃ systém n− 1 navzájem ortogonálńıch latinských čtverc̊u
(NOLČ) řádu n⇔ ∃ konečně projektivńı rovina (KPR) řádu n.

8



Obrázek 4: Konstrukce projektivńı roviny z n− 1 NOLČ

Důkaz (skica). Viz obrázky 4 a 5. Latinské čtverce A1, ..., An−1, čtverec Ai poṕı̌se př́ımky
procházej́ıćı bodem li

1

1

1

1

Obrázek 5: Ukázka možného rozložeńı 1

na j-té z těchto př́ımek lež́ı vnitřńı body (x, y) t.ž. (Ai)xy = j.

7 Množinové systémy

Definice 7.1. Množinový systém je (X,S), kde X je nosná množina, S ⊆ 2x. = hypergraf.
Nebo: ( X︸︷︷︸

nosná množina

, I︸︷︷︸
množina index̊u

, f︸︷︷︸
f :I→2x

) Nebo (v konečném př́ıpadě): (X, (A1, ..., Ak)︸ ︷︷ ︸
∀i:Ai⊆X

)

Definice 7.2. Incidenčńı graf množinového systému (X,S) je bipartitńı graf (X,S, E), t.ž.
( x︸︷︷︸
∈X

, M︸︷︷︸
∈S

) ∈ E ≡ v ∈M .

Definice 7.3. Systém r̊uzných reprezentant̊u pro (X,S) je funkce r : S → X prostá t.ž.
∀S ∈ Sr(S) ∈ S.

Věta 7.4. (Hallova) Množinový systém (X,S) má systém r̊uzných reprezentant̊u ⇔ ∀T ⊆ S :
|
⋃
T | ≥ |T |.

Důkaz. ⇐ indukćı podle |S|... pro |S| ≤ 1. indukčńı krok: pokud věta plat́ı pro |S| < n, pak
plat́ı i pro |S| = n.

1. Pokud ∀T : 0 6= T ⊂ S : |
⋃
T | ≥ |T |+ 1, zvoĺıme libovolně Z ∈ S, r ∈ Z reprezentant Z

a použijeme indukci na (X − {r}, {A − {r}|A ∈ S, A 6= Z}. Splňuje Hallovu podmı́nku,
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podsystém J = {A1 − {r}, ..., Ak − {r}}∀i : Ai ∈ S

|
⋃
T | = |(A1 ∪A2 ∪ ... ∪Ak)− {r}| ≥ |A1 ∪ ... ∪Ak| − 1 ≥ k

2. ∃T : 0 6= T ⊂ S : |
⋃
T | = |T‖. Rozděĺıme (X,S) na 2 části: (

⋃
T , T︸ ︷︷ ︸
A

) a (X −
⋃
T , {A−

⋃
T |A ∈ S − T })

(a) H. p. pro A plat́ı

(b) H. p. pro B: pokud B1, ..., Bk ∈ B...Bi = Ai −
⋃
T , Ai ∈ S − T

|
⋃
{B1, ...Bk}| = |(

⋃
{A1, ..., Ak})| − |

⋃
T |⋃

i

Bi =
⋃
i

Ai −
⋃
T

|
⋃
i

Bi| = |
⋃
Ai ∪

⋃
T |︸ ︷︷ ︸

≥k+|T |

− |
⋃
T |︸ ︷︷ ︸

=|T |

≥ k

Konec 6. přednášky

Definice 7.5. Párováńı v grafu G = (V,E) je množina hran F ⊆ E taková, že ∀e, f ∈ F, c 6=
f : e ∩ f = ∅.
Párováńı je perfektńı, pokud ∀v ∈ V ∃f ∈ F : v ∈ f . Ekvivalentně: když 2|F | = |V |.
V bipartitńım grafu (A,B,E) je párováńı F ∈ E zleva perfektńı, pokud ∀a ∈ A∃f ∈ F : v ∈
f .

Definice 7.6. Okoĺı vrcholu Γ(v) : {u ∈ V ; {u, v} ∈ E}. Pro A ⊆ V : Γ(A) =
⋃

u∈A Γ(u).

Věta 7.7 (Hallova věta pro grafy). Bipartitńı graf G = (A,B,E) má zleva perfektńı párováńı
⇔ ∀X ⊆ A : |Γ(X)| ≥ |X|.

Důsledek 7.8. Bipartitńı graf G = (A,B,E) má perfektńı párováńı⇔ ∀X ⊆ |A∪B| : |Γ(x)| ≤
|X|

Důsledek 7.9. Je-li G = (A,B,E) bipartitńı graf t.ž. ∀a ∈ A, b ∈ B : deg a ≥ deg b, pak v G
existuje zleva perfektńı párováńı.

Důkaz. Zvoĺım d := mina∈A arg a. Potom jistě ∀a ∈ A, b ∈ B : deg a ≥ d ≥ deg b. Ověř́ıme
Hallovu podmı́nku: bud’ X ⊆ A, označ́ıme

Q := {{a, b} ∈ E|a ∈ A, b ∈ Γ(X)}

|Q| ≥ d|x|

|Q| ≤ d|Γ(X)|

|Q| ≤ # hran vedoućıch z Γ(X) ≤ d|Γ(X)|

|Γ(x)| ≥ |x|

Definice 7.10. Latinský obdélńık velikosti m × n je obdélńıková tabulka vyplněná č́ısly
[n] = {1, 2...n}, v jej́ımž každém řádku a každém sloupci se žádná dvě č́ısla neopakuj́ı.
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Věta 7.11. Každý latinský obdélńık lze doplnit na latinský čtverec

Důkaz. Pokud a < n, rozš́ı̌ŕıme na a+ 1 řádk̊u. Sestroj́ıme graf:

{i, j} ∈ E ≡ v i-tém sloupci zat́ım neńı č́ıslo j

8 Śıtě, toky a řezy

Definice 8.1. Śıt’ (G, z, s, C) se skládá z orientovaného grafu G, zdroje z ∈ V (G), spotřebiče
s ∈ V (G) (z 6= s) a kapacit C : E(G)→ R+

0

Definice 8.2. Tok je funkce f : E(G)→ R+
0 t.ž.:

1. ∀e ∈ E(G) : f(e) ≤ c(e)

2. ∀v ∈ V (G), v 6= z, s: (Kirchhof̊uv zákon)∑
(u,v)∈E

f(u, v)−
∑

(v,u)∈E

f(v, u) = 0

Definice 8.3. Velikost toku f je |f | := −f∆(z)

Tvrzeńı 8.4. Každá śıt’ má maximálńı tok

Důkaz.
ε := min(ci − fi)

f ′i := fi + ε

Definice 8.5. Cesta (neorientovaná) je posloupnost v0e1v1e2v2... t.ž. ∀i : vi ∈ V, ci ∈ E, ci
je bud’ (vi−1, vi), nebo (vi, vi−1) proti směru
Rezerva hrany r(ei) := C(ei)− f(ei), je-li po směru
Rezerva cesty r(P ) := minC∈P r(e)
Cesta nasycená r(P ) = 0

Algoritmus 8.6 (FF (Ford̊uv-Fulkerson̊uv) algoritmus). ... Chyb́ı algoritmus.

Věta 8.7. Tok je maximálńı ⇔ každá cesta je nasycená. D̊ukaz viz 8.15.

Důsledek 8.8. Pokud se FF algoritmus (8.6) zastav́ı, vydá maximálńı tok.

Pozorováńı 8.9. ... Chyb́ı zněńı pozorováńı.

Konec 7. přednášky

Definice 8.10. Řez je množina hran F ⊆ E, t.ž. v grafu (v,E − F ) neexistuje orientovaná
cesta ze z do s.

Definice 8.11. Pro B,A ⊆ V def. E(A,B) := {(u, v) ∈ E|u ∈ A, v ∈ B} pro g : E → R.

g(A,B) :=
∑

e∈E(A,B)

g(e)

Pro F ⊆ E: g :=
∑

e∈F g(e) ... je-li F ⊆ E řez, pak c(F ) kapacitou dřezu.
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Definice 8.12. Elementárńı řez je řez tvaru E(A,A) pro nějakou A ⊆ V , t.ž. z ∈ A, s /∈ A.

Obrázek 6:

Lemma 8.13. forallF řez ∃F ′ ⊆ F elementárńı řez.

Důkaz. A := {v ∈ V | v grafu (V,E − F )∃ cesta ze z do v}, z ∈ A, s /∈ A. E(A,A) ⊆ F

Lemma 8.14. Pro ∀ f tok, ∀R elementárńı řez (E(A,A)) plat́ı:

| f | = f(A,A)− f(A,A)

Důkaz. Pro v ∈ V :∑
(u,v)∈E

f(u, v)−
∑

(v,u)∈E
f(v, u)

︸ ︷︷ ︸
f∆(v)

=

{
0 pokud v 6= z, s
−| f | pro v = z

Sečteńım přes všechny v ∈ A (viz obrázek 7):∑
v∈A

f∆(v)︸ ︷︷ ︸
=f(A,A)−f(A,A)

= −| f |

Obrázek 7:

• pokud u, v ∈ A, hrana (u, v) nepřispěje

• pokud (u, v) ∈ E(A,A), přidpěje −

• pokud (u, v) ∈ E(A,A), přispěje +

12



Důsledek 8.15. Pro ∀ f tok, pro ∀R řez:

| f | ≤ c(R)

Důkaz. Je-li R elementárńı, R− E(A,A):

| f | = f(A,A)− f(A,A) ≤ f(A,A) ≤ c(A,A) = c(R)

Jinak najdeme R′ ⊆ R elementárńı, | f | ≤ c(R′) ≤ c(R).
⇒ Pokud | f | = c(R), pak f je maximálńı, R je minimálńı.

dukaz[věty 8.7] A := {v ∈ V |∃ nenasycená cesta z → v}

• z ∈ A, s /∈ A...E(A,A) je elementárńı řez

• pro (u, v) ∈ E: u ∈ A, v /∈ A, f(u, v) = c(u, v)

• pokud u ∈ A, v ∈ A: f(u, v) = 0

| f | = f(A,A)︸ ︷︷ ︸
c(A,A)

− f(A,A)︸ ︷︷ ︸
0

⇒ Pokud se F-F algoritmus (viz 8.6) zastav́ı, vydá maximálńı tok.

Věta 8.16 (minimaxová). f tok, R řez:

max | f | = min c(R)

Důkaz. Bud’ f maximálńı tok. Spust́ıme na f F-F algoritmus (viz 8.6), ten se zastav́ı a vydá
R : c(R) = | f |.

Obrázek 8:

Důkaz (Existence maximálńıho toku). Představ́ıme si f jako funkci v metrickém prostoru
dimenze dle počtu vrchol̊u: (0, 1), an = 1

n , Rm, m = |E|, toky... body Rm

X := {f ∈ Rm| f je tok }, | f | : Rm → R je spojitá. Omezenost: X ⊆ Xi=1...m < 0, c(ci) >
X je uzavřená ⇒ | f | má na X maximum.

Poznámka 8.17 (Zacykleńı F-F algoritmu - 8.6). a0 := 1, a1 := r =
√

5−1
2 , an+2 := an − an+ 1,

rn+2 = rn − rn+1

... vyjde r2 = 1− r Chyb́ı zbytek postupu (viz [2]).

• Inicializace: rezervy (1, r, 0)

• ...

Konec 8. přednášky
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9 Souvislost grafu

Chyb́ı 9. přednáška.

Konec 9. přednášky

Lemma 9.1. Je-li G orientovaný graf a u, v jeho 2 r̊uzné vrcholy, pak min{|R||R je u, v-řez
} = max{|P ||P je množina hranově po 2 disjunktńıch cest z u do v}.

Důkaz. • min |R| ≥ max |P | ...dokonce ∀R∀P |R| ≥ |P |

• min |R| ≤ max |P | ...pokud má G minimálńı řez R o k hranách, pak ∃k disjunktńıch cest.
G→ śıt’

Obrázek 9:

Viz obrázek 9: Zdroj...u, stok...v, c = 1, R je minimálńı řez v śıti ⇒ ∃ tok f velikosti k, a
to celoč́ıselný.
Hladově konstruujeme sled z hran s tokem 1:

x0 := z

pak po libovolné hraně do x1, x2, x3, ... Zastav́ıme se, když:

1. Máme cestu - odebereme ji → tok velikosti k − 1

2. Poprvé xi = xj pro j < i: xj , xj+1, ...xi tvoř́ı artikulaci → odebereme ji

Poznámka 9.2. Pro neorientované grafy (viz obrázek 10):

Obrázek 10:

Odstrańıme triviálńı cirkulace, potom použijeme stejný algoritmus jako v předchoźım lem-
matu.

Věta 9.3 (Ford-Fulkerson). Pro G neorientovaný graf na ≥ vrcholech plat́ı: ∀kc(G) ≥⇔ mezi
∀u, v ∈ V (G), u 6= v, existuje alespoň k hranově disjunktńıch cest.
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D̊ukaz. Pokud máme śıt’ s kapacitami vrchol̊u C : V → R∗0 a (z, s) ∈ E (viz obrázek 11),
převedeme ji takto:

Obrázek 11: Převod ze śıtě s kapacitami vrchol̊u

Sv → S

t.ž. tok v Sv ↔ to v S minimálńı separátor (BÚNO minimálńı řez neobsahuje hrany s kapacitou
χ2) v Sv → minimálńı řez v S |max. tok| = C(minsep)

Lemma 9.4. Bud’ G neorientovaný graf, u, v jeho 2 r̊uzné vrcholy nespojené hranou. Potom:

min{|s||s separuje u od v} = max{|P ||P je množina vnitřně vrcholově disjunktńıch cest u→ v}

Věta 9.5 (Menger). Pro ∀G neorientovaný graf plat́ı:
∀k : kv(G) ≥ k ⇔ mezi ∀u, v ∈ V (G), u 6= v∃ alespoň k vnitřně vrcholově disjunktńıch cest

D̊ukaz. ... Chyb́ı d̊ukaz.

Pozorováńı 9.6. G je 2-souvislý (vrcholově) ⇔ G nemá artikulaci (separátor velikosti 1) a
|V (6)| ≥ 3

Pozorováńı 9.7. G je 2-souvislý ⇔ ∀u, v ∈ V, u 6= v lež́ı na společné kružnici

Definice 9.8. Rozděleńı hrany ... Chyb́ı zněńı definice.

Lemma 9.9. G je 2-souvislý, e ∈ E(G), pak G s podrozdělenou hranou e je také 2-souvislý.

D̊ukaz. Viz obrázek 12 vlevo.

Obrázek 12: Graf vzniklý podrozděleńım hrany
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Obrázek 13: Ušatá konstrukce

Algoritmus 9.10 (“ušatá konstrukce”). Viz obrázek 13... Chyb́ı zněńı algoritmu.

Algoritmus 9.11 (“děĺıćı konstrukce”). ... Chyb́ı zněńı algoritmu.

Věta 9.12 (O syntéze 2-souvislých graf̊u). NTJE:

1. G je 2-souvislý

2. G lze vytvořit z Ck přidáváńım uš́ı

3. G lze vytvořit z K3 přidáváńım a děleńım hran

D̊ukaz. ... Chyb́ı d̊ukaz.

Konec 10. přednášky

10 Skóre grafu

Definice 10.1. Skóre grafu G = (V,E) je posloupnost stupň̊u vrchol̊u G uspořádaná vzes-
tupně. Např. skóre grafu na obrázku 14 je:

(1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 5)

Obrázek 14: Graf z reálného života

Pozorováńı 10.2. (d1, d2, ...dn) je skóre grafu (opačná implikace obecně neplat́ı) ⇒:

1.
∑n

i=1 di je sudý

2. di ∈ Z, 0 ≤ di ≤ n− 1

Pozorováńı 10.3. Skóre grafu graf obecně jednoznačně neurčuje.

16



Věta 10.4. (Havel-Hakimi) Uspořádaná posloupnost celých nezáporných č9sel (d1, d2, ...dn) je
skóre grafu ⇔ pro i = n− dn je posloupnost (d1, d2, ..., di−1, di − 1, di+1 − 1, ...di−1 − 1) je skóre
grafu (po př́ıpadném přeuspořádáńı).

Důkaz. • ⇐: At’ existuje G′ s V ′ = {v1, ...vn−1}, t.ž. deg v1 = d1, deg vi−1 = di−1, deg vi =
di − 1...

G = (V,E), V = V ′ ∪ {vn}

E = E′ ∪ {{vi, vn}, ...{vn−i, vn}}

G má skóre (d1, di−1, di, ...dn−1, (n− 1)− (i− 1) = n− i = dn)

• ⇒:
Q = {G se skore (d1, ...dn)} ± ∅

G0 ∈ Q : |N(vn) ∩ {vi...vn − 1}| je maximálńı
pokud |N(vn) ∩ {vi...vn − 1}| = dn, tak G0 − vn má skore

(d1, ...di−1, di − 1, di+1 − 1, ...di−1 − 1)
√

předpokládejme pro spor, že |N(vn) ∩ {vi...vn − 1}| < dn
tedy ∃j ∈ {i, ...n−1} a {vj , vn} /∈ E a ∃k ∈ {i, ...n−1} a {vk, vn} ∈ E, dále ∃l ∈ {i, ...n−1}
a {vl, vn} ∈ E a {vl, vk} /∈ E, jinak N(vj) ≤ N(vk) a deg(vj) < deg(vk) ⇒ j < k, což je

spor Chyb́ı dokončeńı d̊ukazu.

Věta 10.5. G = (V,E), |V | = n, K3 6⊆ G, tak |E| ≤ n2

4

Věta 10.6. G = (V,E), |V | = n a C4 6⊆ G, tak |E| ≤ 1
2(n3/2 + n)

Důkaz. Dvěma zp̊usoby spočtu podgraf G izomorfńı K1,2

1. p ≤
(
n
2

)
, protože ∀u, v spojuje ≤ 1 cesta délky 2

2.

Chyb́ı pár bod̊u d̊ukazu. ∑
w∈V

degw(degw − 1) ≤ n(n− 1) = n2 − n

∑
w∈V

(degw − 1)2 =
∑
w∈V

(deg2w − 2 degw + 1) ≤
∑
w∈V

(deg2w − degw) + n ≤ n2

xw = (degw − 1), yw = 1∑
w∈V

xwyw =
∑
w∈V

(degw − 1)

Věta 10.7 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). ... Chyb́ı zněńı věty.
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11 Poč́ıtáńı dvěma zp̊usoby

Př́ıklad 11.1. Bn = (2{1,2,...n},⊆)
ω(Bn) = n+ 1

Počet max. řetězc̊u = |Sn| = n!, α(Bn) =?

Věta 11.2. (Spernerova) α(Bn) =
( n
bn2 c
)

Důkaz. α(Bn) ≥
(
n
k

)
, Mk =

({1...n}
k

)
antǐretězec Chyb́ı d̊ukaz.

Př́ıklad 11.3.
K(kn − e) =?(n ≥ 3)

pe = počet koster Kn obsahuj́ıćıch hranu e. Spočtem p = počet dvojic (e, T ). kde e ∈ E, T
kostra Kn, e ∈ T

1. p =
∑

e∈E(Kn) pe =
(
n
2

)
pe

2.

Chyb́ı část př́ıkladu.

Konec 11. přednášky

12 Ramseyovy věty

Chyb́ı 12. přednáška.

Konec 12. přednášky
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