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1 Permutace

Definice 1.1. Permutace je vzájemně jednoznačné zobrazeńı na množině {1, ..., n}

Definice 1.2. Sn je množina všech permutaćı na {1, ..., n}

Definice 1.3. id i = i∀i ∈ {1, ..., n}

1.1 Zadáńı

• tabulkou

• graficky

Obrázek 1: Tabulkou, graficky
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• cyklicky: (1, 2)(3)(4, 5, 6)

• redukovaný cyklicky: (1, 2)(4, 5, 6)

Definice 1.4. Inverzńı permutace: p−1 = y ⇔ p(y) = i

Definice 1.5. Skládáńı permutaćı: (p ◦ q)(i) = q(p(i))

Definice 1.6. Znaménko permutace: sgn p = (−1)n−k, kde k je počet cykl̊u p

Věta 1.7. Necht’ p ∈ Sn, t ∈ Sn transpozice, t = (i, j), pak sgn p = − sgn t ◦ p

Důkaz. 1. i, j padnou do jednoho cyklu p

Obrázek 2: p1

t ◦ p1 = (i, u1, .., us), (j, v1, .., vr)

2. i, j v r̊uzných cyklech p

Obrázek 3: p1, p2

t ◦ (p1), (p2) = (i, v1, v2, .., vr, j, u1, u2, us)

Věta 1.8. ∀ permutace p ∈ Sn lze rozložit na složeńı transpozic

Důkaz. Každý cyklus se rozlož́ı zvlášt’:

(v1, v2, ..., vs) = (vs−1, vs) ◦ ... ◦ (v2, v3) ◦ (v1, v2)

Důsledek 1.9. sgn p = (−1)r, kde r je počet transpozic v rozkladu p

Důkaz. p = t1 ◦ t2 ◦ .. ◦ tr ◦ id

Důsledek 1.10. sgn p ◦ q = sgn p. sgn q

Důkaz. p = t1 ◦ t2 ◦ .. ◦ tr, q = t′1 ◦ t′2 ◦ .. ◦ t′r
Důsledek 1.11. sgn p−1 = sgn p

Důkaz. 1 = sgn(id) = sgn(p ◦ p−1) = sgn(p) sgn(p−1)
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2 Determinant

Definice 2.1. A ∈ Rnxn, determinant A je detA = |A| =
∑

p∈Sn
sgn pa1p(1)a2p(2)..anp(n) =

Obrázek 4: Z definice determinantu

Př́ıklad 2.2. det In = 1

Př́ıklad 2.3. Horńı trojúhelńıková matice A: detA = a11a22..ann

Tvrzeńı 2.4. detAT = detA

Důkaz.

detAT =
∑

p ∈ Sn sgn p

n∏
i=1

(AT )ip(i) =
∑

p ∈ Sn sgn p

n∏
i=1

ap(i)i =

=
∑

p−1 ∈ Sn sgn p−1
n∏
i=1

aip−1(i) =
∑

q ∈ Sn sgn q

n∏
i=1

aiq(i) = det(a)

Pozorováńı 2.5. Obecně detA+B 6= detA+ detB

Věta 2.6 (Řádková linearita determinantu). A ∈ Rnxn, b ∈ Rn, pak det(A + ei.b
T ) = detA +

det(A+ ei(b
T −Ai∗))

Důkaz.

det(A+eib
T ) =

∑
p∈Sn

sgn(p)(
n∏

i 6=j=1

ajp(j))(aip(i)+bp(i)) =
∑
p∈Sn

sgn(p)
n∏
j=1

ajp(j)+
∑
p∈Sn

sgn(p)bp(i)

n∏
i 6=j=1

ajp(j)

Jak elementárńı řádkové úpravy ovlivňuj́ı determinant A′ matice po provedeńı následuj́ıćıch
úprav z A?

Věta 2.7. Vynásobeńı i-tého řádku α ∈ R: detA′ = α detA

Důkaz.

detA′ =
∑

p ∈ Sn sgn pα
n∏
i=1

aip(i)

Důsledek 2.8. detαA = αn detA

Věta 2.9. Prohozeńı i-tého a j-tého řádku: detA′ = −detA

Důkaz. V definici determinantu využijeme sgn(t ◦ p) = − sgn(p)

Důsledek 2.10. Pokud A má 2 stejné řádky, pak detA = 0

Důkaz. detA = −detA⇒ detA = 0

Pozorováńı 2.11. Neplat́ı pro všechna tělesa

Věta 2.12. K j-tému řádku přičteme α-násobek i-tého: detA′ = detA

Důkaz. det(A+ αejAi∗) = detA+ α det( A+ ej(Ai∗ −Aj∗)︸ ︷︷ ︸
i-tý a j-tý řádek jsou v této matici stejné

) = detA
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Konec 1. přednášky

Věta 2.13. (Determinant a regularita) Bud’ A ∈ Rnxn, pak A je regulárńı ⇔ detA 6= 0

Důkaz. A > RREFA A regulárńı ⇒ RREFA je horńı ∆ matice s nenulovou diagonálou
⇒ detA 6= 0 A singulárńı ⇒ RREF(A) obsahuje nulový řádek ⇒ detA = 0

Pozorováńı 2.14. det = mı́ra regularity?

Př́ıklad 2.15. Hilbertova matice Hn: det(H2) 10−1...

Př́ıklad 2.16. det 0, 1.In = 10−1

Lemma 2.17. Bud’ B ∈ Rnxn, E - matice elemen. řádkové úpravy. Pak detEB + detB =
detE detB + 1

Důkaz. 1. Vynásobeńı i-tého řádku č́ıslem α

2. i↔ j det = −1

3. Přičteńı α-násobku i. řádku k j. řádku det = 1

Věta 2.18 (Multiplikativnost determinantu). Bud’ A,B ∈ Rnxn Pak detAB = detAdetB

Důkaz. 1. A sing. ⇒ detA = 0
AB také sing. ⇒ detAB = 0

2. A reg. A = E1E2..Ek
detAB = detE1(E2..EkB) = det(E1) detE2..EkB = .. = det(E1E2..Ek) det(B)

Př́ıklad 2.19. detAk − detAk detA−1 = 1/ detA

Věta 2.20 (Laplace̊uv rozvoj dle i-tého řádku). Bud’ A ∈ Rnxn, i ∈ {1..n}. Pak detA =∑n
j=1(−1)i+jaij detAijAij je matice A bez i-tého řádku a j-tého sloupce.

Důkaz. 1. Necht’ Ai∗ = eTj

Obrázek 5:

(−1)n−i(−1)n−j = (−1)2n−i−j = (−1)i−j detA = (−1)i+j detAij
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Obrázek 6:

2.

Věta 2.21 (Cramerovo pravidlo). Bud’ A ∈ Rnxn reg., b ∈ Rn Pak Ax = b má řešeńı se

složkami xi =
detA+(b−A∗i)eTi

detA

Důkaz. Bud’ x řešeńı Ax = b.
n∑
j=1

A∗jxj = b

detA+ (b−A∗i)eTi = detA∗1A∗2..b..A∗n = det ..(
∑

A∗jxj).. =
n∑
j=1

det ..A∗j ..xi = detAxi

Definice 2.22. A ∈ Rnxn, adjugovaná matice k A je adj(A)ij = (−1)i+j detAji

Věta 2.23. ∀A ∈ Rnxn : A. adj(A) = detAIn

Poznámka 2.24. A reg. ⇒ A−1 = 1
detA adj(A)

Důkaz. (A. adj(A))ij =
∑n

k=1Aik adj(A)kj =
∑

k Aik(−1)k+j detAjk =

1. i = j: rozvoj A dle j-tého řádku = detA

2. i 6= j:

Obrázek 7:

Př́ıklad 2.25. A ∈ Znxn Pak A−1 je celoč́ıselná ⇔ detA = +− 1

Důkaz. 1. ⇒: 1 = detAdetA−1, oba činitelé ∈ Z ⇒ detA = +− 1

2. ⇐: A−1
ij = 1

detA(−1)i+j detAji ∈ Z
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Konec 2. přednášky

2.1 Geometrický význam determinantu

Pozorováńı 2.26. Lineárńı obal... nejmenš́ı VP obsahuj́ıćı X ⊆ Rn

Obrázek 8: Lineárńı obal

L(X) = {
∑

aixi, xi ∈ X, ai ∈ R}

Pozorováńı 2.27. Afinńı obal... nejmenš́ı translace VP obsahuj́ıćı X

A(X) = {
∑

aixi, xi ∈ X, ai ∈ R,
∑

ai = 1}

Pozorováńı 2.28. Konvexńı obal... nejmenš́ı konvexńı množina obsahuj́ıćı X

Obrázek 9: Konvexńı obal

K(X) = {
∑

aixi, xi ∈ X, ai ∈< 0, 1 >,
∑

ai = 1}

Pozorováńı 2.29. Rovnoběžnostěn určený vektory z X

Obrázek 10: Rovnoběžnostěn určený vektory z X

R(X) = {
∑

aixi, xi ∈ X, ai ∈< 0, 1 >}
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Pozorováńı 2.30. Pro vektory x1, ..., xn ∈ Rn sestav́ıme matici A = (x1, x2, ..., xn), poté plat́ı,
že objem rovnoběžnostěnu určeného x1, ..., xn je |detA|

Důkaz (idea). • Směřuj́ı-li x1, ..., xn podél směru souřadnicových os, potom R(X) je kvádr,
jeho objem je součin délek stran = detA, protože A je diagonálńı.

• Ukážeme, že úpravy, které neměńı determinant, neměńı ani objem R(X).

Důsledek 2.31. Je-li f lineárńı zobrazeńı f : Rn′ → Rn a A = [f ]Y Y je matice tohoto zobrazeńı
v̊uči bázi Y , potom se objemy těles měńı

vol f(v) = | detA|. vol v|

Obrázek 11:

3 Polynomy

Definice 3.1. Polynomem (neboli též mnohočlenem) stupně n v proměnné x nad tělesem K
rozumı́me výraz p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0, kde an, ..., a0 ∈ K, an 6= 0. Znač́ıme

p ∈ K(x).
Jednoduchá fakta:

• Mnohočleny lze sč́ıtat, odč́ıtat:

p(x) =
n∑
i=0

aix
i, q(x) =

m∑
i=0

bix
i

BÚNO n ≥ m : (p+ g)(x) =
∑n

i=0(ai + bi)x
i

• Lze násobit skalárem:

αp(x) =
n∑
i=0

αaix
i

• Násobit mezi sebou:

(p.q)(x) =

n+m∑
i=0

rix
i, kde ri =

min i,n∑
j=max 0,i−m

ajbi−j

• Lze je dělit se zbytkem: ∃r, t ∈ K(x) takové, že stupeň t < stupeň q a plat́ı: p = r.q + t.
Konstrukce indukćı: p(x) − an

bm
q(x)xn−m má stupeň ostře menš́ı p ...polynom r zač́ıná

členem an
bm
xn−m

Poznámka 3.2. Neznámou x lze volit z tělesa K, ale i ze složitěǰśıch struktur, např. Knxn:
x ∈ Knxn ⇒ p(x) ∈ Knxn
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Pozorováńı 3.3. Pro p ∈ R(x) plat́ı: (∀x ∈ R : p(x) = 0)⇔ a0, a1, ..., an = 0

Důkaz (sporem). kdyby an 6= 0 zvoĺıme x = 1 + n.max a0, ..., an, potom p(x) = anx
n + ... +

an + a0

Věta 3.4 (Malá Fermatova). ∀a ∈ Zp, a 6= 0 plat́ı, že ap−1 = 1

Důkaz. Zp: {1, ..., p− 1} → {1, ..., p− 1} t→ at bijekce:

p−1∏
i=1

i =

p−1∏
i=1

ai = ap−1
p−1∏
i=1

i

Důsledek 3.5. ∀q ∈ Zp(x)∃r ∈ Zp(x) stupeň r < p− 1 takový, že ∀x ∈ Zp : r(x) = q(x)

Pozorováńı 3.6. Na Zp: q(x) = xp − x je r zbytek z q po vyděleńı xp − x, ale q(x) = 0 pro
∀x ∈ Zp

Definice 3.7. Kořenem polynomu p ∈ K(x) je takové x ∈ K, že p(x) = 0

Př́ıklad 3.8. p(x) = x2 + 1

Věta 3.9. (Základńı věta algebry) Každý mnohočlen stupně alespoň 1 nad C má alespoň kořen.

Důkaz (idea).
p(x) = anx

n + ...+ a1x+ a0 ∈ C(x)

Jak vypadá p(x) aplikovaný na {x : |x| = r} = Dr → “Jak vypadá p(Dr)?”

Obrázek 12: Důkaz základńı věty algebry

Důsledek 3.10. Každý takový mnohočlen lze rozlořit na součin n monomů.

Důkaz. p(x) má kořen r, x− r děĺı p(x) beze zbytku → sńıž́ıme stupeň a aplikujeme indukci.

Konec 3. přednášky

Př́ıklad 3.11 (Vandermondova matice (prokládáńı bod̊u polynomem).

p(x) = an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + ...+ a1x+ a0

tedy
y1 = an−1x

n−1
1 + ...+ a1x1 + a0

y2 = an−1x
n−1
2 + ...+ a1x2 + a0
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...ynx
n−1
1 . . . x1 1

xn−1
2 . . . x2 1
...

... 1


Věta 3.12 (Lagrange).

p(x) =

n∑
k=1

ykpk(x) kde pk(x) =

∏
i 6=k(x− xi)∏
i 6=k(xk − xi)

...proložeńı bod̊u polynomem.

Důkaz. Dosad’me xj , j = 1, ..., n

p(xj) =

n∑
k=1

ykpk(xj) = yj

j 6= k : pk(xj) = 0

j = k : pk(xj) = 1

4 Vlastńı č́ısla

Definice 4.1. Bud’ A ∈ Rnxn (Cnxn). Pak λ ∈ C je vlastńı č́ıslo A, x ∈ Cn je vlastńı vektor A,
pokud Ax = λx, x 6= 0. Vlastńı vektor neńı jednoznačný.

Věta 4.2 (Charakterizace vlastńıch č́ısel). λ je vlastńı č́ıslo matice A⇔ det(A− λIn) = 0

Důkaz. λ je vlastńı č́ıslo ⇔ ∃x 6= 0 : Ax = λx ⇔ Ax = λIx = θ ⇔ (A.λI)x = θ ⇔ A.λI je
singulárńı ⇔ detA− λI = 0

Definice 4.3. Charakteristický polynom A: pA(λ) = det(A− λI)

Definice 4.4. Spektrum je množina vlastńıch č́ısel. Spektrálńı poloměr: ς(A) = max |λi|i=1...n

Věta 4.5. (vlastńı č́ısla trojúhelńıkové matice) A je trojúhelńıková matice. Potom jsou jej́ı
vlastńı č́ısla a11, a22, ..., ann

Důkaz. detA− λI = (a11 − λ)(a22 − λ)...(ann − λ)
priklad In... vlastńı č́ıslo 1 (vynásobeńı)

Věta 4.6. (součin a součet vlastńıch č́ısel) A ∈ Rnxn, λ1, ..., λn vlastńı č́ısla.

1. prodni=1λi = detA

2.
∑n

i=1 λi = a11 + a22 + ...+ ann

Důkaz. 1. detA− λI = (−1)n(λ− λ1)...(λ− λn), λ = 0 : detA = λ1λ2...λn
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2. koeficient u λn−1 : napravo:

(−1)n(−λ1 − λ−λ3...− λn) = (−1)n−1(λ1 + ...+ λn)

nalevo:

det


a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a21 − λ
...

...
. . .

...

 > uλn−1

Věta 4.7. (vlastńı č́ısla reálné matice) Bud’ A ∈ Rnxn, λ ∈ C jej́ı vlastńı č́ıslo. Pak λ je také
vlastńı č́ıslo A.

Důkaz.
pA(λ) = (−1)nλn + an−1λ

n−1 + ...+ a1λ+ a0 = 0

pA(λ) = (−1)nλ
n

+ an−1λ
n−1

+ ...+ a1λ+ a0 = 0

Věta 4.8. (regularita a vlastńı č́ısla matic) matice A ∈ Rnxn je regulárńı ⇔ 0 neńı vlastńım
č́ıslem A.

Důkaz. 0 je vlastńı č́ıslo ⇔ detA− 0.In = 0⇔ A je singulárńı

4.1 Diagonalizovatelnost

motivace

• A matice lineárńıho zobrazeńı f : V → V vzhledem k bázi B

• S matice přechodu od B k B′

• ⇒ matice f v̊uči B′ je SAS−1

Definice 4.9. Matice A,B ∈ Rnxn jsou podobné, pokud ∃ regulárńı matice S tak, že A =
SBS−1.

Definice 4.10. Matice A je diagonalizovatelná, pokud je podobná nějaké diagonálńı matici.

Věta 4.11. Podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla

Důkaz. A = SBS−1

pA(λ) = det(A− λI) = det(SBS−1 − SλS−1) = det(S(B − λ)S−1) =

detS det(B − λ) detS−1 = det(B − λ) = pB(λ)
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Konec 4. přednášky

Věta 4.12 (Charakterizace diagonalizovatelnosti matic). A ∈ Cnxn je diagonalizovatelná ⇔
má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u

Důkaz. 1. ’⇒’ necht’ ∃S : S−1AS = Λ =

λ1 0
. . .

0 λn


AS = SΛ

i-tý sloupeček(AS)∗i = AS∗i

(SΛ)∗i = SΛ∗i = Sλiei = λiS∗i

S∗i je vlastńı vektor k λi, ∃n lineárně nezávislých vektor̊u (sloupce S)

2. ’⇐’ x1, ..., xn lineárně nezávislé vlastńı vektory. Chceme ověřit S−1AS = Λ, AS = SΛ:

(AS)∗i = AS∗i = Axi = λixi = λiS∗i = λiSei = (SΛ)∗i

kde

Λ =

λ1 0
. . .

0 λn


Věta 4.13 (Vlastńı vektory pro r̊uzná vlastńı č́ısla). Necht’ A má vlastńı č́ısla λ1, ..., λn navzájem
r̊uzná. Pak odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory x1, ..., xn jsou lineárně nezávislé.

Důkaz. indukćı

1. n = 1 ... plat́ı

2. n← n− 1:
α1x1 + ...+ αnxn = Θ

A(α1x1 + ...+ αnxn) = α1Ax1 + ...+ αnAxn = α1λ1x1 + ...+ αnλnxn = Θ

Odečteme od rovnice λn(α1x1 + ...+ αnxn) = Θ:

α1(λ1 − λn)x1 + ...+ αn(λn − λn)xn = Θ

α1(λ1 − λn)x1 + ...+ αn−1(λn−1 − λn)xn−1 = Θ

Ty jsou linerárně nezávislé, tedy:

α1, ..., αn = Θ⇒ α1λ1x1, ..., αn−1λn−1xn−1 = Θ

Tedy αnλnxn = Θ⇔ αn = Θ.

Př́ıklad 4.14.
A = SΛS−1

A2 = SΛS−1SΛS−1 = SΛ2S−1

A3 = SΛ3S−1

Ak = SΛkS−1

A∞ = lim
k→∞

Ak = S

λ
∞
1 0

. . .

0 λ∞n

S−1

1. konverguje, pokud |λi| < 1∀i

2. diverguje, pokud |λi| > 1 pro nějaké i
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4.2 Symetrické matice

Poznámka 4.15. (Matice v C)

1. transpozice AT → hermitovská transpozice A∗: (A∗ij = aji)

2. A symetrická → A hermitovská: A = A∗

3. Q ortogonálńı → Q unitárńı: QQ∗ = I

Věta 4.16. (vlastńı č́ısla symetrických matic) Bud’ A reálná symetrická (komplexńı hermi-
tovská) matice. Pak A má reálná vlastńı č́ısla.

Důkaz. bud’ λ ∈ C vlastńı čislo A, x ∈ Cn vlastńı vektor, ||x|| = 1⇒ X∗X = 1

Ax = λx/x∗

x∗Ax = λx∗x = λ/()∗

(x∗Ax)∗ = λ

x∗A∗x = λ⇒ λ = λ⇒ λ ∈ R

Věta 4.17. (spektrálńı rozklad symetrických matic) Bud’ A symetrická reálná matice. Pak ∃
ortogonálńı Q a diagonálńı Λ : A = QΛQT .

Poznámka 4.18. Vlastńı vektory symetrických matic jsou ortogonálńı

Důkaz. indukćı podle n

1. n = 1 plat́ı

2. n ← n − 1: Bud’ λ vlastńı čisla A, x vlastńı vektor, xTx = 1. Q = (x|...) rozš́ı̌reńı na
ortogonálńı matici

Ax = λx→ (A− λI)x = θ

QT (A− λI)Q︸ ︷︷ ︸
(0|...)

=


0 0 ... 0
0
... A′

0


A′ je symetrická matice řádu n − 1 Z indukčńıho předpokladu: A′ = Q′Λ′Q′T , Q′ orto-
gonálńı, A′ diagonálńı

0 0 ... 0
0
... A′

0

 =


1 0 ... 0
0
... Q′

0




0 0 ... 0
0
... Λ′

0




1 0 ... 0
0
... Q′T

0


QT (A− ΛI)Q = R(...)RT

A− λI = QR(...)RTQT

A = QR(...)(QR)T + λQR(QR)T

A = QR


0 0 ... 0
0
... Λ′ + λI
0

 (QR)T
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Konec 5. přednášky

Důsledek 4.19. Asymetrická vlastńı č́ısla λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn

λ1 = max
x∈Rn||x||=1

xTAx

λn = min
||x||=1

xTAx

Důkaz. 1. ≥: ∃ vlastńı vektor x1︸︷︷︸
||x1||=1

: Ax1 = λ1x1/x
T
1

xT1 Ax1 = λ1x
T
1 x1 = λ1

2. ≤: x ∈ Rn: ||x|| = 1

xTAx = xTQΛQTx = (QTx)TΛQTx
substituce

= yTΛy = yT


λ1y1

λ2y2
...

λnyn

 =
n∑
i=1

λiy
2
i ≤

∑
i

λ1y
2
i =

= λ1

n∑
i=1

y2
i = λ1 = ||y||2

max
||x||=1

xTAx ≤ λ1

4.3 Jordanova normálńı forma

Definice 4.20. Jordanova buňka: Jk(λ) =


λ 1 ... 0

. . .
...

. . . 1

0
. . . λ

 , kxk, λ ∈ C

Definice 4.21. Jordanova normálńı forma:

J =


Jk1(λ1) 0

Jk2(λ2)
. . .

0 Jkn(λn)

 , λ1, ..., λn ∈ C; k1, .., km ∈ N

Věta 4.22 (O Jordanově normálńı formě). Každá matice A ∈ Cn×n je podobná matici maj́ıćı
Jordanovu formu.

Důkaz. Nebude, je moc složitý

Poznámka 4.23. Počet Jordanových buněk Jk(λ) matice A je roven rank((A − λI)k−1) −
2 rank((A−λI)k)+rank((A−λI)k+1) Navic Jordanova forma je až na pořad́ı buněk jednoznačná.

Věta 4.24 (Oldenburger). Matice A ∈ Rn×n : ς(A) < 1⇔ limk→∞A
k = 0

13



Důkaz (idea).
A = SJS−1

A2 = SJS−1SJS−1 = SJ2S−1

k →∞ : Ak = SJkS−1 → 0

xk+1 = Axk = Akx1

Důsledek 4.25. ς(A) < 1⇒ (I −A)−1 = I +A+A2 + ...

Důkaz.
I +A+A2 + ... = (I −Ak+1

→0 )(I −A)−1 /k →∞

I +A+A2 + ... = (I −A)−1

Poznámka 4.26. (Nestabilita Jordanovy normálńı formy)

A =

(
1 1
0 1

)

ε 6= 0 : A(ε) =

(
1 1
0 1 + ε

)
...JNFje

(
1 0
0 1 + ε

)

Věta 4.27 (Cayley-Hamilton). A ∈ Rn×n, pa(λ) = (−1)nλn + an−1λ
n−1 + ... + a1λ + a0. Pak

(−1)nAn + an−1A
n−1 + ... + a1A + a0I = 0n×n. Tedy: “Matice je kořenem svého reálného

polynomu.”

Důkaz.
(A− λI) adj(A− λI) = det(A− λI)I

adj(AλI) = λn−1Bn−1 + ...+ λB1 +B0

Pro určité B0, ..., Bn−1 ∈ Rn×n

(AλI)(λn−1Bn−1 + ...+ λB1 +B0) = ((−1)nλn + an−1λ
n−1 + ...+ a1λ+ a0)I

Bn−1λ
n + (ABn−1 −Bn−2)λn−1 + ...+ (AB1 −B0)λ+AB0 = ((−1)nIλn + ...+ a1Iλ+ a0I

λn : −Bn−1 = (−1)nI

λj : ABj −Bj−1 = aJI

AB0 = a0I

Př́ıklad 4.28. A−1 je lineárńı kombinace I, A,A2, ..., An− 1

(−1)nAn + an−1A
n−1 + ...+ a1A+ a0I = 0

1

−a0
((−1)nAn + an−1A

n−1 + ...+ a1A) = I

...

14



Konec 6. přednášky

4.4 Teorie nezáporných matic

(Též Perron-Frobeniova)

Věta 4.29. A ∈ Rn×n

1. Pokud A ≥ 0, pak nejvěťśı vlastńı č́ıslo v absolutńı hodnotě je reálné nezáporné a odpov́ıdá
mu nezáporný vlastńı vektor.

Obrázek 13:

2. A > 0 ⇒ nejvěťśı vlastńı č́ıslo v absolutńı hodnotě je reálné kladné a je jediné. Jemu
odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor je kladný a je to jediný vlastńı vektor s touto vlastnost́ı.

Věta 4.30 (Rayleigh quotient). A ∈ Rn×n, x vlastńı vektor. Pak λ = xTAx
xT x

je vlastńı č́ıslo
odpov́ıdaj́ıćı x.

Důkaz. Ax = λx
xTAx = λxTx

λ =
xTAx

xTx

Poznámka 4.31 (Mocninná metoda). dáno 0 ∈ R
while změna do
xi+1 := Axi
xi+1 := xi+1

||xi+1||
i := i+ 1

end while

xi,
xTi Axi

xTi xi

Tvrzeńı 4.32. Předpoklady: A má vlastńı č́ısla λ1, λ2, ..., λn, |λ1| > |λ2| ≥ ... ≥ |λn|, vlastńı
vektory v1, v2, ..., vn lineárně nezávislé, x0 má nenulovou složkovou souřadnici v̊uči v1. Pak xi

konverguje k v1,
xTi AXi

xTi xi
konverguj́ı k λ1.

Důkaz. x0 =
∑n

i=1 αivi
x1 = Ax0

x2 = Ax1 = AAx0 = A2x0

15



xi =
Aix0

||Aix0||

xi =
1

||Aix0||
Ai(
∑
j

djvj) = ... =
λi1

||Aiλ0||
(α1v1 +

n∑
j=2

αj(
λj
λ1

)ivj)︸ ︷︷ ︸
i→∞→ 0

|λj
λ1

< 1|

Věta 4.33 (Companion matrix (Matice společnice)). p(x) = an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0, Cp viz

obr. 14

Obrázek 14: Companion matrix

Vlastńı č́ısla C(P ) jsou kořeny P (x)

Obrázek 15: Část d̊ukazu Cp

Důkaz.
PC(P )

λ = viz obr. 15 = (−1)1+n(−P (x)) det In−1 = (−1)nP (x)

Věta 4.34. A symetrická, λ1, ..., λn vlastńı č́ısla, v1, ..., vn odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory (vi⊥vj∀i 6=
j)||vi|| = 1. B = A − λ1v1v

T
1 má vlastńı č́ısla 0, λ2, ..., λn, k tomu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory

v1, ..., vn

16



Důkaz. v1 : Bv1 = (A− λ1v1v
T
1 )v1 = Av1 − λ1v1v

T
1 v1 = λ1v1 − λ1v1 = 0

vi, i 6= 1 : Bvi = (A− λ1v1v
T
1 )vi = Avi − λ1v1(vT1 vi) = λivi

Tvrzeńı 4.35. A, vlastńı č́ıslo λ, vlastńı vektor v.

1. αA: vlastńı č́ıslo αλ, vlastńı vektor v

2. A2: vlastńı č́ıslo λ2, vlastńı vektor v

3. A−1: vlastńı č́ıslo λ−1, vlastńı vektor v

4. AT : vlastńı č́ıslo λ, vlastńı vektor neznámý

Důkaz. 1. (αA)v = α(Av) = αΛ

2. Av = λv
A2v = λAv = λλv

3. Av = λv
Iv = λA−1v

1

λ
v = A−1v

4. detA− λI = 0
detAT − λI = 0

Konec 7. přednášky

4.5 Gerschgorinovy disky

Věta 4.36. A ∈ Cn×n, necht’ λ je vlastńı č́ıslo A. Pak λ lež́ı v kruhu o středu aii a poloměru∑n
j=1 |aij | pro nějaké i ∈ {1, .., n}, viz[2]

Důkaz. λ... vlastńı vektor x 6= θ
k = arg max

j=1..n
|xj |

(xk = max
j
|xj |)

Ax = λx, k-tá rovnost
n∑
j=1

akjxj = Ak ∗ x = λxk

λ =
∑

j=1//j 6=k

akj
xj
xk

+ akk

|λ− akk| = |
∑
j 6=k

akj
xj
xk
| ≤

∑
j 6=k
|akj |

|xj |
|xk|
≤
∑
j 6=k
|akj |

Důsledek 4.37. |λ| ≤ maxk=1..n
∑

j=1 |akj|

Př́ıklad 4.38. Postačuj́ıćı podmı́nka pro regularitu A: ∀i = 1..n : |aii| >
∑

j 6=i |aij | (diagonálně
dominantńı), pak A je regulárńı. (0 neńı v žádném disku)
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5 Positivně definitńı matice

Definice 5.1. Symetrická matice A je positivně definitńı, pokud xTAx > 0∀x ∈ Rnx 6= θ

Definice 5.2. Symetrická matice A je positivně semidefinitńı, pokud xTAx ≥ 0∀x ∈ Rn

Poznámka 5.3. Pokud je A positivně definitńı, je A positivně semidefinitńı

Př́ıklad 5.4. 0n... postitivně semidefinitńı,
In... positivně definitńı,
xT Ix = xTx < ||x||22

Věta 5.5. (Operace s positivně definitńımi maticemi)

1. A,B pos. def. ⇒ A+B také

2. α > 0, A pos. def. ⇒ αA je pos. def.

3. A je pos. def. ⇒ A−1 také

Důkaz. 1. xT (A+B)x = xTAx+ xTBx > 0∀x 6= θ

2. xT (αA)x = α(xTAx) > 0∀x 6= 0

3. (a) Ax = 0⇒ xTAx = 0⇒ x = θ

(b) x 6= θ ⇒ xTA−1x = (xTA−1)︸ ︷︷ ︸
yT

A (A−1x)︸ ︷︷ ︸
y 6=0

= yTAy > 0

Poznámka 5.6. A ne nutně symetrická:

xT (
A+AT

2
)x =

1

2
xTAx+

1

2
xTATx = xTAx

Věta 5.7. (charakterizace pos. def.) Následuj́ıćı tvrzeńı jsou pro A ∈ Rn×n symetrickou matici
ekvivalentńı:

1. A je pos. def.

2. A má kladná vlastńı č́ısla

3. ∃U ∈ Rm×n s lineárńı nezávislými sloupci tak, že A = UTU

Důkaz. 1. 1⇒ 2: λ vlastńı č́ıslo, x vlastńı vektor

Ax = λx

xTAx = λxTx

⇒ λ > 0

2. 2 ⇒ 3: spektrálńı rozklad (Q ortog., Λ′ má na diagonále druhé odmocniny λi) A =
QΛQT = QΛ′︸︷︷︸

UT

Λ′TQT︸ ︷︷ ︸
U

, U ... regulárńı

3. 3⇒ 1: x 6= θ
xTAx = (xTUT )(Ux) = (Ux)TUx = ||Ux||2 > 0
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Věta 5.8 (rekurentńı vzoreček na pos. def.). A sym. řádu n, A =

(
α aT

a B

)
A je pos. def.

⇔ α > 0 ∧B − 1
αaa

T je pos. def.

Důkaz. • ⇐: bud’ x 6= θ, x =
(
β
y

)
xTAx = (β|yT )

(
α aT

a B

)
(
β

y
) = ... = αβ2+βaT y+yTβa+yTBy = ... = (...)2+yT (B− 1

α
aaT )y ≥ 0

Nula, když y = θ, β = 0

• ⇒: xTAx
α = eT1 Ae1 > 0

y ∈ Rn−1, y 6= 0

yT (B − 1

α
aaT )y = yTBy − 1

α
yTaaT y = (...)(...)(...) > 0

y 6= θ ⇒ x 6= θ

Konec 8. přednášky

5.1 Choleského rozklad

Věta 5.9 (Choleského rozklad). Symetrická matice A řádu n je positivně definitńı právě tehdy,
když se dá rozložit na A = LLT , kde L je čtvercová dolńı trojúhelńıková matice s kladnou
diagonálou. Nav́ıc L je určená jednoznačně.

Důkaz. (⇒: Indukćı)

• n = 1: a11 =
√
a11
√
a11, L = (

√
a11)

• n← n− 1:

A =

(
α aT

a B

)
je positivně definitńı→ α > 0, B − 1

α
aaT je positivně definitńı

podle indukčńıho předpokladu: B − 1
αaa

T = L̃L̃T , kde L̃ je dolńı trojúhelńıková matice s
kladnou diagonálou.

A =

(
α aT

a B

)
= LLT =

(
β o

b L̃

)(
β b

o L̃T

)
=

(
β2|βbT

βb|bbT + L̃L̃T

)
β =
√
α

b =
1

β
a =

1√
α
a

B
=
?

1√
α
aaT + L̃L̃T

B
=
?

1√
α
aaT + L̃L̃T

B − 1√
α
aaT = L̃L̃T
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⇐: Vı́me: L je regulárńı... LLT je positivně definitńı
Důkaz jednoznačnosti:

L1 =

(
β1 Θ

b1 L̃1

)
, L2 =

(
β2 Θ

b2 L̃2

)

L1L
T
1 =

(
β2

1 β1b
T
1

β1b1 b1b
T
1 + L̃1L̃

T
1

)
L2L

T
2 =

(
β2

2 β2b
T
2

β2b2 b2b
T
2 + L̃2L̃

T
2

)
β2

1 = β2
2 ⇒ β1 = β2 ⇒ b1 = b2

b1b
T
1 + L̃1L̃

T
1 = b2b

T
2 + L̃2L̃

T
2 = B

L̃1L̃
T
1 = L̃2L̃

T
2 = B − 1√

α
aaT

L̃1 = L̃2 - spor

Algoritmus 5.10 (Choleského rozklad). L = On×n

for k = 1 to n do
α = akk −

∑k−1
i=1 l

2
ki

if α ≤ 0 then
A neńı positivně definitńı, konec

else
lkk =

√
α

∀i = k + 1...n : lik = 1
lkk

(aik −
∑k−1

j=1 lijlkj
end if

end for

5.2 Positivně definitńı matice a skalárńı součin v Rn

Věta 5.11. (Positivně definitńı matice a skalárńı součin) < x, y > je skalárńı součin na Rn
⇔< x, y >= xTAy pro určitou positivně definitńı matici A

Důkaz. ⇐:

1. < x, y >= xTAx ≥ 0 a rovnost jen pro x = θ

2. < αx, y >= α < x, y >
< αx, y >= (αx)TAy = α(xTAy) = α < x, y >

3. < x+ y, z >=< x, z > + < y, z >
< x+ y, z >= (x+ y)TAz = xTAz = yTAz

4. < x, y >=< y, x >
(xTAy)T = yTAx

⇒:

< x, y >=<
n∑
i=1

xiei,
n∑
j=1

yjej >=
n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj < ei, ej >
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Definujeme: aij :=< ei, ej > symetrická∑
i

∑
j

xiyjaij = xTAy

A je positivně definitńı. xTAx =< x, x >≥ 0 a rovnost jen pro x = θ

Poznámka 5.12.
||x|| :=

√
< x, x >

||x||A :=
√
xTAx

Věta 5.13. (Odmocnina z matice) Pro každou positivně semidesivńı matici A∃ positivně semidefinitńı
B : B2 = A

Důkaz. Spektrálńı rozklad: A = QΛQT , Q ortogonálńı.

Λ =

λ1 0
. . .

0 λn

 , λ1...λn ≥ 0

Λ′ =

 ∗√λ1 0
. . .

0 ∗√λn


B =

QΛ′QT

B2
= QΛ′QTQΛ′QT = QΛ′2QT = QΛQT = A

B positivně semidefinitńı.

Konec 9. přednášky

5.3 Kvadratické formy

Chyb́ı 10. přednáška.

Konec 10. přednášky

6 Převod matice do diagonálńıho tvaru

Spektrálńı rozklad: A = QΛQT

Je-li SAST diagonálńı, tak počet kladných (záporných, nulových) diagonálńıch hodnot = počtu
kladných (záporných, nulových) vlastńıch č́ısel A.

Jak diagonalizovat?

Ek...E1.A.E
T
1 ...E

T
k ⇒ Pomoćı gaussovy eliminace

Př́ıklad 6.1. Elipsoidy: xTAx = 1, A n× n positivně definitńı.

A = QΛQT

xTQ︸︷︷︸
=y

ΛQTx = 1
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yTΛy = 1

λ1y
2
1λ2y

2
2 + ...+ λny

2
n = 1

Obrázek 16: Elipsa

poloosy: e1...en
délky: 1/

√
λ1..., 1/

√
λn

zpět k x: x = Qy: elipsoid:

• poloosy: ei > Qei = Q∗i = i-té vlastńı vektor A

• délky: 1/
√
λi

Př́ıklad 6.2. Kvadriky: xTAx+Bx+ c = 0 (pro n = 2 jsou to kuželosečky)

7 QR rozklad

7.1 Householderova transformace

Definice 7.1. Bud’ x 6= θ, Householderova matice je H(x) = I − 2xx
T

xT x

Obrázek 17: Householderova matice

Tvrzeńı 7.2. H(x) je symetrická a ortogonálńı
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Důkaz. • symetrická: součet symetrických

• ortogonálńı:

I
=
?H(x)TH(x) = H(x)2 = (I − 2

xxT

xTx
)2 = I − 4

xxT

xTx
+ 4

1

(xTx)2
x xTx︸︷︷︸

skalár

xT = ... = I

Věta 7.3. (použit́ı H(x) Mějme x, y ∈ Rn, ||x|| = ||y||, pak y = H(y − x)x.

Důkaz.

H(y − x)x = (I − 2
(y − x)(y − x)T

(y − x)T (y − x)
)x = x− 2

(y − x)Tx

(y − x)T (y − x)
(y − x) = ... = y

Důsledek 7.4. Bud’ x ∈ Rn a definujme:

H =

{
H(x− ||x||e1) pokud x− ||x||e1 6= θ
I jinak

Pak Hx = ||x||e1

Důkaz. 1. x = ||x||1... H = I
Hx = Ix = x = ||x||e1

2. x 6= ||x||e1, dle věty:
H(x− ||x||e1) = H(−x+ ||x||e1︸ ︷︷ ︸

y

)

y = H(y − x)x

||x||e1 = H(||x||e1 − x)x

Poznámka 7.5.
A = (a|A′)

H.a = ||a||e1

H.A =

 ≥ 0

0 Ã
...


Věta 7.6 (QR rozklad). Bud’ A ∈ Rm×n. Pak ∃ ortogonálńı Q ∈ Rm×m a horńı trojúhelńıková
R ∈ Rm×n, která má na diagonále nezáporná č́ısla tak, že A = QR.

Důkaz. Indukćı dle n:

1. n = 1: A = (a)

Pak ∃ Householderova matice H : HA = Ha = ||a||e1 =


||a||

0
...
0

. Tedy A = HTR.
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2. n← n− 1: a = A∗1
Pak ∃ Householderova matice H1 :

||a||e1 = H1a = H1A∗1 = (H1A)∗1

H1A =


||a|| bT

0
... A′

0


A′...(m− 1)× (n− 1), podle indukce ∃ rozklad

A′ = Q′R′/Q′T

kde Q′ ortogonálńı řádu m− 1, R′ je (m− 1)× (n− 1) horńı trojúhelńıková s nezápornou
diagonálou. (

1 0T

0 Q′T

)
H1A =

(
1 0T

0 Q′T

)(
||a|| bT

0 A′

)
=

(
||a|| bT

0 Q′TA′

)
= R

A tedy:

Q =

(
1 0T

0 Q′T

)
H1

Konec 11. přednášky

Algoritmus 7.7 (QR rozklad). (viz prezentace[2])

Věta 7.8 (Jednoznačnost QR rozkladu). A je regulárńı ⇒ QR rozklad je jednoznačný a R má
na diagonále kladné hodnoty.

Důkaz. 1. A = QR⇒ R je regulárńı ⇒ diagonála > 0

2. sporem
A = Q1R1 = Q2R2/Q

T
2 zleva, R−1

1 zprava

U = QT2 Q1︸ ︷︷ ︸
ortogonálńı

= R2R
−1
1

U je ortogonálńı a horńı trojúhelńıková s kladnou diagonálou

Obrázek 18:

I = QT2 Q1 = R2R
−1
1

Tedy Q1 = Q2, R1 = R2 ⇒ spor.
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7.2 QR a soustavy rovnic

Ax = b, A regulárńı
A = QR : QRx = b/QT

Rx = QT b

Řešeńı zpětnou substitućı. Oproti GE spotřebuje zhruba 2x v́ıce aritmetických operaćı, je však
stabilněǰśı.

7.3 QR a metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Ax = L, A ∈ Rm×n:
x = (ATA)−1AT b, A má lineárně nezávislé sloupce
pomoćı QR:

A = QR = (Q1Q2)

(
R1

0

)
= Q1R1

R1 je regulárńı, Q1... prvńıch n sloupc̊u Q

(ATA)−1AT b = ... = R−1
1 QT1 b

x je řešeńım R1x = QT1 b

Obrázek 19:

7.4 QR a projekce

A...s lineárně nezávislých sloupc̊u
projekce x do S(A) je x = A(ATA)−1ATx
přes QR rozklad:

A = QR = Q1R1

x′ = Q1R1R
−1
1 QT1 x = Q1Q

T
1 x

7.5 QR a ortogonalizace

A má lineárně nezávislé sloupce. Chceme ortogonalizovat sloupce A, A = Q1R1. S(A) = S(Q1),
sloupce Q tvoř́ı ortonormálńı bázi S(A)
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7.6 QR a vlastńı č́ısla

Algoritmus 7.9 (QR algoritmus). A0i := A
k-tá iterace:

• QR rozklad Ak = QkRk

• Ak+1 = RkQk

• k + +

Věta 7.10. V k-tém kroku QR algoritmu (viz 7.9) má matice Ak stejná vlastńı č́ısla jako A

Důkaz.
Ak+1 = QTk QkRk︸ ︷︷ ︸

Ak

Qk = QTkAkQk

Ak+1, Ak jsou podobné, tedy maj́ı stejná vlastńı č́ısla

• skoro vždy konverguje k matici horńı trojúhelńıkové

Obrázek 20: Horńı trojúhelńıková matice

• komplexńı vlastńı č́ısla

Obrázek 21: Téměř horńı trojúhelńıková matice

8 SVD rozklad

(singular value decomposition)

Věta 8.1 (SVD rozklad). A ∈ Rm×n. Pak existuje ortogonálńı X ∈ Rm×m, Y ∈ Rn×n a
Σ ∈ Rm×n tvaru:

Σ =



σ1 0 0
0 σ2 0

0
. . .

σr
. . .

0 0 0
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σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > 0

(singulárńı č́ısla A, určeny jednoznačně) tak, že A = XΣY T

Důkaz. Je složitý, s úskaĺımi, u zkoušky nebude.

Algoritmus 8.2 (Výpočet SVD). Spektrálńı rozklad AAT = XΛXT , X ortogonálńı, v Λ vlastńı
č́ısla řazena sestupně.
Spektrálńı rozklad ATA = Y Λ′Y T , Y ortogonálńı, v Λ′ vlastńı č́ısla řazena sestupně. Pak SVD
rozklad je A = XΣY T a Σ je sestavená z odmocnin vlastńıch č́ısel.

Důkaz.
A = XΣY T

AAT = XΣY TY︸ ︷︷ ︸
I

ΣTXT = XΣΣTXT = X

σi =
√
λi

Pro Y analogicky.

Poznámka 8.3.

σi(A) =
√
σi(ATA) =

√
σi(AAT )

speciálně A symetrická:
σi(A) = |λi(A)|

Chyb́ı zbytek poznámky.

Konec 12. přednášky

8.1 SVD a numerický rank

A = X



σ1 0 0
0 σ2 0

0
. . .

σr
. . .

0 0 0


Y T

rank(A) = r

ε > 0 ... σ1, ..., σs ≥ ε, σs+1, ..., σr < ε, numerický rank je s
ε = min(m,n)σ1...přesnost aritmetiky

8.2 SVD a pseudoinverze (Moore-Penrose)

A = X



σ1 0 0
0 σ2 0

0
. . .

σr
. . .

0 0 0


Y T
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A ... m× n, pseudoinverze:

A+ = Y



σ−1
1 0 0

0 σ−1
2 0

0
. . .

σ−1
r

. . .

0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Σ∗ (moje označeńı, abych ji ńıže nemusel opisovat..)

XT

Věta 8.4 (Vlastnosti pseudoinverze). 1. A reg ⇒ A+ = A−1

2. (A+)+ = A

3. AA+A = A

4. A+AA+ = A+

5. (A+A)T = A+A

6. (AA+)T = AA+

...ale obecně AA+ 6= A+A, (AB)+ 6= B+A+

Důkaz. 1. A reg: A = XΣY T

2. AA+ = X ΣY TY Σ∗︸ ︷︷ ︸
I

XT = I ⇒ AT = A−1

3. AA+A = XΣY TY Σ∗XTXΣY T = XΣY T = A

8.3 SVD a komprese obrazu

A, aij = stupeň šedi

A = X



σ1 0 0
0 σ2 0

0
. . .

σr
. . .

0 0 0


Y T

Xk, Yk ...prvńıch k sloupc̊u X, Y

(XrX
′
r)

(
S 0
0 0

)(
Y T
r

Y
′T
r

)
= (XrX

′
r)

(
SY T

r

0

)
= xrSYr

v SVD rozkladu máme: mr + nr + r = (m+ n+ 1)r, komprese

A′ = Xk


σ1 0 0
0 σ2 0

0
. . .

σk

Y T
k

k ≤ r, k = r − n
komprimována:

(m+ n− 1)k

(m+ n− 1)r
=
k

r
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8.4 SVD a geometrie lineárńıho zobrazeńı

y = Ax, A reg, A = XΣY T , A−1 = Y Σ−1XT

Poznámka 8.5. Kam se zobraźı jednotková koule?

1 = ||X||2 = ||A−1AX||2 = ||A−1y||2 = || Y︸︷︷︸
ortogonálńı

Σ−1XT y︸ ︷︷ ︸
vektor

||2 = ||Σ−1XT y︸︷︷︸
z

||2 =

= ||


σ−1

1 0 0

0 σ−1
2 0

0
. . .

σ−1
r

 z||2 = ||


z1
σ1
...
zr
σr

 =
z2

1

σ2
1

+ ...+
z2
r

σ2
r

Elipsoid s poloosami délek σ1,...,σr

• mı́ra deformace: σ1
σr

• speciálně: A ortogonálńı: 1
1

8.5 SVD a maticová norma

||A||2 := σ1(A)

A n× n reg... σn = min ||A−B||2, B sing

Definice 8.6 (č́ıslo podmı́něnosti).

k(A) = ||A||||A−1||

speciálně

k2(A) = ||A||2||A−1||2 =
σ1

σn
≥ 1

Poznámka 8.7 (Pravidlo palce). k2(A)1̃0p ⇒ Gaussem ztrat́ıme p desetinných mı́st přesnosti.

Př́ıklad 8.8. Ortogonálńı matice k2(A) = 1

Př́ıklad 8.9. Hilbertova matice (Hn)ij = 1
i+g−1

k2(H5)1̃05

k2(H10)1̃013

Ax ≤ b⇒ min

Konec 13. přednášky
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