
Kapitola 4

Státnice - NP-úplnost

4.1 T°ídy P a NP, polynomiální p°evody, NP-úplnost

De�nice (Úloha)

• Úloha je situace, kdy pro daný vstup (instanci úlohy) chceme získat výstup se zadanými vlastnostmi.

• Optimaliza£ní úloha je úloha, kde cílem je získat optimální (zpravidla nejv¥t²í nebo nejmen²í) výstup s danými
vlastnostmi.

• Rozhodovací problém je úloha, jejímº výstupem je ANO/NE.

De�nice (Kódování vstup·)

Kaºdá instance problému Q je kódována jako posloupnost 0 a 1, tj. instance je slovo v abeced¥ {0, 1}∗. Kódy v²ech
instancí problému Q tvo°í jazyk L(Q) nad abecedou {0, 1}∗, který se d¥lí na

• L(Q)Y � kódy instancí s odpov¥dí ANO (jazyk kladných instancí)

• L(Q)N � kódy instancí s odpov¥dí NE (jazyk záporných instancí)

Rozhodovací problém pak je rozhodnutí, zda x ∈ L(Q)Y nebo x ∈ L(Q)N (kde x je kód n¥jaké instance Q), kdyº
p°edpokládáme, ºe rozhodnutí x ∈ L(Q) lze ud¥lat v polynomiálním £ase vzhledem k |x|.

De�nice (Deterministický Turing·v stroj)

DTS obsahuje °ídící jednotku, £tecí a zápisovou hlavu a (nekone£nou) pásku. Program sestává z:

1. Kone£né mnoºiny Γ páskových symbol·, Σ ⊂ Γ vstupních symbol· a ∗ ∈ Γ prázdného symbolu

2. Kone£né mnoºiny Q stav· °ídící jednotky, která obsahuje startovní stav q0 a 2 terminální stavy qY , qN

3. P°echodové funkce δ : (Q\{qY , qN})× Γ→ Q× Γ× {←, •,→}

DTS s programem M p°ijímá x ∈ Σ∗, práv¥ kdyº pro vstup x se M zastaví ve stavu qY . Jazyk rozpoznávaný
programem M je L(M) = {x ∈ Σ∗|M prijima x}.

DTS s programemM °e²í problém Q, práv¥ kdyº výpo£etM skon£í pro kaºdý vstup x ∈ Σ∗ a platí L(M) = L(Q)Y .
Nech´ M je program pro DTS, který skon£í pro ∀x ∈ Σ∗. �asová sloºitost programu M je dána funkcí TM (n) =

max{m|∃x ∈ Σ∗, |x| = n, výpo£et na DTS s programem M a vstupem x skon£í po m krocích stroje}. Pokud existuje
polynom p tak, ºe TM (n) ≤ p(n)∀n, pak M je polynomiální DTS program.

De�nice (T°ída P)

Problém Q je ve t°íd¥ P, práv¥ kdyº existuje polynomiální DTS program M , který °e²í Q.

De�nice (Nedeterministický Turing·v stroj)

Stejný jako DTS, ale místo p°echodové funkce δ je zde zobrazení δ, které kaºdé dvojici z Q × Γ p°i°azuje mnoºinu
moºných pokra£ování výpo£tu, tj. trojic z Q× Γ× {←, •,→}.

NTS s programem M p°ijímá x ∈ Σ∗, práv¥ kdyº existuje p°ijímající výpo£et programu M (tj. b¥h M , kdy na
vstupu je x a kon£í se ve stavu qY ). Jazyk rozpoznávaný programem M je L(M) = {x ∈ Σ∗|M prijima x}.

�as, ve kterém M p°ijímá x ∈ Σ∗ de�nujeme jako po£et krok· nejkrat²ího p°ijímajícího výpo£tu nad daty x.
�asová sloºitost programu je dána funkcí:
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TM (n) =

{
1 neexistuje x delky n, ktere je prijimano
max{m|∃x ∈ Σ∗, |x| = n,M prijima x v case m}

Pokud existuje polynom p takový, ºe TM (n) ≤ p(n), pak M je polynomiální NTS program.

De�nice (T°ída NP)

Problém Q je ve t°íd¥ NP, práv¥ kdyº existuje polynomiální NTS program M , který °e²í Q. Na rozdíl od determinis-
tického p°ípadu netrváme na tom, ºe výpo£et musí skon£it i pro nep°ijímané instance.

Poznámka (Jiný model NTS)

P°idáme dal²í pásku (orákulum) a stroj pracuje ve 2 fázích:

1. Nedeterministicky hádá � zapí²e problém do orákula.

2. Deterministicky ov¥°uje obsah orákula � práce DTS na p·vodním vstupu plus obsahu orákula.

Je to ekvivalentní s p·vodním � omezíme-li po£et moºných p°echod· NTS na 2 (tím ho jen zpomalíme) a zapisujeme-
li do orákula v¥tve pokra£ování výpo£tu (pak sta£í na jednu jeden bit), p°evedeme ve²kerý nedeterminismus £ist¥ na
napln¥ní orákula.

De�nice (T°ída co-NP)

Problém Q je ve t°íd¥ co-NP, práv¥ kdyº existuje polynomiální NTS programM takový, ºe L(M) = L(Q)N . O pom¥ru
mnoºin co-NP a NP nevíme nic, jen to, ºe podmnoºinou jejich pr·niku je P.

P°evody a NP-úplnost

De�nice (Polynomiáln¥ vy£íslitelná funkce)

Funkce f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ je polynomiáln¥ vy£íslitelná, práv¥ kdyº existuje polynom p a algoritmus A takový, ºe
pro kaºdý vstup x ∈ {0, 1}∗ dává výstup f(x) v £ase nejvý²e p(|x|).

De�nice (Polynomiální p°evoditelnost)

Jazyk L1 je polynomiáln¥ p°evoditelný na jazyk L2 (pí²eme L1 ∝ L2), práv¥ kdyº existuje polynomiáln¥ vy£íslitelná
funkce f taková, ºe

∀x ∈ {0, 1}∗ : x ∈ L1 ≡ f(x) ∈ L2

De�nice (NP-t¥ºký, NP-úplný problém)

• Problém Q je NP-t¥ºký, práv¥ kdyº ∀Q′ ∈ NP : L(Q′)Y ∝ L(Q)Y .

• Problém Q je NP-úplný, práv¥ kdyº je Q NP-t¥ºký a Q ∈ NP.

Je-li n¥jaký NP-t¥ºký problém p°evoditelný na jiný, pak ten musí být také NP-t¥ºký.

4.2 P°íklady NP-úplných problém· a p°evody mezi nimi

Cook-Levinova v¥ta

Existuje NP-úplný problém.

D·kaz pro KACHL

Máme mnoºinu barev B, £tvercová sí´ S s obvodem obarveným barvami z B a mnoºinu K typ· kachlík·, kde je kaºdý
typ de�nován svou horní, dolní, levou a pravou barvou.

Lze sí´ S vykachlíkovat pomocí kachlík· z mnoºiny K (stejný typ lze pouºít libovoln¥krát, kachlíky ale nelze otá£et)
tak, aby:

• barvy kachlík· p°ilehlé k obvodu sít¥ souhlasily s barvami p°edepsanými tomto na obvodu sít¥ a

• kaºdá dvojice barev na dotyku dvou kachlík· byla rovn¥º shodná?
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NP-úplné problémy

Splnitelnost (SAT)

CNF (booleovská formule v konjunktivní normální form¥, tj. konjunkce disjunkcí) F na n prom¥nných. Existuje
pravdivostní ohodnocení prom¥nných, které spl¬uje formuli F?

D·kaz transformací KACHL ∝ SAT: pomocí prom¥nných xijk, kde xijk = 1, pokud na pozici [i, j] se nachází
kachlík typu k. Jednotlivé klauzule se vytvo°í tak, aby zaru£ovaly, ºe na kaºdé pozici je práv¥ jeden kachlík, ºe kachlíky
navazují horizontáln¥, vertikáln¥ i na kraje st¥ny.

3-SAT

Kubická CNF (vºdy jen 3 prom¥nné v jedné disjunkci) F na n Booleovských prom¥nných. Existuje pravdivostní
ohodnocení prom¥nných, které spl¬uje formuli F?

Transformace SAT ∝ 3-SAT: sta£í kaºdou klauzuli (disjunkci) rozloºit s pomocí nových volných prom¥nných na
n¥kolik kubických klauzulí: (ai,1 ∨ ai,2 ∨ ai,3 ∨ · · · ∨ ai,ki

) odpovídá (ai,1 ∨ ai,2 ∨ yi,1)∧ (¬yi,1 ∨ ai,3 ∨ yi,2)∧ (¬yi,2 . . . )∧
· · · ∧ (¬yi,ki−3 ∨ ai,ki−1 ∨ ai,ki

)

3-COLOR

T°íobarvení grafu: M¥jme neorientovaný graf G = (V,E). Lze obarvit vrcholy ve V t°emi barvami tak, aby ºádná
hrana v E nem¥la na obou koncích vrcholy stejné barvy?

Obrázek 4.1: Transformace 3-SAT ∝ 3-COLOR

Transformace 3-SAT ∝ 3-COLOR: Vytvo°ím pro v²echny prom¥nné a jejich negace vrcholy grafu a spojím
se t°emi body (z nichº kaºdý musí být jinak barevný podle obrázku), aby prom¥nné musely mít barvu T nebo F.
Prom¥nné a negace jsou taky spojené, aby bylo jednozna£n¥ dána hodnota kaºdé z nich. Pro kaºdou klauzuli 3-SAT
p°idám grafík podle obrázku (napojím na prom¥nné, které p°edstavují literály klauzule a na druhé stran¥ na barvu
F), aby prom¥nné v n¥m ne²ly obarvit FFF.

KLIKA

M¥jme neorientovaný graf G = (V,E) a p°irozené £íslo k. Existuje V ′ ⊆ V , |V ′| = k, indukující úplný podgraf grafu
G?

Transformace SAT ∝ KLIKA � pro kaºdý literál vytvo°ím bod grafu, spojím v²echny body odpovídající literál·m
r·zných klauzulí, pokud se nejedná o komplementární prom¥nné, tj. mezi xi a ¬xi nevede hrana.

Nezávislá Mnoºina (NM)

M¥jme neorientovaný graf G = (V,E) a p°irozené £íslo q. Existuje V ′ ⊆ V , |V ′| = q, taková, ºe uvnit° V ′ nejsou ºádné
hrany?

Transformace KLIKA ∝ NM: sta£í prohodit hrany a ne-hrany.

Vrcholové pokrytí (VP)

Máme neorientovaný graf G = (V,E) a p°irozené £íslo r. Existuje V ′ ⊆ V , |V ′| = r taková, ºe kaºdá hrana má ve V ′

alespo¬ jeden vrchol?
Transformace NM ∝ VP: NM je dopln¥k VP (vedou-li hrany do VP, uº nem·ºou vést mezi ostatními vrcholy).
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Obrázek 4.2: Transformace VP ∝ HK

Hamiltonovská Kruºnice (HK)

Máme neorientovaný graf G = (V,E). Obsahuje G hamiltonovskou kruºnici, tj. jednoduchou kruºnici, která prochází
kaºdým vrcholem práv¥ jednou?

Transformace VP ∝ HK: Na |V | pomyslných linkách naskládám pro kaºdou hranu p·vodního grafu dvanáctici
vrchol· spojených podle obrázku (widget). Krajní body v²ech linek spojím s vrcholy odpovídající p·vodnímu VP
v1, . . . , vr. Protoºe widgety lze projít jen £áste£n¥ (2x po linkách) nebo úpln¥ (jednou v²echny), bude HK vést £ás-
te£ným pr·chodem p°es widgety, pokud oba vrcholy p°íslu²né jejich hran¥ p·vodního grafu pat°í do VP a úplným
jinak.

Obchodní cestující (TSP)

Máme úplný neorientovaný graf G = (V,E), váhy w : E → Z+
0 a £íslo k ∈ Z+. Existuje v G hamiltonovská kruºnice

s celkovou váhou nejvý²e k? N¥kdy se po£ítá nad neúplným grafem a poºaduje se hamiltonovský sled, tj. je moºné
opakovat vrcholy; to se ale na tuto de�nici snadno p°evede.

Transformace HK ∝ TSP: sta£í nastavit váhy tak, ºe w(e) = 1, pokud e byla v p·vodním grafu a w(e) = 2 jinak.
Je-li cht¥ná váha rovna po£tu hran p·vodního grafu, °e²ení dává HK v n¥m.

Sou£et podmnoºiny (SP)

Jsou daná £ísla a1, . . . , an, b ∈ Z+. Existuje mnoºina index· S ⊆ {1, . . . , n} taková, ºe
∑

i∈S ai = b?
Transformace VP ∝ SP: vyrobím inciden£ní matici grafu (°ádky odp. vrchol·m, sloupce hranám), kde budou

jedni£ky na místech, kde daná hrana vede z daného vrcholu. P°idám k ní matici, jejíº °ádky i sloupce odpovídají
hranám a jedni£ky jsou pouze na diagonále (tj. kaºdá hrana má jedni£ku ve �svém� °ádku a sloupci). �Nalevo� od
inciden£ní matice p°idám sloupec plný jedni£ek. �ádky matice interpretuju jako £ísla ve £ty°kové soustav¥ (v kaºdém
sloupci jsou t°i jedni£ky, proto nedojde nikdy k p°esunu °ád·) a hledám sou£et podmnoºiny jako £íslo, které má na
za£átku velikost VP (se£te se ze sloupce jedni£ek) a následují samé dvojky (pro kaºdou hranu).

4.3 Silná NP-úplnost, pseudopolynomiální algoritmy

P°íklad

SP není exponenciální, ale polynomiální v po£tu a velikosti £ísel. Algoritmus (dynamické programování):
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1. Nech´ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an a A je bitové pole délky b (kde 1 na pozici i bude indikovat moºnost vytvo°ení
podmnoºiny se sou£tem i).

2. V²echny prvky pole A nastav na 0.

3. Pro i od 1 do n opakuj (hl. cyklus):

(a) A[ai] := 1

(b) Pro j od ai−1 do b zkou²ej: kdyº A[j] = 1 a j + ai ≤ b, nastav A[j + ai] := 1

4. Je-li A[b] = 1, podmnoºina se sou£tem rovným b existuje.

Po i-tém pr·chodu hlavním cyklem obsahuje A jedni£ky práv¥ u v²ech sou£t· neprázdných podmnoºin {a1, . . . , ai}.
D·kaz � indukcí. Celk. sloºitost je O(n · b), coº je exponenciální vzhledem k binárn¥ kódovanému vstupu, ale polyno-
miální, máme-li na vstupu £ísla konstantní délky.

De�nice (Pseudopolynomiální algoritmus)

Nech´ je dán rozhodovací problém Π a jeho instance I. Pak de�nujeme:

• kód(I) � délka zápisu (po£et bit·) instance I v binárním kódování (£i jiném na n¥j polynomiáln¥ p°evoditelném)

• max(I) � velikost nejv¥t²ího £ísla, vyskytujícího se v I (NE délka jeho binárního zápisu!)

Algoritmus se nazývá pseudopolynomiální, pokud je jeho £asová sloºitost omezena polynomem v prom¥nných
kód(I) a max(I). Kaºdý polynomiální algoritmus je tím pádem pseudopolynomiální.

Poznámka (O £íselných problémech)

Pokud pro n¥jaký problém Π platí, ºe ∀I : max(I) ≤ p(kód(I)) pro n¥jaký polynom p, pak v²echny pseudopolynomiální
algoritmy, °e²ící tento problém, jsou zárove¬ polynomiální.

V²echny problémy, kde tato rovnice neplatí(tj. neexistuje p, ºe by platila), nazýváme £íselné problémy.

V¥ta (O pseudopolynomialit¥ a NP)

Nech´ Π je NP-úplný problém a není £íselný. Pak pokud P6=NP, nem·ºe být Π °e²en pseudopolynomiálním algoritmem.

Poznámka

Ani ne kaºdý £íselný problém je °e²itelný pseudopolynomiálním algoritmem.

V¥ta (O pseudopolynomialit¥ a podproblémech)

Nech´ Π je rozhodovací problém a p polynom. Potom Πp ozna£me mnoºinu instancí (podproblém) problému Π, pro
které platímax(I) ≤ p(kód(I)). Potom máme-li pseudopolynomiální algoritmus A, který °e²í problém Π, ur£it¥ existuje
polynomiální algoritmus, °e²ící Πp. Toto platí pro libovolné p.

D·kaz

Algoritmus A′, °e²ící Πp v polynomiálním £ase, otestuje x na p°ítomnost v Πp (spo£ítá kód(x) a max(x)) a pokud
x ∈ Πp, chová se stejn¥ jako A, takºe b¥ºí v £ase q(kód(x),max(x)) ≤ q(kód(x), p(kód(x))) = q′(kód(x)).

De�nice (Siln¥ NP-úplný problém)

Rozhodovací problém Π je siln¥ NP-úplný, pokud Π ∈NP a existuje polynom p takový, ºe podproblém Πp je NP-úplný.

V¥ta (O silné NP-úplnosti)

Nech´ problém Π je siln¥ NP-úplný. Potom, pokud P6=NP, neexistuje pseudopolynomiální algoritmus, který by °e²il
Π.

D·kaz

Plyne z p°edchozí v¥ty.
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P°íklady

TSP je siln¥ NP-úplný. Je to £íselný problém, protoºe váhy hran nejsou omezené. Kdyº váhy na hranách omezím,
dostanu NP-úplný podproblém (jde na n¥j p°evést HK).

3-ROZD�LENÍ je siln¥ NP-úplné. Problém: máme a1, . . . a3m, b ∈ N takové, ºe ∀j : 1
4b ≤ aj ≤ 1

2b a navíc∑3m
j=1 aj = mb. Existuje S1, . . . Sm disjunktní rozd¥lení mnoºiny {1, . . . , 3m} takové, ºe ∀i :

∑
j∈Si

aj = b?
D·kaz se provádí p°evodem z 3DM (t°ídimenzionální párování na tripartitních grafech), v²echna £ísla konstruovaná

pro p°evod jsou polynomiáln¥ velká vzhledem ke |G| (v p°evodu V P ∝ SP byla exponenciáln¥ velká).


