Kapitola 14

Statnice - Tridéni

14.1 Trtidéni zaloZzené na porovnavani

Existuje mnoho algoritmil, zname i (za urc¢itych podminek) dolni odhad sloZitosti.

Heapsort

HEAPSORT je tiidéni pomoci (napi.) d-regularnich hald, jen lokalni podminku haldy pouZivame v duélni podobé&
a mame funkci DELETEMAX (ktera ale funguje stejné jako DELETEMIN). Postupné se odebiraji maxima a
setfidéna posloupnost se stavi na jejich misté od konce pole. Iterace kon¢i, kdyz v haldé zbyva jen jeden prvek. Celkem
O(nlogn) operaci.

Mergesort

MERGESORT je snad nejstarsi “chytry” tiidici algoritmus. Pracuje s frontou, do které na poc¢atku nahézi “predtii-
déné” rostouci tseky, potom je v cyklu vybira a jejich sliti vraci zpatky, dokud nem4 jen jednu posloupnost. Sliti je
vybrani vzdy mensiho na vystup a na konci dokopirovani zbytku.

Jedna operace sliti vyzaduje O(n + m), jsou-li 2 posloupnosti dlouhé n a m prvki. Prvni rozhazeni vyzaduje
linearni ¢as, potom kazdé projiti vech prvki slitim vyrabi posloupnosti délky > 2°~!, tedy poéet projiti viech prvka
je [logn] a celkova slozitost O(nlogn). Je adaptivni na pfedt¥idéné posloupnosti a pii omezeném poctu rostoucich
useku dosahuje linedrni slozitosti.

Quicksort

Cas. Vyuziva techniky [rozdél a panujl
1. Vybere prvek a (pivot).
2. Vytvori posloupnosti a; ...ax—1 prvka mengich nez a a ag41 ... a, vétsich nez k.
3. Na ty sam sebe zavol4 rekurzivné, do vysledku zapiSe za sebe obé setiidéné poloviny.

Procedura (bez rekurze) vyZzaduje ¢as k nebo n — k v jednom béhu, tj. pro a median, kdyby n — k = k, by mél cely
algoritmus slozitost O(nlogn). Median lze nalézt v linedrnim case, ale pak by byly MERGESORT i HEAPSORT
rychlejsi, proto se jako a bere napf. prvni prvek posloupnosti.

Potom mé procedura otekévany ¢as O(nlogn), ale nejhorsi piipad O(n?), coZ je pro nezndmé rozdéleni dat ne-
vhodné. Nahodné volba by cely béh také mohla dost zpomalit, proto se v praxi bere median ti{ az péti pevné zvolenych
prvki.

Ocekavany ¢as Quicksortu

Dva libovolné prvky a;, a; jsou porovnavany maximalné jednou, a to kdyz a; nebo a; je pivot a piedtim ani jeden z nich
pivot nebyl. Vezmeme si ndhodnou veli¢inu X; ;, kterd ma hodnotu 1, kdyz QUICKSORT porovnal béhem vypoctu
b; a b; z ngjaké vysledné setfidéné posloupnosti (b;)1<i<n, a 0 jinak. Potom EX,; ; = p; ;, kde p; ; je pravdépodobnost
porovnani. Potom celk. pocet porovnéni v celém béhu je

YD EXiy;=) ) pi

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
Pro vypocet p; ; uvazujeme “strom rekurze”, kde kazdy vrchol odpovida jednomu rekurzivnimu volani procedury
a s tim i néjaké podposloupnosti a;,...,a; (do té uz se saha jen v jeho podstromeé). V jeho levém podstromé jsou
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operace na tsecich prvki men§ich neZ pivot a;, ...a;—1 této posloupnosti a v pravém na vétsich a4, .. .a;. Pfifadime
kaZdému vrcholu jeho pivot a ocislujeme vrcholy prohleddvanim do Siiky. Pak X; ; = 1, kdyZ b; nebo b; je prvni pivot
z mnoziny {b;,...b;} v tomto ocislovani (protoze kdyby to byl jiny prvek z této mnoziny, rozdélim b; a b;, aniz bych
je porovnal; naopak prvky mimo tuto mnozinu coby pivoty od sebe b; a b; neoddgli). Mnozina {b;,...,b;} ma j—i+1

prvki, takze p; ; = j_% Pocet porovnani pak vyjde
n n n n— 1+1
I D DD gnz <zn/ Lz =20l
i=1 j=i+1 =1 k=2

Jednoduché t¥idéni

e SELECTIONSORT t#idi vybiranim nejmensiho prvku a jeho prohozenim s levym krajnim v neset¥idéném
useku.

INSERTSORT vkladé do setifidéného tseku dalsi prvek a postupnym vymeénovanim ho fadi na spravné misto.

SHELLSORT je jeho vylepSeni — postupné INSERTSORTem tfidi sekvence slozené z kazdého k-tého prvku
pro klesajici k — 1 (sekvence klesajicich k musi byt zvolena “Ssikovné”).

BUBBLESORT - iterativné prochéazi posloupnosti a prohazuje inverze

Jeho varianta SHAKESORT, ktera posloupnosti prochézi tam a zpéatky.

A-sort

Tento algoritmus je aplikaci (a,b) stromu v tfidicich algoritmech, vhodnou pro ¢aste¢né predt¥idéné posloupnosti.
Jinak proti klasickym algoritmim nemad zddné vyhody. Pro algoritmus je nutné znét list s nejmensim prvekm FIRST,
cestu k nému od kotene a pro kazdy list ukazatele na nésledujici v usporadani NEXT.

Postup: Odzadu (od “pFedtiidénd nejveétsiho”) vkladat prvky do stromu modifikovanym A-INSERTem a pak precist
posloupnost listi (jit po NEXT). A-INSERT pracuje tak, Ze misto pro vloZeni prvku hleda od FIRST (jde postupné
nahoru po otcich a hleda, kde nejdfiv muZe slézt zas k listam).

SloZitost: Pomalejsi nez bézné t¥idéni na libovolna data (asymptoticky stejné), ale rychlejsi na ¢astecns predtii-
déna. Vezmeme F' — pocet inverzi v posloupnosti. Celk. pot¥ebuju O(n) pro nacteni prvki, O(n) pro viechna st&peni
dohromady ze v8ech béht A-INSERTu a na kazdé vloZzeni O(h) pro nalezeni mista, kde h je vyska, kam se z FIRST
dostanu, pfesko¢im tak f; > a"~2 vrcholi (mengich nez vkladany) a h € O(log f;). Soudet f; za Vi dava:

S log f = nlog([[ £i)* < nlog Z=1St
n
=1 i=1

=nlog —
n

ProtoZe se nepouzivi DELETE, hodi se na toto (2,3) stromy. Pro miru F' < nlogn ma slozitost O(nloglogn), v
uré¢. piipadech i rychlejsi nez Quicksort.

Porovnani algoritmi

Algoritmus Cas nejhuf Cas @ Porov. nejhif Porov. @ PP Pamét AD
QUICKSORT 0(n?) 9nlogn n2/2 1.44nlogn A | n+logn+c| N
HEAPSORT 20n logn < 20nlogn 2nlogn 2nlogn A n+c N

MERGESORT 12nlogn < 12nlogn nlogn nlogn N 2n+c A
A-SORT O(nlog(F/n)) | O(n log(F/n)) O(nlog(F'/n)) | O(nlog(F/n)) | A S5n +c A
SELECTIONSORT 22 2n n2/2 n2/2 A n+tc N
INSERTSORT O(n?) O(n?) n?/2 n?/4 N n+c A

¢ je néjaka konstanta, F' zna¢i pocet inverzi v posloupnosti, PP — p¥imy pfistup, AD — adaptivni na predtiidéné.

Pro kratké posloupnosti je do délky 22 vhodny SELECTIONSORT, do 15 INSERTSORT, jinak QUICKSORT,
coz vede k hybridnimu algoritmu. Pro A-SORT jsou nejvhodngjsi (2, 3)-stromy. Pomér ¢asi QUICKSORT, MER-
GESORT, HEAPSORT je v pruméru 1 : 1.33 : 2.22, platilo to ale v roce 1984 :-).

VylepsSeni Mergesortu

Nedosahuji optimalnich vysledku, pokud slévané posloupnosti ve frontach nejsou pfiblizné stejné dlouhé. Proto provedu
uvahu: méjme algoritmus, ktery sléva rostouci posloupnosti a uvazujme jeho “slévaci” strom T (kde posloupnost
P(v) odp. vrcholu v (délky I(P(v))) vznikne slitim posloupnosti z jeho syni). Soucet ¢asi pro MERGESORT je
pak OO _{I{(P(v))|v vnitini vrchol T}) = O _{d(¥)I(P(¢))|t list T}. Dale pracujeme jen s délkami posloupnosti,
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vytvofime algoritmus OPTIM, ktery pii slévani sumu minimalizuje — na za¢atku da kazdé jednoprvkové posl. hodnotu
¢, kterd odpovida hodnoté jejiho prvku (7). Pro slévani vybira posloupnosti (stromy) s nejmensim ¢ a slitému stromu
prifadi ¢; 4 co. Nakonec zbyde v mnoziné stromu jen jeden, a ten je optimdlni. Pro tfidéni fronty podle ¢ se pouziva
BUCKETSORT. Celkem pracuje v ¢ase O(>__, I(P;)) na posloupnosti rostoucich aseki P, ..., P,.

14.2 Priihradkové tiidéni
Bucketsort (Counting sort)

Algoritmus BUCKETSORT tiidi jen pfirozena ¢isla z intervalu < 0,m > a to zavedenim m + 1 mnozin, do kterych
je rozhéazi a nakonec tyto spoji do vysledku. T¥idéni je stabilni pro opakujici se prvky, inicializace mnozin a projiti pii
konkatenaci potebuji O(m), rozhazeni prvka pak O(n), takze celkem O(n + m).

Varianta RADIXSORT umi tfidit i ve vétsich intervalech, kdyz pouzivi BUCKETSORT na kazdou jednotlivou
¢islici. Protoze BUCKETSORT je stabilni, bude to celé fungovat.

Hybrid Sort

Sofistikovanéjsi verze HYBRIDSORT t¥idi realna ¢isla z (0,1) (a obecné tedy jakékoliv kli¢e). Ma dané o (pocet
piihradek v poméru k n), rozhazuje do k = an ptihradek a ty pak t¥idi haldou.

Nejhorsi mozny Cas je O(nlogn), protoZe nejhife se mize stat, ze vSechny prvky nacpu do 1 piihradky. Oceka-
vany ¢as pro nezavislé rovnomeérné rozdélené prvky je O(n) — pravdépodobnost velikosti mnozin se #idi binomickym
rozdélenim s parametrem 1/k, stfedni hodnota pak je:

k k nn—1) n
2\\ _ — _
EQ) (14 X;10gX;)) <EQ (1+X7) =k+k (k2 + k) = O(n)

i=1 =1

Jak je vidét z odhadu, i kdybychom pouzili algoritmus s kvadratickou slozitosti ve tfidéni jednotlivych piihradek,
zistane ocekavana slozitost linearni.

Wordsort
WORDSORT je modifikace BUCKETSORTu pro t¥idéni slov. Pfiprava:

1. Rozhodi slova do mnozin L; podle jejich délky.

2. Vytvoii dvojice pozice-pismeno {(j, a;[j])}, kterou set¥idi podle druhé slozky BUCKETSORTem, vysledek setiidi
podle prvni slozky (stejng), tj. ma seznam set¥idénych dvojic pozice-pismeno, které se ale mohou opakovat.

3. Dvojice rozstrkd do mnozin S; pro kazdou pozici 7 a odstrani duplicity.

Pak v hlavnim cyklu postupuje od nejvétsi mozné délky a pro kazdé i pracuju jen s mnozinou slov délky > 4:

1. Podle i-tého pismena rozhodim vSechna aktualné tfidéna slova do mnozin T,.

2. Potom podle mnoziny S; vyberu vSechna neprizdna T, a sliju je za sebe.

3. Pro dalsi krok pfidavam kratsi slova vzdy na zacatek mnoziny aktualné t¥idénych.

Vypocet délek slov, inicializace L; a zatfazeni slov do L; vyzaduji ¢as O(L), kde L je soulet délek vSech Fetézcii.
Vytvofeni seznamu dvojic a jeho t¥idéni vyZzaduje také O(L). ZaloZeni S; a pfehézeni dvojic do nich také O(L).

Inicializace T, je O(|X]), kde |X]| je velikost abecedy. V hlavnim cyklu v kazdém kroku potfebuji dvakrat ¢as O(l;)
(soucet délek slov dlouhych ¢ nebo vic). Celkem tedy O(L + |X]).

14.3 Poradové statistiky (hledani medianu)

Vstupem je (neuspofadand) posloupnost n (navzajem riaznych) cisel. Vystup je |4 ]-té, nebo obecné k-té nejmensi
¢islo z nich. Slozitost budeme méfit po¢tem porovnéni.

7 dvou nésledujicich FIND byvéa rychlejsi nez SELECT pro vétsinu piipadi, ale nemé zarucenou asymptotickou
slozitost. Je zndmo, ze medidn lze nalézt na 3n porovnéni a Ze dolni odhad pocétu porovnani je 2n.
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Hledani medianu technikou rozdél a panuj (algoritmus FIND)

Tento algoritmus pouZziva techniku “rozdél a panuj”. chovi se podobné jako QUICKSORT a hleda obecné k-té
nejmensi Cislo:

1. Vybrat pivota a rozdélit posloupnost pomoci n — 1 porovnéni na 3 oddily: ¢isla mensi neZ pivot (a prvka), pivota
samotného a ¢isla vétsi nez pivot (n — a — 1 prvki).

2. (a) Pokud je a + 1 < k, hledam rekurzivné k — a 4+ 1-ty prvek v n — a — 1 prvcich
(b) Pokud je a + 1 = k, vracim pivot
(c) Pokud je a4+ 1 > k, hledam rekurzivné k-ty prvek v a prvcich

Rekurzivni vzorec T'(n) = T(n — 1) + (n — 1) v nejhorim p¥ipads, coz dava ©(n?). Ofekivany ¢as odhadneme na
4n a dokdzeme indukef podle n z rekurzivniho vzorce T'(n,i) =n+ 1 ( 2;11 T(n—Fkyi—Fk)+> . T(k, z))

Zarucené linearni hledani medianu (algoritmus SELECT)
Vylepseni, garantujici dobry vybér pivota a linearni sloZitost i v nejhor§im cCase:

1. Rozdaélit posloupnost na pétice (posledni miZe byt netplna, méjme threshold napi. n = 100, pod kterym mnoZinu
pifmo t¥idime)

2. V kazdé pétici najit median
3. Rekurzivné najit median téchto mediani

4. Pouzit ho jako pivot pro déleni celé posloupnosti, protoZe je v&tsi nez alespon 3 prvky z alespon 1/2 pétic (az
na zakrouhleni), je vét3i nez alesponr 1/2-3/5 = 3/10 prvku (a také mensi nez alesponn 3/10 prvkii)

5. Z toho mam vzdy zaruceno, Ze zahodim alespon 3/10 prvki pro néasledujici krok.

Vzorec potom vychazi: T(n) = ¢- 2 +T(%)+ (n—1) +T({5n) a podle Master Theoremu nebo substituéni metodou
se da [vycislit| jako T'(n) = O(n).
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