
Kapitola 1

Státnice - Metody tvorby algoritm·

1.1 Popis sloºitosti algoritm·

De�nice (Velikost dat, krok algoritmu)

Velikost dat je obvykle po£et bit·, pot°ebných k jejich zapsání, nap°. data D jako pro £ísla a1, . . . , an je velikost dat
|D| =

∑n
i=1dlog aie.

Krok algoritmu je jedna operace daného abstraktního stroje (nap°. Turing·v stroj, stroj RAM), zjednodu²en¥ jde
o n¥jakou operaci, proveditelnou v konstantním £ase (nap°. aritmetické operace, porovnání hodnot, p°i°azení � pro
jednoduché £íselné typy).

De�nice (�asová sloºitost)

�asová sloºitost je funkce f : N → N taková, ºe f(|D|) udává po£et krok· daného algoritmu, pokud je spu²t¥n na
datech D.

De�nice (Asymptotická sloºitost)

�ekneme, ºe funkce f(n) je asymptoticky men²í nebo rovna neº g(n), zna£íme f(n) je O(g(n)), práv¥ tehdy, kdyº

∃c > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ f(n) ≤ c · g(n)

Funkce f(n) je asymptoticky v¥t²í nebo rovna neº g(n), zna£íme f(n) je Ω(g(n)), práv¥ tehdy, kdyº

∃c > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ c · g(n) ≤ f(n)

Funkce f(n) je asymptoticky stejná jako g(n), zna£íme f(n) je Θ(g(n)), práv¥ tehdy, kdyº

∃c1, c2 > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ c1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c2 · g(n)

Funkce f(n) je asymptoticky ost°e men²í neº g(n) (f(n) je o(g(n)), kdyº

∀c > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ f(n) < c · g(n)

Funkce f(n) je asymptoticky ost°e v¥t²í neº g(n) (f(n) je w(g(n)), kdyº

∀c > 0∃n0∀n > n0 : 0 ≤ c · g(n) < f(n)

Poznámka

Asymptotická sloºitost zkoumá chování algoritm· na velkých datech, za°azuje je podle toho do kategorií. Zanedbává
multiplikativní a aditivní konstanty.

1.2 Rozd¥l a panuj

De�nice (Metoda rozd¥l a panuj)

Rozd¥l a panuj je metoda návrhu algoritm· (ne strukturované programování), která má 3 kroky:

1. rozd¥l � rozd¥lí úlohu na n¥kolik podúloh stejného typu, ale men²í velikosti

2. vy°e² � vy°e²í podúlohy a to bu¤ p°ímo pro dostate£n¥ malé, nebo rekurzivn¥ pro v¥t²í

3. sjedno´ � sjednotí °e²ení podúloh do °e²ení p·vodní úlohy
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Aplikace

• QUICKSORT

• Hledání mediánu

Analýza sloºitosti algoritm· rozd¥l a panuj

Poznámka (Vytvo°ení rekurentní rovnice)

Pro £asovou sloºitost algoritm· typu rozd¥l a panuj zpravidla dostávám n¥jakou rekurentní rovnici.

• T (n) budiº doba zpracování úlohy velikosti n, za p°edpokladu, ºe T (n) = Θ(1) pro n ≤ n0.

• D(n) budiº doba na rozd¥lení úlohy velikosti n na a podúloh stejné velikosti n
c .

• S(n) budiº doba na sjednocení °e²ení podúloh velikosti n
c na jednu úlohu velikosti n. Dostávám rovnici

T (n) =

{
D(n) + aT (n

c ) + S(n) n > n0

Θ(1) n ≤ n0

Poznámka

P°i °e²ení rekurentních rovnic:

• Zanedbávám celo£íselnost (n2 místo dn2 e a b
n
2 c)

• Nehledím na konkrétní hodnoty aditivních a multiplikativních konstant, asymptotické notace pouºívám i v zadání
rekurentních rovnic, i v jejich °e²ení.

V¥ta (Substitu£ní metoda)

1. Uhodnu asymptoticky správné °e²ení

2. Indukcí ov¥°ím správnost (zvlá²t¥ horní a dolní odhad)

V¥ta (Metoda �kucha°ka� (Master Theorem))

Nech´ a ≥ 1, c > 1, d ≥ 0 ∈ R a nech´ T : N→ N je neklesající funkce taková, ºe ∀n tvaru ck platí

T (n) = aT (
n

c
) + Θ(nd)

Potom

1. Je-li logc a 6= d, pak T (n) je Θ(nmax{logc a,d})

2. Je-li logc a = d, pak T (n) je Θ(nd logc n)

V¥ta (Master Theorem, varianta 2)

Nech´ 0 < ai < 1, kde i ∈ {1, . . . , k} a d ≥ 0 jsou reálná £ísla a nech´ T : N→ N spl¬uje rekurenci

T (n) =

k∑
i=1

T (ai · n) + Θ(nd)

Nech´ je £íslo x °e²ením rovnice
∑k

i=1 a
x
i = 1. Potom

1. Je-li x 6= d (tedy
∑k

i=1 a
d
i 6= 1), pak T (n) je Θ(nmax{x,d})

2. Je-li x = d (tedy
∑k

i=1 a
d
i = 1), pak T (n) je Θ(nd log n)

1.3 Dynamické programování

Dynamické programování je metoda °e²ení problem·, které v sob¥ obsahují p°ekrývající se subproblémy.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_T��d�n�#Quicksort
http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_---_T��d�n�#Po�adov�_statistiky_(hled�n�_medi�nu)
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P°íklad

Typickým p°íkladem je výpo£et �bonaciho £ísla. Fib. posloupnost je de�nována jako:

f(0) = 1, f(1) = 1

f(n + 2) = f(n + 1) + f(n)

Výpo£et t°eba 4. £ísla by pak byl f(4) = f(3)+f(2) = f(2)+f(1)+f(1)+f(0) = f(1)+f(0)+f(1)+f(1)+f(0) = 5.
Vidíme, ºe jsme f(2) po£ítali dvakrát, f(1) t°ikrát a f(0) dvakrát. Ve v¥t²ím m¥°ítku toto zbyte£n¥ po£ítání vede k
exponenciální sloºitosti algoritmu. Lep²í cestou je po£ítat �od spodu�, kdy pomoci f(0) a f(1) spo£teme f(2), pak s
jeho pomoci f(3) nakonec f(4) s lineární sloºitosti.

V dynamickém programování se nap°íklad vytvo°í mapa Fibonacciho £ísel a jejich hodnot. P°ed tím, neº za£nu
po£ítat hodnotu n¥jakého Fibonacciho £ísla, se podívám do mapy.

Nutné podmínky

V dynamickém programování vyuºíváme:

1. P°ekrývání podproblému � problém lze rozd¥lit na podproblémy, jejichº °e²ení se vyuºívá opakovan¥.

2. Optimální podstruktury � optimální °e²ení lze zkonstruovat z optimálních °e²ení podproblém·.

Postupy

Obvykle se pouºívá jeden ze dvou p°ístup· k dynamickému programování:

• Top-down � problém se rekurzivn¥ d¥lí na podproblémy a po jejich vy°e²ení se zapamatují výsledky, které se
pouºijí p°i p°ípadném op¥tovném °e²ení daného podproblému.

• Bottom-up � nejd°íve se spo£ítají v²echny moºné podproblémy (viz p°íklad s Fibonacciho posloupnosti), které
se potom skládají do °e²ení v¥t²ích problém·. Tento p°ístup je výhodn¥j²í z hlediska po£tu volání funkci a místa
na zásobník·, ale ne vºdy musí být z°ejm¥, které v²echny subproblémy je t°eba p°edem spo£ítat.

Pouºití

Problém batohu � máme v¥ci r·zné váhy a batoh ur£ité nosnosti. Které v¥ci máme dát do batohu, abychom jej co
nejlépe zaplnili (jednorozm¥rná varianta problému batohu)? Speciální p°ípad je sou£et podmnoºiny (SP). Algoritmus
je popsán v sekci o NP-úplnosti.

Uzávorkování sou£inu matic tak, aby po£et skalárních sou£in· byl co nejmen²í. D¥lá se pomocí 2 £tvercových
matic (M a K) °ádu rovného po£tu násobených matic, kde pracujeme jen nad diagonálou. Hodnota na Mij udává
minimální po£et skalárních sou£in· p°i nejlep²ím uzávorkování matic i aº j, hodnota Kij ur£uje matici, která rozd¥luje
závorkování na dv¥ podmnoºiny matic. Hodnotu Mij lze zkonstruovat ze v²ech Mik a Mkj pro i < k < j.

1.4 Hladové algoritmy

Motivace

Problém 1

Dán souvislý neorientovaný graf G = (V,E) a funkce d : E → R+, udávající délky hran. Najd¥te minimální kostru
grafu G, tj. kostru G′ = (V,E′) tak, ºe

∑
e∈E′ d(e) je minimální.

Problém 2

Je dána mnoºina S = {1, . . . , n} úkol· jednotkové délky. Ke kaºdému úkolu je dána lh·ta dokon£ení di ∈ N a pokud
wi ∈ N, kterou je úkol i penalizován, není-li hotov do své lh·ty. Najd¥te rozvrh (permutaci úkol· od £asu 0 do £asu
n), který minimalizuje celkovou pokutu.

Problém 3

Je dána mnoºina S = {1, . . . , n} úkol·. Ke kaºdému úkolu je dán £as jeho zahájení si ukon£ení fi, si ≤ fi. Úkoly
i a j jsou kompatibilní, pokud se intervaly [si, fi) a [sj , fj) nep°ekrývají. Najd¥te co nejv¥t²í mnoºinu (po dvou)
kompatibilních úkol·.

http://wiki.matfyz.cz.org/wiki/St�tnice_-_NP-�plnost#P.C5.99.C3.ADklad


4 KAPITOLA 1. TVORBA ALGORITM�

Matroid

De�nice (Matroid)

Matroid je uspo°ádaná dvojice M = (S, I), spl¬ující:

• S je kone£ná neprázdná mnoºina (prvky matroidu M)

• I je neprázdná mnoºina podmnoºin S (nezávislé podmnoºiny), která má

1. d¥di£nou vlastnost: B ∈ I ∧A ⊆ B ⇒ A ∈ I,

2. vým¥nnou vlastnost: A,B ∈ I ∧ |A| < |B| ⇒ ∃x ∈ B\A : A ∪ {x} ∈ I.

V¥ta (O velikosti maximálních nezávislých podmnoºin)

V²echny maximální (maximální vzhledem k inkluzi) nezávislé podmnoºiny v matroidu mají stejnou velikost.

D·kaz

Z vým¥nné vlastnosti, nech´ A,B ∈ I maximální, |A| < |B|, pak A ∪ {x} ∈ I, x /∈ A, coº je spor.

De�nice (Váºený matroid)

Matroid M = (S, I) je váºený, pokud je dána funkce w : S → R+ a její roz²í°ení na podmnoºiny mnoºiny S je
de�nováno p°edpisem:

A ∈ S ⇒ w(A) =
∑
x∈A

w(x)

Problém 1 a 2 � zobecn¥ný

Pro daný váºený matroid nalezn¥te nezávislou podmnoºinu s co nejv¥t²í vahou (optimální mnoºinu). Protoºe váhy
jsou kladné, vºdy se bude jednat o maximální nez. mnoºinu.

Problém 1 je spec. p°ípad tohoto, protoºe m·ºeme uvaºovat grafový matroid (nad hranami) � MG = (S, I), kde
S = E a pro A ⊆ E platí A ∈ I, pokud hrany z A netvo°í cyklus (tj. indukovaný podgraf tvo°í les).

D¥di£ná vlastnost této struktury je z°ejmá, vým¥nnost se dá dokázat následovn¥: m¥jme A,B ⊆ E, |A| < |B|. Pak
lesy z A,B mají n − a > n − b strom· (v£. izolovaných vrchol·). V B musí být strom, který se dotýká ≥ 2 r·zných
strom· z A. Ten obsahuje hranu, která není v ºádném strom¥ A a netvo°í cyklus a tak ji m·ºu k A p°idat.

Váhovou funkci p°evedu na hledání maxim: w(e) = c− d(e), kde c je dost velká konstanta, aby v²echny váhy byly
kladné. Algoritmus pak najde max. mnoºinu, kde hrany netvo°í cyklus. Implicitn¥ bude mít n − 1 hran, takºe p·jde
o kostru a její w bude maximální, tedy p·vodní váha minimální.

Pro problém 2 zavedeme pojem kanonického rozvrhu � takového rozvrhu, kde jsou v²echny v£asné úkoly rozvrºeny
p°ed v²emi zpoºd¥nými a uspo°ádány podle neklesající lh·ty dokon£ení (tohle na celkové pokut¥ nic nezm¥ní a máme
bijekci mezi mnoºinou v£asných úkol· a kanonickými rozvrhy).

Optimální mnoºinu pak lze hledat jen nad kanonickými rozvrhy � nezávislou mnoºinou úkol· nazvu takovou,
pro kterou existuje kanonický rozvrh tak, ºe ºádný úkol v ní obsaºený není zpoºd¥ný. Potom hledání max. nezávislé
mnoºiny p°i ohodnocení pokutami je hledání nejmen²í pokuty (odeberu co nejvíc z moºné celkové pokuty).

Pak zbývá dokázat, ºe takto vytvo°ená struktura je matroid. D¥di£ná vlastnost je triviální � vyhodím-li n¥co z
nezávislé mnoºiny, nechám v rozvrhu mezery a bude platit stále. Pro vým¥nnou vlastnost zavedu pomocnou funkci
Nt(C) = |{i ∈ C|di ≤ t}|, udávající po£et úkol· z mnoºiny C se lh·tou do £asu t. Pak mnoºina C je nezávislá, práv¥
kdyº ∀t ∈ {1, . . . , n} : Nt(C) ≤ t.

Pak máme-li 2 nezávislé A, B, |B| > |A|, ozna£íme k nejv¥t²í okamºik takový, ºe Nk(B) ≤ Nk(A), tj. od k + 1 dál
platí Nt(A) < Nt(B). To skute£n¥ nastane, protoºe |B| = Nn(B) > Nn(A) = |A|. Pak ur£it¥ v B je ost°e víc úkol·
s di = k + 1 neº v A, tj. ∃x ∈ B\A se lh·tou k + 1. A ∪ {x} je nezávislá, protoºe Nt(A ∪ {x}) = Nt(A) pro t ≤ k a
Nt(A ∪ {x}) ≤ Nt(B) pro t ≥ k + 1.

Hladový algoritmus na váºeném matroidu

Algoritmus (Greedy)

Mám zadaný matroid M = (S, I), kde S = {x1, . . . , xn} a w : S → R+. Potom

1. A := ∅, set°i¤ a p°ezna£ S sestupn¥ podle vah

2. pro kaºdé xi zkou²ej: je-li A ∪ {xi} ∈ I, tak A := A ∪ {xi}

3. vra´ A jako maximální nezávislou mnoºinu
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Pokud p°idám n¥jaké xi, nikdy nezru²ím nezávislost mnoºiny; s uº p°idanými prvky se nic nestane. �asová sloºitost
je Θ(n log n) na set°íd¥ní podle vah, testování nezávislosti mnoºiny závisí na typu matriodu (f(n)), takºe celkem n¥co
jako Θ(n log n + n · f(n)).

D·kaz

• Vyhození prvk·, které samy o sob¥ nejsou nezávislé mnoºiny, nic nezkazí (z d¥di£né vlastnosti).

• První vybrané xi je �legální� (nezablokuje mi cestu), protoºe mezi max. nez. mnoºinami ur£it¥ existuje taková,
která jím mohla vzniknout (z vým¥nné vlastnosti � vezmeme první prvek, který je sám o sob¥ nez. mn. a s
pomocí n¥jaké max. nez. mnoºiny B ho doplníme, vzniklé {xi} ∪ (B\{xj}) musí být také maximální).

• Nalezení optimální mnoºiny obsahující pevné (první vybrané) xi v M = (S, I) je ekvivalentní nalezení optimální
mnoºiny v M ′ = (S′, I ′), kde S′ = {y ∈ S|{xi, y} ∈ I} a I ′ = {B ⊂ S\{xi}|B ∪ {xi} ∈ I} (je-li S′ neprázdná, je
to matroid, vlastnosti se p°enesou z p·vodního; pokud je S′ prázdná, tak algoritmus kon£í) a tedy kdyº vyberu
xi, nezatarasím si cestu k optimu � sta£í ukázat, ºe A ∪ {x} je optimální v M práv¥ kdyº A je optimální v M ′.

• Takºe kdyº budu vybírat (indukcí opakovan¥) xi podle váhy, dojdu k optimální mnoºin¥.

Algoritmus (Hladový algoritmus na problém 3)

Máme S = {1, . . . , n} mnoºinu úkol· s £asy start· si a konc· fi. Provedeme:

1. A := ∅, f0 := 0, j := 0

2. set°i¤ úkoly podle fi vzestupn¥ a p°ezna£

3. pro kaºdé i zkou²ej: je-li si ≥ fj , pak A := A ∪ {i} a j := i

4. vra´ A jako max. mnoºinu nekryjících se úkol·

Sloºitost je n log n na set°íd¥ní, zbytek uº lineární. Sice to funguje, ale tahle struktura NENÍ matroid � nespl¬uje
vým¥nnou vlastnost. Algoritmus má ale stejný d·kaz jako p°edchozí na matroidech (legálnost hladového výb¥ru �
existuje max. mnoºina obsahující prvek 1 � a existenci optimální mnoºiny � p°evod na �men²í� zadání).


