
Kapitola 1

Státnice - Aproxima£ní algoritmy a

schémata

1.1 Aproxima£ní algoritmy

De�nice (Aproxima£ní algoritmus)

Aproxima£ní algoritmus b¥ºí v polynomiálním £ase a vrací °e²ení �blízká� optimu. Je nutné mít n¥jakou míru kvality
°e²ení. Ozna£me:

• C∗ hodnotu optimálního °e²ení

• C hodnotu nalezenou aproxima£ním algoritmem

A p°edpokládejme nezáporné hodnoty °e²ení.

De�nice (Pom¥rová chyba)

�ekneme, ºe algoritmus °e²í problém s pom¥rovou chybou ρ(n), pokud pro kaºdé zadání velikosti n platí:

max{C
∗

C
,
C

C∗
} ≤ ρ(n)

De�nice (Relativní chyba)

�ekneme, ºe algoritmus °e²í problém s relativní chybou ε(n), pokud pro kaºdé zadání velikosti n platí:

|C − C∗|
C∗

≤ ε(n)

Poznámka (O p°evodu chyb)

Z jedné chyby se dá vyjád°it druhá:

• V p°ípad¥ maximaliza£ní úlohy: ε(n) = C−C∗
C∗ = C

C∗ − 1 = ρ(n)− 1

• V p°ípad¥ minimaliza£ní úlohy: ε(n) = C∗−C
C∗ = 1− 1

ρ(n)

P°íklad (Aproxima£ní algoritmy pro vrcholové pokrytí)

• �Brát vrcholy od nejvy²²ího stupn¥, dokud nemám celé pokrytí� nemá konstantní relativní chybu � ex. protip°í-
klad, kdy ρ(k) ≤ a · ln k

• �Vzít libovolnou hranu, dát do pokrytí její dva konce, odstranit její incidentní hrany a projít tak celé E� má
relativní chybu 2 � ºádné 2 hrany nemají spole£ný vrchol, tj. mám pokrytí o velikosti 2×|mn. disj. hran|. Kaºdé
vrcholové pokrytí je ale ≥ |mn. disj. hran|.
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P°íklad (Aproxima£ní algoritmy pro TSP)

Omezení na trojúhelníkovou nerovnost � po°ád je NP (p°evod HK→TSP zachovával trojúhelníkovou nerovnost).
Algoritmus:

1. Najdi minimální kostru T

2. Zvol lib. vrchol a pomocí DFS nad T v PRE-ORDERu o£ísluj vrcholy.

3. Cesta (s opakováním) po kost°e T p°es v²echny vrcholy := X. Pak w(X) = 2w(T ) (kaºdou hranou kostry jdu
tam a zp¥t).

4. Výslednou HK H vyrobím zkrácením cesty (vypou²t¥ním jiº nav²tívených vrchol·), z trojúhelníkové nerovnosti
w(H) ≤ w(X). Celkem tedy dává w(H) ≤ w(X) ≤ 2w(H∗), protoºe w(T ) ≤ w(H∗) (H∗ je kostra, bez jedné
hrany).

Bez omezení � pro ºádné konstantní ρ neexistuje polynomiální algoritmus, °e²ící obecný TSP s pom¥rovou chybou ρ.

Mohu totiº mít HK v grafu G = (V,E), pak zadání TSP zkonstruovat jako K|V |(V, V ×V ), kde w(e) =

{
1 e ∈ E
|V |ρ e /∈ E

.

Pak by aproxima£ní algoritmus s chybou ρ musel ur£it¥ vºdy vrátit p°esné °e²ení, takºe by musel být NP-t¥ºký.

1.2 Aproxima£ní schémata

De�nice (Aproxima£ní schéma)

Aproxima£ní schéma pro optimaliza£ní úlohu je aproxima£ní algoritmus, který má jako vstup instanci dané úlohy a
£íslo ε > 0, a který pro libovolné ε pracuje jako aproxima£ní algoritmus s relativní chybou ε. Doba b¥hu m·ºe být
exponenciální jak vzhledem k n � velikosti vstupní instance, tak vzhledem k 1

ε .

De�nice (Polynomiální aproxima£ní schéma)

Polynomiální aproxima£ní schéma je takové aproxima£ní schéma, které pro kaºdé pevné ε > 0 b¥ºí v polynomiálním
£ase vzhledem k n (ale stále m·ºe být exponenciální vzhledem k 1

ε .

De�nice (Úpln¥ polynomiální aproxima£ní schéma)

Úpln¥ polynomiální aproxima£ní schéma je polynomiální aprox. schéma, b¥ºící také v polynomiálním £ase vzhledem
k 1
ε (tj. algoritmus s konstantn¥-krát men²í relativní chybou b¥ºí v konstantn¥-krát del²ím £ase).

Úplná polynomiálna aproxima£ná schéma pre problém batohu

Zadanie pre �dvojrozmernú variantu� problému batohu je n hmotností predmetov w1, w2, . . . wn, obmedzenie W na
celkovú hmotnos´ a hodnoty predmetov v1, v2, . . . , vn. Úlohou je nájs´ takú mnoºinu S ⊂ {1, 2, . . . , n}, aby

∑
i∈S wi ≤

W a
∑
i∈S vi bolo £o najvä£²ie.

Nech V = max{v1, v2, . . . , vn}. Zade�nujme si W (i, v) ako najmen²ia hmotnos´ takej podmnoºiny predmetov
{w1, . . . wi}, ktorých celková hodnota je práve v. Potom:

W (i, v) =


0 v = 0

∞ i = 0, v > 0

W (i− 1, v) vi > v

min{W (i− 1, v), wi +W (i− 1, v − vi)} inak

V tre´om prípade nepridáme vec i, lebo by sme prekro£ili cenu v (spome¬me si na de�níciu W (i, v)), v ²tvrtom ju
pridáme ak nám nepokazí hmotnos´.

Pomocou tohto môºeme napísa´ algoritmus vyuºívajúci dynamické programovanie a ako výsledok vrátimemax{v|W (n, v) ≤
W}. Tento algoritmus bude ma´ zloºitos´ n2V , £o je iba pseudopolynomiálny algoritmus. Ten v²ak môºeme upravi´.

Upravme si zadanie tak, ºe hodnoty v²etkých predmetov oreºeme o najniº²ie bity. Ak chceme relatívnu chybu ε > 0,
tak oreºeme b = dlog εVn e bitov (nahradíme ich nulami) (pre£o práve to©ko bude vysvetlené niº²ie). Tým sme získali
novú in²tanciu problému batohu, kde hmotnosti a limit sú rovnaké, ale pre kaºdé i je hodnota predmetu v′i = 2bb vj

2b
c.

Ná² algoritmus bude potrebova´ £as O(n
2V
2b

) (pretoºe ignorujeme nulové bity na konci kaºdej hodnoty predmetu).
Rie²enie S′, ktoré dostaneme bude moºno rôzne od optima S pôvodnej úlohy, ale bude plati´:∑

i∈S
vi ≥

∑
i∈S′

vi ≥
∑
i∈S′

v′i ≥
∑
i∈S

v′i ≥
∑
i∈S

(vi − 2b) ≥
∑
i∈S

vi − n2b



1.2. APROXIMA�NÍ SCHÉMATA 3

Prvá nerovnos´ platí, lebo S je optimum v pôvodnej úlohe, druhá lebo v′i ≤ vi, tretia lebo S′ je optimum novej
úlohy, ²tvrtá lebo v′i ≥ vi − 2b a posledná lebo |S| ≤ n. Na²e rie²enie je teda najviac n2b pod optimom. Dolný odhad
optima je V (predpokladáme, ºe kaºdý predmet sa samotný vmestí do batoha, iná£ môºeme príli² ´aºké predmety
vyhodi´ ako preprocessing). Relatívna chyba je teda approx−opt

opt ≤ approx−opt
V ≤ n2b

V = ε

Takºe pre zadané ε oreºeme b = dlog εVn e bitov a dostaneme algoritmus, ktorého relatívna chyba je ε a jeho £asová
zloºitos´ je O(n

2V
2b

) = O(n
3

ε ), £o je polynomiálne aj v n aj v 1
ε , preto je to úplná polynomiálna aproxima£ná schéma.


