
Kapitola 1

Státnice - Algoritmicky vy£íslitelné funkce

1.1 �áste£n¥ rekurzivní funkce

K. Gödel v 30. letech vynalezl primitivní rekurzivní funkce, pozd¥ji spole£n¥ s dal²ími £áste£n¥ rekurzivní funkce. Jde
o funkcionální p°ístup k algoritm·m. Lze se na n¥ dívat i jako na logiku 1. °ádu: základní funkce jsou axiomy, máme
operátory � odvozovací pravidla � a z toho vyrábíme formule � rekurzivní funkce.

De�nice (Podmín¥ná rovnost, konvergence, divergence)

• ' zna£í �podmín¥nou rovnost�, tj. v p°ípad¥, ºe alespo¬ jedna strana má smysl, tak má smysl i druhá a rovnají
se.

• P1(D)↓ zna£í, ºe predikát je de�nován, tj �konverguje� (ob£as se zna£í ! místo ↓)

• P1(D)↑ zna£í, ºe predikát není de�nován, tj. �diverguje�

Zna£ky konvergence, divergence i podmín¥né rovnosti se vztahují jak na predikáty, tak na funkce.

De�nice (Základní funkce)

• o(x) ' 0 ∀x ∈ N (�nula�)

• s(x) ' x+ 1 ∀x ∈ N (�následník�)

• Ijn(x1, . . . , xn) ' xj 1 ≤ j ≤ n (�projekce�, vybrání jedne ze sloºek)

De�nice (Základní operátory)

• Rn (n ≥ 1) � primitivní rekurze
Funkcím f (n−1 prom¥nných) a g (n+1 prom¥nných) p°i°adí Rn(f, g) = h, kde h(0, x2, . . . , xn) ' f(x2, . . . , xn)
a h(y + 1, x2, . . . , xn) ' g(y, h(y, x2, . . . , xn), x2, . . . , xn) (analogické k for-cyklu).

• Sm
n � substituce

Funkci f (m prom¥nných) a m funkcím gi (v²echny n prom¥nných) p°i°adí funkci h (n prom¥nných) p°edpisem
h = Sm

n (f, g1, . . . , gm) ≡ h(x1, . . . , xn) ' f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)) (analogické k podprogramu).

• Mn � minimalizace
Funkci f (n+ 1 prom¥nných) p°i°adí h (n prom¥nných) tak, ºe

h(x1, . . . , xn)↓ ∧h(x1, . . . , xn) ' y ≡ f(x1, . . . , xn, y)↓,' 0 ∧ f(x1, . . . , xn, j)↓, 6' 0 ∀j < y

(analogické k while-cyklu).

Dal²í zna£ení:

• µyP (x, y) je funkce prom¥nné x, která vrátí nejmen²í y takové, aby platil predikát P (x, y). Lze jí sestrojit pomocí
operátoru minimalizace.

De�nice (T°ída primitivn¥ a £áste£n¥ rekurzivních funkcí)

• T°ída primitivn¥ rekurzivních funkcí je nejmen²í t°ída funkcí f : Nk → N, která obsahuje základní funkce a je
uzav°ená na Rn a Sm

n .

• T°ída £áste£n¥ rekurzivních funkcí je nejmen²í t°ída, která obsahuje zákl. funkce a je uzav°ená na Rn, Sm
n a Mn.
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Poznámka (Vlastnosti zákl. funkcí a operátor·)

• V²echny zákl. funkce jsou v²ude de�nované (�totální�) a efektivn¥ vy£íslitelné.

• V²echny zákl. operátory zachovávají efektivní vy£íslitelnost.

• Rn, Sm
n zachovávají totálnost.

• PRF jsou efektivn¥ vy£íslitelné a totální.

De�nice (Odvození funkce)

Odvození funkce je kone£ná posloupnost funkcí, z nichº kaºdá je bu¤ funkce základní, nebo vzniká z uº odvozených
funkcí pomocí n¥jakého operátoru. Ke kaºdé funkci si pamatujeme, jak vznikla (toto v praxi hraje roli programu).

De�nice (Obecn¥ rekurzivní funkce)

Funkce je obecn¥ rekurzivní (ORF), jestliºe je �RF a totální.

Operace s PRF, predikáty

Poznámka (N¥které PRF)

Pomocí PRF lze popsat nap°.:

• sou£et

• sou£in

• mocninu, faktoriál

• operaci x−̇y, kde x−̇y = x− y pro x ≥ y, jinak 0

• operátory sg a sg (testy na nenulovost, resp. nulovost argumentu)

• minimum, maximum, absolutní hodnotu rozdílu

De�nice (Charakteristická funkce)

M¥jme predikát P (libovolné tvrzení) o n prom¥nných. Potom cP je jeho charakteristická funkce, kdyº je to v²ude
de�novaná funkce daná následovn¥:

cP (x1, . . . , xn) '

{
1 pokud P (x1, . . . , xn)

0 jinak

�áste£ná charakteristická funkce pro n¥jaký predikát P o n prom¥nných je funkce f o n prom¥nných taková, ºe
f(x1, . . . , xn) ↓⇔ P (x1, . . . , xn) a f(x1, . . . , xn) ↓⇒ f(x1, . . . , xn) = 1.

De�nice (PR, OR, RS Predikáty)

�ekneme, ºe predikát je primitivn¥ (obecn¥) rekurzivní, jestliºe jeho charakteristická funkce je primitivn¥ (obecn¥)
rekurzivní. Predikát je rekurzivn¥ spo£etný, jestliºe jeho £áste£ná charakteristická funkce je £áste£n¥ rekurzivní.

S funkcemi a predikáty se operuje docela ned·sledn¥, dají se v podstat¥ ztotoºnit.

Poznámka (Jiná moºnost nahlíºení)

�RF odpovídají funkcionální logice 1. °ádu:

• termy £íselné: 0, x, x+ 1, . . .

• termy funk£ní: o, I11 , s, R2(I11 , S
1
3(s, I23 )), . . .

• pravidlo aplikace: Ap(f, x) = · · · = f(x) (kde �. . .� je proces vyhodnocení termu, potenciáln¥ nekone£ný, dává z
funkce £íselný term)

• pravidlo zobecn¥ní: λxy(x+ y) dává z £íselného termu x+ y funkci
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Poznámka (Operace zachovávající PR)

PR jsou:

• Roz²í°ení po£tu prom¥nných, konstantní funkce

• Permutace a ztotoºn¥ní prom¥nných

• Kódování Nk do N � iterace Cantorova diagonálního kódování dvojic (〈x, y〉2 = (x+y)(x+y+1)
2 + x)

• Opa£ná operace � dekódování

• Funkce p(i) � i-té prvo£íslo

• Predikát rovnosti a <, >

• Logické spojky ∨,∧,¬, omezené kvanti�kátory (kvanti�kace spo£etn¥ mnoha prvk·)

• Gödelovo prvo£íselné kódování: slovo ai0 . . . aik do p(0)i0 · · · · · p(k)ik

Ackermannova funkce

De�nice (Ackermannova funkce)

Ackermannova funkce je funkce de�novaná jako:

A(0, x) =


1 x = 0

2 x = 1

x+ 2 x > 1

A(y, 0) = 1

A(y + 1, x+ 1) = A(y,A(y + 1, x))

De�nice (Strukturální sloºitost)

De�nujeme strukturální sloºitost � hloubku rekurze (intuitivn¥: po£et vno°ených for-cykl· � syntakticky, ne výpo£tem)
jako 0 pro základní funkce a

h(Rn(P,Q)) = max(h(P ), h(Q) + 1), h(Sm
n (P,Q0, . . . , Qk)) = max(h(P ), h(Q0), . . . , h(Qk))

Pak Ri je t°ída PRF, které lze získat pomocí PR-term· hloubky ≤ i a PRF samo je ∪∞i=1Ri

V¥ta (O Ackermannov¥ funkci)

Ackermannova funkce není PRF, ale je ORF.

D·kaz

• Ur£it¥ je ORF � d·kaz se provádí trans�nitní indukcí typu ω2; pro výpo£et kaºdé hodnoty pot°ebuji jen kone£n¥
mnoho p°edchozích hodnot � sta£í mi µz, kde z je nejmen²í kus N2, který sta£í k výpo£tu A(y, x) (dá práci
dokázat, ºe je kone£ný, pot°eba ordinál·, lexikogra�ckého uspo°ádání).

• A roste rychleji neº kaºdá PRF: ∀ϕ PRF (jedné prom¥nné) ∃x0 : ∀x ≥ x0 : ϕ(x) < A(x, x).

• Uvaºujme A(y, x) jako matici funkcí fy(x). Potom ur£it¥ fi ∈ Ri\Ri−1 a fy(x) je (aº na kone£n¥ mnoho x)
rostoucí. Navíc pro libovolnou ϕ ∈ Ri existuje x0 takové, ºe ∀x ≥ x0 : ϕ(x) < fi+1(x), tedy fi+1 majorizuje
v²echny funkce z Ri

• Nech´ pro spor má A(x, x) hloubku i. Potom A(x, x) = ϕ(x) < fi+1(x) pro n¥jaké pevné i. Potom ale A(x, x) <
fi+1(x) < fx(x) = A(x, x), tj. pro x > i+ 1 máme spor.

V¥ta (O vztahu PRF, ORF a �RF)

Platí PRF⊂ ORF ⊂ �RF a inkluze jsou ostré.

D·kaz

Pro ORF⊂ �RF mám funkci g(x, y) ' y + 1 a h(x) ' µy(g(x, y) ' 0), ta není nikde de�novaná. Pro PRF⊂ ORF
mám Ackermannovu funkci.
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1.2 Univerzální funkce

De�nice (Univerzální funkce)

M¥jme T � spo£etnou mnoºinu �RF jedné prom¥nné. Potom U(i, x) je univerzální funkce t°ídy T , jestliºe:

• ∀ p°irozené i : λxU(i, x) ∈ T

• ∀ϕ ∈ T : ∃i0 : ϕ = λxU(i0, x)

A U tedy indexuje v²echny funkce t°ídy T . Podobn¥ se de�nují i univerzální funkce pro �RF více prom¥nných.
Platí, ºe {λxU(i, x)}y≥0 je posloupnost v²ech funkcí z T , takºe U ur£uje numeraci prvk· T

V¥ta (O univerzální funkci PRF)

Existuje ORF, která je univerzální pro t°ídu PRF (jedné prom¥nné). Taková funkce pak nem·ºe být PRF.

D·kaz

• Se°adím v²echny PR-termy (PR-programy) do posloupnosti (máme 3 axiomy a 3 odvozovací pravidla, se°azení
je moºné).

• Potom U(x, y) := hx(y), kde hx vy£ísluje x-tý program.

• Sporem nech´ U(x, y) je PRF. Pak i U(x, x) je PRF, 1−̇U(x, x) je PRF, z toho 1−̇U(x, x) = U(x0, x). Dosadím
x = x0 a mám spor, nebo´ ob¥ strany jsou de�novány (toto je p°íklad pouºití Cantorovy diagonální metody).

De�nice (Turingovsky vy£íslitelná funkce)

Vezmeme Turingovy stroje s vn¥j²í abecedou, jejíº prvním znakem je � |�. �ísla 0, 1, . . . zapisujme na pásku jako
|, ||, |||, . . ., n-tice odd¥lujme znakem λ. Potom:

• �ekneme, ºe stroj M je n-aritmetický, pokud pro kaºdou n-tici p°ir. £ísel x1, . . . , xn reprezentovanou po£áte£ní
kon�gurací S platí: je-li M pouºitelný k S (zastaví-li se výpo£et nad ní) a je-li výsledná kon�gurace T , pak v T
je na pásce n¥jaké jedno p°irozené £íslo a hlava stroje M stojí nad jeho posledním znakem |.

• Stroj je dále n-aritmetický typu 0/1, pokud má abecedu {|, λ} a jediný koncový stav.

• �ekneme, ºe M vy£ísluje funkci f o n prom¥nných, pokud M je n-aritmetický a pro kaºdou n-tici p°ir. £ísel
x1, . . . , xn v po£. kon�guraci S platí: M je pouºitelný, práv¥ kdyº je f pro x1, . . . , xn de�novaná a je-li f
de�novaná, pak ve výsledné kon�guraci T je na pásce stroje £íslo f(x1, . . . , xn) a hlava stojí nad jeho posledním
znakem.

• �ekneme, ºe funkce je turingovsky vy£íslitelná, pokud existuje n¥jaký n-aritmetický TS (typu 0/1), který ji
vy£ísluje.

V¥ta (O ekvivalenci TS a �RF)

Funkce n prom¥nných je £áste£n¥ rekurzivní, práv¥ kdyº existuje n-aritmetický Turing·v stroj typu 0/1, který ji
vy£ísluje.

D·kaz

�⇐�: Kaºdá �RF je T-vy£íslitelná.
D·kaz indukcí podle sloºitosti funkce � pro základní funkce to jist¥ platí, Rn,Mn, S

m
n toto zachovávají (Sm

n znamená
pouºití více pásek, vy£íslení a sloºení, Rn znamená vy£íslení f a y-krát �oto£ení� g, Mn je vy£íslování f na vstupu a
zv¥t²ujícím se po£ítadle cykl·, dokud nedostanu 0 � pak vrátím hodnotu po£ítadla).

�⇒�: Pro kaºdý TS M existuje �RF, která dává stejný výsledek
Je nutné zavést kódy kon�gurací; TS navíc nemají ºádné podt°ídy, tedy nelze postupovat induktivn¥. Platí:

• stepM (X) � jeden krok stroje je PR záleºitost (pracuje se nad kon�guracemi TS UqsV , z obou stran obalenými
spec. znakem h, pak slovo není nekone£né a lok. zm¥na se dá spo£ítat). Existuje ur£it¥ PR funkce, která popisuje
lokální zm¥nu (jde vlastn¥ o rozhodovací strom, který se staví pomocí Rn).

• compM (X, i) � výsledek stroje po i krocích práce je stále PR (for-cyklus � Rn)

• µi(compM (X, i) obsahuje q0) � q0 je koncový stav (pracuj, dokud neskon£í² � while)

• Potom výsledná �RF g je dána jako g(kód(S)) ' result(µi(compM (X, i) obsahuje q0)), kde result je jednoduchá
funkce smazání okraj· atp. BÚNO je takový stroj úplný a q0 jeho jediný koncový stav. Operátor minimalizace
se vyskytuje jen jednou, proto je vhodné ho vysunout co nejvíce �ven� v uzávorkování.
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Pak také platí, ºe mám-li n¥jakou £áste£nou funkci (tj. nemusí být totální), která je turingovsky vy£íslitelná, pak
je �R.

Kleenova v¥ta

V¥ta (Kleenova o normální form¥)

Pro kaºdé k ≥ 1 existují

• �RF Ψk k + 1 prom¥nných

• PRP Tk k + 2 prom¥nných (Kleene·v predikát)

• PRF U jedné prom¥nné

• PRF sk k + 1 prom¥nných

takové, ºe:

1. Ψk je univerzální funkcí pro t°ídu v²ech �RF k prom¥nných. Ψk(e, x1, . . . , xk) vy£ísluje e-tou �RF k prom¥nných.
Navíc z odvození �RF lze efektivn¥ získat e a naopak z e lze efektivn¥ získat odvození p°íslu²né �RF.

2. Ψk(e, x1, . . . , xk) ' U(µyTk(e, x1, . . . , xk, y)), kde Tk odpovídá výpo£tu Turingova stroje, y = 〈y0, y1〉, y0 je doba
výpo£tu, y1 výsledek a U vyd¥lí z 〈y0, y1〉 druhou sloºku.

3. sk je prostá funkce rostoucí ve v²ech prom¥nných, o které platí (tato £ást V¥ty o normální form¥ se nazývá S-m-n
v¥ta):
Ψm+n(e, z1, . . . , zm, x1, . . . , xn) ' Ψn(sm(e, z1, . . . , zm), x1, . . . , xn)
Tm+n(e, ~z, ~x) ≡ Tn(sm(e, ~z), ~x)

4. Tk(e, x1, . . . , xk, y) ∧ Tk(e, x1, . . . , xk, z)⇒ y = z

Díky tomu lze �RF efektivn¥ o£íslovat. ϕe(x1, . . . , xk) pak zna£í e-tou funkci k prom¥nných. Indexu e se °íká
Gödelovo £íslo funkce.

D·kaz

• Oklikou p°es Univerzální Turing·v stroj: ke kaºdé �RF máme TS a jeho kód e. Vezmeme si proto UTS, který s
kódy umí po£ítat, a hledáme jeho �RF.

• Páska univerzálního stroje vypadá v obecném p°ípad¥ následovn¥:

Y blok1 Y blok2 ∆ blok3 ×O1 ×O2 . . . Y

První blok je aktuální kon�gurace, druhý £íslo stavu a t°etí aktuální polí£ko, zbytek je program. �ísla kódujeme
unárn¥ (x jako x+ 1 £ar).

• Základní idea � bez prom¥nných x1, . . . xk páska UTS vypadá takto: Y M Y blok2 ∆ blok3 ×O1×O2 . . . Y (M
je kód programu).

• Konstrukce Ψm(e, x1, . . . , xm):

� Zkontrolujeme, zda e po rozkódování obsahuje n¥jaký kód programu M .

� Jestliºe ne, je výsledkem nulová funkce (syntax error).

� Jestliºe ano, nejlev¥j²í výskyt M nahradíme || . . . |λ|| . . . |λ . . . λ|| . . . |M (kódování vstupních dat x1, . . . , xn;
substituce) a spustíme program e na UTS, podle toho získáme výsledek � Ψk

• sk(e, y1, . . . , yk) odpovídá: £ekej na x1, . . . , xj , p°idej k nim y1, . . . , yk a spus´ program e.

V¥ta (Vlastnosti predikátu Ψk)

1. Predikát Ψk(e, x1, . . . , xk)↓ je rekurzivn¥ spo£etný, není rekurzivní.

2. jeho negace Ψk(e, x1, . . . , xk)↑ není rekurzivn¥ spo£etná.

3. Dále Ψk nelze roz²í°it do ORF. Dokonce pokud α je �RF, která je roz²í°ením Ψk, potom lze efektivn¥ nalézt
vstup ~z takový, ºe α(~z)↑.

Univerzální funkce pro danou t°ídu funkcí tedy bu¤ nem·ºe pat°it do této t°ídy, nebo nem·ºe být totální.
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D·kaz

• Z de�nice je z°ejmé, ºe Ψk(. . .)↓ je rekurzivn¥ spo£etný predikát. Sta£í ukázat, ºe Ψk(. . .)↑ není rekurzivn¥
spo£etný. Z toho p°ímo plyne, ºe Ψk(. . .)↓ není rekurzivní.

• Bez újmy na obecnosti uvaºujme k=1. Pouºijeme Cantorovu diagonální metodu.

• Kdyby Ψ1(. . .)↓ byl rekurzivní, potom by Ψ1(x, x)↑ byl také rekurzivní, tím spí²e rekurzivn¥ spo£etný. Tedy
pro n¥jakou �RF ϕ by platilo Ψ1(x, x) ↑⇔ ϕ(x) ↓. Vezmeme-li index funkce ϕ (ozna£me jej x0), dostáváme
Ψ1(x, x)↑⇔ Ψ1(x0, x)↓, po dosazení x = x0 dostáváme Ψ1(x0, x0)↑⇔ Ψ1(x0, x0)↓, coº je spor.

• Pro d·kaz zbytku tvrzení p°edpokládejme, ºe h(e, x) je ORF roz²í°ením Ψ1(e, x). Potom 1−̇h(x, x) je ORF g.
Nech´ g má index x0, tj. g(x) ' Ψ1(x0, x). Protoºe g je ORF, pro v²echna x platí Ψ1(x0, x)↓, tedy Ψ1(x0, x0)↓.
Dostáváme h(x0, x0) = Ψ1(x0, x0), coº ov²em vede ke sporu: 1−̇Ψ1(x0, x0) ' h(x0, x0) ' Ψ1(x0, x0).

• Pokud n¥jaká �RF β je roz²í°ením Ψ1, umím pro β (podle p°edch. d·kazu) najít e takové, ºe β(e, e)↑.

• My²lenka obsaºená v p°edchozím d·kazu je zaloºená na Cantorov¥ diagonální metod¥. Spor na diagonále si
vynutí divergenci, nebo´ rovnost funkcí je jenom podmín¥ná, tedy v p°ípad¥ divergence je v²e v po°ádku.


