
Kapitola 1

Státnice - Rekurzivní a rekurzivn¥ spo£etné

mnoºiny

1.1 Rekurzivn¥ spo£etné mnoºiny

De�nice (Rekurzivní a rekurzivn¥ spo£etná mnoºina)

Charakteristická funkce mnoºinyM ozna£uje charakteristickou funkci predikátu náleºení do mnoºiny, tj. funkci cM (x),
kde cM (x) =↓ 1 pro x ∈M a cM (x) ↓= 0 pro x /∈M .

Analogicky se de�nuje £áste£ná charakteristická funkce mnoºiny � cM (x) =↓ 1 pro x ∈M a cM (x) ↑ pro x /∈M .
Mnoºina M je rekurzivní, je-li její charakteristická funkce obecn¥ rekurzivní (kaºdá char. fce je totální, takºe �RF

by bylo totéº). Mnoºina M je rekurzivn¥ spo£etná, jestliºe je de�ni£ním oborem n¥jaké �RF (neboli jestliºe je její
£áste£ná char. funkce £áste£n¥ rekurzivní).

Mnoºina je rekurzivní, jestliºe existuje program, který se na libovolném vstupu zastaví a rozhodne, zda do ní vstup
pat°í. Mnoºina je rekurzivn¥ spo£etná, jestliºe existuje program, který se zastaví práv¥ na jejích prvcích. Je-li mnoºina
rekurzivní, je i rekurzivn¥ spo£etná, opa£n¥ to neplatí.

De�nice (dom, rng)

V následujícím dom zna£í de�ni£ní obor, rng obor hodnot.

De�nice (x-tá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina)

Wx (x-tá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina) = dom(ϕx) = {y : ϕx(y)↓}

De�nice (K)

K = {x : x ∈Wx} = {x : ϕx(x)↓} = {x : Ψ1(x, x)↓}

Mnoºina K vlastn¥ odpovídá halting problému. Platí o ní následující tvrzení.

V¥ta (Rekurzivní spo£etnost K)

Mnoºina K je rekurzivn¥ spo£etná, není rekurzivní, K není rekurzivn¥ spo£etná.

D·kaz

K není rekurzivní, nebo´ K není rekurzivn¥ spo£etná. K není rekurzivn¥ spo£etná, nebo´ kdyby byla, m¥la by index
x0. Jednoduchou diagonalizací dostáváme x0 ∈ K ⇔ x0 ∈Wx0

⇔ x0 ∈ K. Spor.

1.2 1-p°eveditelnost, m-p°eveditelnost

De�nice (1-p°eveditelnost, m-p°eveditelnost, 1-úplnost, m-úplnost)

• Mnoºina A je 1-p°evedilná na B (zna£íme A ≤1 B), jestliºe existuje prostá ORF f taková, ºe x ∈ A⇔ f(x) ∈ B.

• Mnoºina A je m-p°evedilná na B (zna£íme A ≤m B), jestliºe existuje ORF f (ne nutn¥ prostá) taková, ºe
x ∈ A⇔ f(x) ∈ B.

• Mnoºina M je 1-úplná, jestliºe M je rekurzivn¥ spo£etná a kaºdá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina je na ni 1-
p°evedilná.
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• Mnoºina M je m-úplná, jestliºe M je rekurzivn¥ spo£etná a kaºdá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina je na ni m-
p°evedilná.

V¥ta (1-úplnost K)

K je 1-úplná. Tedy halting problem je vzhledem k 1 am-p°evoditelnosti nejt¥º²í mezi rekurzivn¥ spo£etnými problémy.

D·kaz

M¥jme libovolnou rekurzivn¥ spo£etnou mnoºinu Wx.
M¥jme �RF α(y, x, w), popisující x-tou rekurzivn¥ spo£etnou mnoºinu. Tedy α(y, x, w)↓⇔ y ∈Wx ⇔ Ψ1(x, y)↓⇔

ϕx(y) ↓ . w je tady �ktivní prom¥nná, funkce α na její hodnot¥ nezáleºí. Z s-m-n v¥ty dostáváme: α(y, x, w) '
Ψ3(a, y, x, w) ' Ψ1(s2(a, y, x), w) ' ϕs2(a,y,x)(w). Ozna£me h(y, x) = s2(a, y, x) (s2 je PRF, tím spí²e ORF). y ∈
Wx ⇔ α(y, x, w)↓⇔ ϕh(y,x)(w)↓⇔ ϕh(y,x)(h(y, x))↓⇔ h(y, x) ∈ K Zde jsme mohli za w dosadit h(y, x), nebo´ hodnota
α na w nezáleºí! Tedy Wx ≤1K pomocí funkce λy : h(y, x).

Lemma (K0 je 1-úplná)

K0 = {〈y, x〉 : y ∈Wx} je 1-úplná.

D·kaz

Z°ejmé. K ≤1 K0 a K je 1-úplná.

Lemma (Poznámky k 1-p°eveditelnosti)

1. Relace ≤1 a ≤m jsou tranzitivní, re�exivní.

2. A ≤1 B ⇒ A ≤m B

3. B rekurzivní, A ≤m B ⇒ A rekurzivní.

4. B rekurzivn¥ spo£etná, A ≤m B ⇒ A rekurzivn¥ spo£etná.

D·kaz

1. Z°ejmé.

2. Z°ejmé.

3. Sloºením funkce dokazující ≤m s procedurou, která rozhoduje o x ∈ B, dostaneme proceduru rozhodující o
x ∈ A. Dostáváme cA(x) = cB(f(x)).

4. Stejn¥.

D·sledek

K a K jsou m-nesrovnatelné.

D·kaz

Plyne z faktu, ºe K je rekurzivn¥ spo£etná, K není, a z bodu 4 p°edchozího lemma.

De�nice (Rekurzivní permutace)

Permutace na N, která je ORF, se nazývá rekurzivní permutace.

De�nice (Rekurzivní isomor�smus)

Mnoºiny A a B jsou rekurzivn¥ isomorfní, jestliºe existuje rekurzivní permutace p taková, ºe p(A) = B. Zna£íme
A ≡ B.

De�nice (1-ekvivalence a m-ekvivalence)

• A ≡1 B, jestliºe A ≤1 B ∧B ≤1 A.

• A ≡m B, jestliºe A ≤m B ∧B ≤m A.
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V¥ta (Myhillova)

A ≡ B ⇔ A ≡1 B

D·kaz

Jedná se o vlastn¥ o obdobu Cantor-Bernsteinovy v¥ty.
⇒ Triviální.
⇐ Z p°edpoklad· máme dv¥ prosté ORF f, g p°evád¥jící vzájemn¥ A na B a opa£n¥. Chceme sestrojit rekurzivní

permutaci h takovou, ºe h(A) = B.
Plán: v krocích budeme generovat graf h tak, ºe v kroku n bude platit {0, . . . , n} ⊆ dom(h), {0, . . . , n} ⊆ rng(h).

Z toho plyne, ºe h bude de�novaná na celém N a bude na. Sou£asn¥ zajistíme, ºe h bude prostá.
Navíc budeme chtít, aby platilo y ∈ A⇔ h(y) ∈ B, tedy aby h p°evád¥la A na B.
Za£neme v bod¥ 0 a poloºíme h(0) = f(0). Rozli²íme následující p°ípady:

1. f(0) = 0: v²e je v po°ádku, h(0) = f(0) = 0 a 0 ∈ A⇔ 0 ∈ B, pokra£ujeme dal²ím prvkem.

2. f(0) 6= 0: rozli²íme dva podp°ípady

(a) g(0) 6= 0: de�nujeme h(g(0)) = 0.
Tedy 0 ∈ dom(h) ∩ rng(h).

(b) g(0) = 0: nem·ºeme pouºít h(g(0)) = 0, protoºe v bod¥ 0 je jiº h de�nována. Najdeme tedy volný bod:
de�nujme h(g(f(0))) = 0. Ur£it¥ g(f(0)) 6= 0, protoºe g je prostá a f(0) 6= 0. Tímto jsme op¥t dostali bod
0 do de�ni£ního oboru h i oboru hodnot. Zárove¬ funkci h de�nujeme podle f a g, tedy p°evádí vzájemn¥
A na B.

Induk£ní krok: nech´ v kroku k je z první volný prvek. V²echna £ísla men²í neº z máme v dom(h) ∩ rng(h).
Podíváme se, zda je f(z) volný. Jestliºe ano, poloºíme h(z) = f(z). Jestliºe f(z) není volný, hledám �cik-cak� dal²í
volný (podobn¥ jako pro 0, maximáln¥ z prvk· je blokovaných, tj. maximáln¥ po z iteracích tohoto postupu dojdu k
volnému prvku).

D·sledek

K ≡ K0.

D·kaz

Z°ejmé, nebo´ K ≡1 K0 (ob¥ mnoºiny jsou 1-úplné).

1.3 Rekurzivn¥ spo£etné predikáty

Lemma (ORF → RSP)

Je-li Q obecn¥ rekurzivní predikát, potom ∃y : Q je rekurzivn¥ spo£etný predikát.

D·kaz

µyQ je �RF, její de�ni£ní obor je {∃y : Q}.

V¥ta (Univerzální RSP)

Predikát ∃yTk(e, x1, . . . , xk, y) je univerzálním RSP pro t°ídu RSP k prom¥nných, tj. lze de�novat index (Gödelovo
£íslo) rekurzivn¥ spo£etného predikátu.

D·kaz

Z v¥ty o normální form¥ � numerace �RF nám dává numeraci predikát·.

V¥ta (Log. spojky a rek. spo£etnost)

Konjukce a disjunkce zachovávají rekurzivní spo£etnost. Tedy pr·nik a sjednocení rekurzivn¥ spo£etných mnoºin je
rekurzivn¥ spo£etná mnoºina. Stejn¥ pro predikáty.
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D·kaz

Pro pr·nik spustíme oba programy sou£asn¥ a £ekáme, aº se oba zastaví. Pro sjednocení £ekáme, aº se zastaví alespo¬
jeden.

Formáln¥ pro pr·nik ((w)2,1 znamená to, ºe w kóduje usp. dvojici a vybíráme z ní první prvek; to je PRF):
∃s1Tk(a, ~x,w1) ∧ ∃s2Tk(b, ~x, w2) ⇔ ∃w(Tk(a, ~x, (w)2,1) ∧ Tk(b, ~x, (w)2,2)). Uvedený predikát je rekurzivn¥ spo£etný,
tedy má n¥jaký index, tj. ekvivalence pokra£uje: ∃wTk+2(e, a, b, ~x, w)⇔ ∃wTk(s2(e, a, b), ~x, w)

Poznámka

Konjunkce a disjunkce tedy rek. spo£etnost zachovávají, o negaci (tj. dopl¬ku) to ale uº samoz°ejm¥ neplatí.

V¥ta (Kvanti�kace a rek. spo£etnost)

Omezená kvanti�kace (∀y)y≤t a existen£ní kvanti�kace (pro k ≥ 2) zachovávají rekurzivní spo£etnost.

D·kaz

Neformáln¥: omezený kvanti�kátor lze zkontrolovat for cyklem.
Formáln¥: (∀y)y≤t ∃s : Tk(e, x1, . . . , xk−1, y, s)⇔ ∃ kód (t+1)-tice w : (∀y)y≤t Tk(e, x1, . . . , xk−1, y, (w)t+1,y).

y m·ºeme zkou²et primitivní rekurzí, w minimalizací, dostáváme tedy rekurzivn¥ spo£etný predikát, který má n¥jaký
index b, dále m·ºeme pouºít S-m-n v¥tu. ∃s : Tk+1(b, e, x1, . . . , xk−1, t, s)⇔ ∃s : Tk(s1(b, e), x1, . . . , xk−1, t, s).

Pro existen£ní kvanti�kátor je situace je²t¥ jednodu²²í. Kvanti�kaci p°es dv¥ prom¥nné p°evedeme na kvanti�kaci
p°es jednu, kterou budeme povaºovat za kód dvojice a v predikátu potom vyd¥líme jednotlivé sloºky (a pouºijeme
op¥t S-m-n v¥tu). Dostáváme predikát k−1 prom¥nných, proto je ve v¥t¥ poºadavek na minimální velikost k ≥ 2.

∃y : ∃s : Tk(e, x1, . . . , xk−1, y, s)⇔ ∃w : Tk(e, x1, . . . , xk−1, (w)2,1, (w)2,2)

⇔ ∃s : Tk(b, e, x1, . . . , xk−1, s)⇔ ∃s : Tk−1(s1(b, e), x1, . . . , xk−1, s)

Poznámka

Neomezená obecná kvanti�kace (∀) rekurzivní spo£etnost nezachovává.

V¥ta (O selektoru)

Nech´ Q je RSP k + 1 prom¥nných. Potom existuje �RF ϕ k prom¥nných taková, ºe:

ϕ(x1, . . . , xk)↓⇔ ∃y : Q(x1, . . . , xk, y)

ϕ(x1, . . . , xk)↓⇒ Q(x1, . . . , xk, ϕ(x1, . . . , xk))

V¥ta °íká, ºe pro kaºdý rekurzivn¥ spo£etný predikát existuje �RF taková, ºe konverguje, práv¥ kdyº existuje y
spl¬ující predikát. Tato funkce navíc p°ímo vrací jedno takové y, pro které predikát platí. Tato ϕ je selektor na grafu
Q.

D·kaz

Dáno ~x, hledáme nejmen²í dvojici (y, s) takovou, ºe za s krok· ov¥°íme, ºe Q(~x, y) (tj. program pro Q konverguje za
s krok·). Pak vydáme y.

Obecn¥: univerzální vyjád°ení RSP ∃s : Tk+1(e, ~x, y, s), hledáme nejmen²í w (kód dvojice) takové, ºe ϕ(~x) '
(µwTk+1(e, ~x, (w)2,1, (w)2,2))2,1. Funkce ϕ vrací první sloºku z první dvojice, kterou najde (v uspo°ádání daném na²ím
kódováním dvojic).

V¥ta (Vztah �RF a RS graf·)

Funkce je �RF ⇔ má rekurzivn¥ spo£etný graf.

D·kaz

Je-li ϕ �RF, je její graf rekurzivn¥ spo£etný: 〈x1, . . . , xk, y〉 ∈ Graf⇔ ∃s : za s krok· program konverguje.
Opa£n¥, je-li graf funkce ϕ rekurzivn¥ spo£etný, je selektor na n¥m �RF, ale selektor na grafu funkce je p°ímo ona

funkce.
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V¥ta (Postova)

Mnoºina M je rekurzivní, práv¥ kdyº M i M jsou rekurzivn¥ spo£etné.
Predikát Q je ORP, práv¥ kdyº Q i ¬Q jsou RSP.

D·kaz

�⇒�: Triviální.
�⇐�: Intuitivn¥:M = dom(P1),M = dom(P2). Pustíme oba programy sou£asn¥ a £ekáme, který se zastaví. Zastaví

se práv¥ jeden.
Formáln¥: (x ∈ M ∧ y = 1) ∨ (x ∈ M ∧ y = 0) je rekurzivn¥ spo£etný predikát, selektor na n¥m je ORF, která je

charakteristickou funkcí pro M .

1.4 Generování rekurzivn¥ spo£etných mnoºin

Lemma (Rek. spo£etná mnoºina je obor hodnot �RF)

Kaºdá rekurzivn¥ spo£etná mnoºina je oborem hodnot n¥jaké �RF.

D·kaz

Pro kaºdou mnoºinu Wx vytvo°íme mnoºinu dvojic R = {〈y, y〉 : y ∈ Wx}. Mnoºina R je rekurzivn¥ spo£etná, tedy
má �RF selektor ϕ, platí dom(ϕ) = rng(ϕ) = Wx.

My²lenka toho d·kazu je, ºe body, kde ϕx konverguje, vyneseme na diagonálu a vytvo°íme selektor. Jeho de�ni£ní
obor bude zárov¥¬ jeho oborem hodnot.

V¥ta (�RF odpovídá Rek. spo£etným mnoºinám)

Kaºdý obor hodnot �RF je rekurzivn¥ spo£etná mnoºina.

D·kaz

Máme �RF g a její obor hodnot. Zkonstruujeme pseudoinverzní funkci h k �RF g, tj. funkci takovou, ºe dom(h) =
rng(g) a to tak, ºe vyrobíme RS predikát Q(x, y)⇔ g(x) ' y a to má �RF selektor, který hledáme � h.

De�nice (Úseková funkce)

Funkce f je úseková, jestliºe jejím de�ni£ním oborem je po£áte£ní úsek N (nebo celé N).

V¥ta (Rek. mnoºiny a úsekové �RF)

Rekurzivní mnoºiny jsou práv¥ obory hodnot rostoucích úsekových �RF.

D·kaz

⇒: De�nujeme �RF f , která bude rostoucí a úseková.

• Za£neme f(0) ' µx(x ∈M).

• Dále f(n+ 1) ' µy(y > f(n) ∧ y ∈M)

⇐: Máme f rostoucí úsekovou �RF.

1. V p°ípad¥, ºe je f má kone£né dom (tohle ale nejsme schopni efektivn¥ rozpoznat!), víme jak, známe D = dom(f)
a tedy rng(f) je rekurzivní.

2. V p°ípad¥, ºe je f je v²ude de�novaná (totální): y ∈ M = rng(f) ⇔ ∃x : (f(x) = y)) ⇔ ∃x≤ y : (f(x) = y)
Poslední ekvivalence platí, protoºe f je rostoucí a úseková. Tedy y ∈M ⇔ y ∈ {f(0), . . . , f(y)}.

V¥ta (O generování)

M¥jme nekone£nou mnoºinu M . Potom:

• Mnoºina M je rekurzivní, práv¥ kdyº M lze generovat rostoucí ORF.

• Mnoºina M je rekurzivn¥ spo£etná, práv¥ kdyº M lze generovat prostou ORF.
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D·kaz

D·sledek p°edchozí, resp. následující v¥ty.

V¥ta (Rek. spo£etné mnoºiny a prosté úsekové �RF)

Rekurzivn¥ spo£etné mnoºiny jsou práv¥ obory hodnot prostých úsekových �RF.

D·kaz

�⇐�: Víme, obor hodnot �RF je rekurzivn¥ spo£etná mnoºina (z v¥ty o tom, ºe �RF odpovídají RSM).
�⇒�: M¥jme �RF ϕ (M = rng(ϕ) pro n¥jaké ϕ, z lemmatu o tom, ºe RSM je obor hodnot �RF).
D·kaz provedeme pomocí rekurzivní mnoºiny B = {〈x, s〉 : ϕ(x)↓ p°esn¥ za s krok· } . Je vid¥t, ºe kaºdé x bude

pouze v jednom z pár· 〈x, s〉.
Mnoºinu B lze, protoºe je rekurzivní, generovat pomocí rostoucí úsekové �RF h. Funkce h generuje dvojice,

de�nujeme tedy g(x) ' (h(x))2,1. Z°ejm¥ g je prostá, úseková a �RF (a generuje rng(ϕ)).

D·sledek

Kaºdá nekone£ná rekurzivn¥ spo£etná mnoºina obsahuje nekone£nou rekurzivní podmnoºinu.

D·kaz

M¥jme f , která prost¥ generuje M . Vyber rostoucí podposloupnost. Ta je rekurzivní.

g(0) = f(0)

g(n+ 1) = f(µj(f(j) > g(n)))

Obor hodnot g je nekone£ná rekurzivní mnoºina a je podmnoºinou M .
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