
Kapitola 1

Státnice - Dynamizace datových struktur

1.1 Úvod

Mnoho datových struktur podporuje velice efektivní operaci MEMBER, ale nemá operace INSERT a DELETE.
Úkolem dynamizace je práv¥ tyto operace do jakékoliv obecné struktury co nejefektivn¥ji doplnit.

Zobecn¥ný vyhledávací problém

Zobecn¥ný vyhledávací problém je libovolná funkce f : U1 × 2U2 → U3 � pro prvek a n¥jakou mnoºinu vrací n¥jakou
hodnotu.

Struktura S je statická struktura °e²ící vyhledávací problém (neboli S-struktura) f , je-li dán algoritmus, který pro
A ⊆ U2 zkonstruuje datovou strukturu S(A) a algoritmus, který pro x ∈ U1 a S(A) spo£te f(x,A).

Struktura je semidynamická, pokud navíc existuje algoritmus, který pro x ∈ U2 a S(A) zkonstruuje S-strukturu
S(A ∪ {x}).

Struktura je dynamická, pokud navíc existuje algoritmus, který pro x ∈ A a S(A) zkonstruuje S-strukturu
S(A\{x}).

Ve v²ech následujících operacích budeme uvaºovat jen rozloºitelný vyhledávací problém:

• Vyhledávací problém je rozloºitelný, pokud existuje binární operace ◦ na univerzu U3 taková, ºe pro disjunktní
A,B ⊆ U2 a x ∈ U1 platí f(x,A) ◦ f(x,B) = f(x,A ∪B).

To platí pro situaci, která nás nejvíc zajímá � pokud funkce f provádí operaci MEMBER nad n¥jakou datovou
strukturou. Jiné problémy (pat°í x do konvexního obalu mnoºiny?) ale rozloºitelné nejsou.

Navíc budeme p°edpokládat, ºe funkce ◦ lze spo£ítat v konstantním £ase. Ozna£me

• QS(n) £as na vy£íslení f(x,A), pokud |A| = n

• SS(n) pam¥´ový prostor pot°ebný k reprezentaci n-prvkové mnoºiny

• PS(n) £as na vytvo°ení struktury S(A) pro |A| = n

Pro asymptotické odhady budeme p°edpokládat, ºe funkce QS(n),
SS(n)
n a PS(n)

n jsou neklesající.

1.2 Semidynamizace

Vytvo°íme semidynamickou strukturu, jejíº £as operace INSERT bude velmi rychlý a navíc se nám moc nepokazí doba
pro provedení operaceMEMBER. Základní idea je podobná jako v binomiálních haldách � roztrháme reprezentovanou
mnoºinu A na sadu disjunktních podmnoºin Ai o velikosti 2i (takové mnoºiny jsou neprázdné pro i odpovídající
jedni£kám v binárním zápisu £ísla |A|.

Formáln¥ budeme mít spojový seznam S-struktur S(Ai) odpovídajících mnoºinám Ai, potom seznam spojových
seznam· s(Ai), které obsahují prvky jednotlivých mnoºin, a nakonec pomocnou dynamickou strukturu T (nap°. binární
vyhledávací strom). To v²echno dohromady zjevn¥ vyºaduje jen O(SS(n)) pam¥ti (celkem reprezentujeme po°ád stejn¥
prvk· a vyhledávací stromy i spojáky jsou O(n)).

Struktura T se pouºívá k �rychlému� testování p°ed INSERTem, zda nechceme vkládat prvek, který uº v mnoºin¥
máme, p°ípadn¥ p°ed DELETEM, jestli nechceme mazat neexistující prvek. Pro jednoduchost to v popisech operací
vynecháme.
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Operace MEMBER

Operace MEMBER potom projde v²echny neprázdné mnoºiny Ai a zavolá MEMBER na nich. Výsledek spojí za
pomoci funkce ◦.

To celkem dává sloºitost MEMBERu O(QS(n) log(n)), protoºe hledáme v max. log2 díl£ích mnoºinách.
Protoºe jakékoliv mocniny rostou rychleji neº logaritmus, platí, ºe pokud QS = nε pro n¥jaké ε > 0, pak je operace

MEMBER O(nε).

Operace INSERT

Operace INSERT najde nejmen²í i takové, ºe Ai = ∅. Potom vezme v²echny Aj , j < i (ty jsou neprázdné) a spolu
s vkládaným prvkem je slije do jedné mnoºiny Ai (zahodí S-struktury pro v²echna Aj , j < i, zkonkatenuje spojáky
s(Aj) a na jejich základ¥ zkonstruuje novou S-strukturu S(Ai)). Nová mnoºina má správný po£et prvk·, protoºe∑i−1
j=0 2

j + 1 = 2i.
V odhadu amortizované sloºitosti vyuºijeme fakt, ºe S-struktura pro Ai se tvo°í jen tehdy, kdyº existují S-struktury

pro v²echny Aj , j < i. Tj. S-struktura o velikosti 2i prvk· se konstruuje znovu aº po dal²ích 2i+1 − 1 INSERTech.
Amortizovan¥ tak vychází : ∑logn

i=0
PS(2i)

2i ≤
∑logn
i=0

PS(n)
n = PS(n)

n log n = O(PS(n)
n log n).

Podobn¥ jako pro MEMBER platí, ºe pokud PS = nε pro n¥jaké ε > 1, pak je sloºitost operace INSERT
O(nε−1).

Operace INSERT se zaru£eným nejhor²ím £asem

Protoºe n¥kdy nesta£í mít INSERT rychlý amortizovan¥, byla vytvo°ena jeho varianta, která zaru£uje rozumnou
rychlost i v nejhor²ím p°ípad¥. D¥lá se to prostým rozloºením pot°ebných operací do v²ech volání. Musíme ale povolit
i poºadavky na na²i strukturu � místo max. jedné mnoºiny pro kaºdou velikost odpovídající mocnin¥ dvou budeme
mít max. 4 takové mnoºiny Ai,0, . . . Ai,3, z nichº poslední navíc bývá zkonstruovaná jen £áste£n¥ (�rozpracovaná�).

Ozna£me po£et mnoºin Ai jako ki, p°i£emº ki = −1, pokud neexistuje ºádná mnoºina velikosti 2i. Algoritmus
potom vypadá následovn¥:

1. Vytvo°í se jednoprvková A0,k0+1 = {x} a zvý²í k0 (tj. i odpovídající S-struktura)

2. Pro první souvislý úsek, kde ki ≥ 0:

(a) Provedeme dal²ích PS(2i)
2i konstrukce S-struktury S(Ai, ki)

(b) Pokud jsme tím tuto S-strukturu dotvo°ili, vezmeme první dv¥ struktury �o patro níº� (Ai−1,0 a Ai−1,1) a
p°ipravíme je prvním krokem k slou£ení. Zárove¬ je odtud odebereme a p°e£íslujeme zbylé. Jejich zapo£até
slou£ení p°idáme na úrove¬ i.

3. Pokud jsme v posledním kroku (i, t.º. ki+1 = 0) vytvo°ili druhou strukturu stejné velikosti na nejvy²²ím dosaºe-
ném �pat°e�, p°ipravíme první krok slou£ení t¥chto dvou nejv¥t²ích struktur, p°emístíme jejich zapo£até slou£ení
�o patro vý²� a odebereme p·vodní struktury.

Díky tomu, ºe po£et krok· volíme tak ²ikovn¥, vºdycky dotvo°íme strukturu práv¥ v£as na to, abychom mohli

vytvá°et dal²í stejné velikosti. Navíc, protoºe se provede jen O(PS(2i)
2i ) krok· pro kaºdé i, odpovídá sloºitost v nejhor²ím

p°ípad¥ amortizované sloºitosti p·vodní operace INSERT.

1.3 Dynamizace

P°i úplné dynamizaci navíc poºadujeme efektivní algoritmus DELETE. P°idáme dal²í p°edpoklad, a to, ºe na na²í
p·vodní S-struktu°e existuje operace FAKE-DELETE (ta spo£ívá v ozna£ení n¥jakého prvku jako �smazaného�, aniº
by se smazal skute£n¥ � dál tedy zabírá místo a prodluºuje operace).

Základní ideou oproti semidynamizaci navíc je, ºe se budeme snaºit za kaºdou cenu zajistit, aby v²echny na²e
pomocné S-struktury stále obsahovaly alespo¬ osminu �nesmazaných� prvk· a p°estavovat je aº poté, co po£et �sma-
zaných� p°ekro£í tuto mez. Formáln¥ na²e S-struktury reprezentují vlastn¥ mnoºiny Bi, kde Bi = Ai\{xi; i = 1, 2 . . . k}
(a 2i−3 < |Ai| ≤ 2j).

Asymptoticky tak zaru£íme, ºe mnoºin (a pomocných S-struktur) bude stále jen logaritmicky mnoho a pam¥´ové
nároky taky z·stávají asymptoticky stejné. Struktura je tedy stejná jako pro (základní) dynamizaci. Navíc jsou nyní
spojové seznamy prvk· p°ímo provázané s S-strukturami (protoºe uº nepoznáme podle velikosti seznamu, ke které
S-struktu°e vlastn¥ pat°í).

Operace MEMBER pak pracuje úpln¥ stejn¥, jen nakonec zkontroluje, zda nalezený prvek nebyl ozna£en jako
�smazaný� (a p°ípadn¥ ho pak nevrátí).
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Operace INSERT

Algoritmus operace INSERT(x) je následující:

1. Najdi nejmen²í j takové, ºe | ∪i≤j Ai| < 2j .

2. Vytvo°íme Aj = ∪i≤jAi∪{x} (v£etn¥ S-struktury a spojáku). To spl¬uje poºadavky na velikost 2j−1 < |Aj | ≤ 2j ,
jinak by pro j nebylo nejmen²í.

3. Poloºíme Ai = ∅ pro i < j.

Díky zachovávané minimální velikosti vytvá°ené mnoºiny máme sloºitost amortizovan¥ stejnou jako v p°ípad¥
semidynamizace.

Operace DELETE

Odebrání prvku x z na²í dynamické struktury vypadá následovn¥:

1. Odstraníme x ze spojáku

2. Vy°e²íme £ty°i r·zné p°ípady podle velikosti mnoºiny Ai, která obsahuje prvek x:

(a) Je-li Ai jen jednoprvková, prost¥ zahodím struktury s ní spojené.

(b) Je-li |Ai| > 2i−3 (tj. je²t¥ mám víc neº osminu prvk· �platných�), provedeme pouze FAKE-DELETE.

(c) Je-li Ai−1 bu¤ prázdná, nebo dost velká (|Ai−1| > 2i−2), m·ºeme ji s Ai prohodit. Pro �nové� Ai−1 pak
vytvo°íme novou S-strukturu.

(d) Je-li Ai−1 neprázdná, ale moc malá na prohození s Ai, potom je ur£it¥ m·ºeme slou£it a získáme novou
mnoºinu, která spl¬uje velikostní omezení pro Ai. Pro ni vyrobíme novou S-strukturu.

Amortizovaná sloºitost celé operace DELETE je O(DS(n)+ log n+ PS(n)
n ), kde DS(n) je £as pot°ebný na operaci

FAKE-DELETE a log n je pot°eba na vyhledání prvku. Odhadneme, kolikrát se d¥lá skute£né p°estav¥ní S-struktur.
Pokud x ∈ Ai, pakDELETEm·ºe nov¥ vytvo°it jen S(Ai) nebo S(Ai−1). Z jejich podmínek velikosti (v algoritmu) vi-
díme, ºe mezi dv¥maDELETE pro stejné Aj (p°i£emº |Aj | ≤ 2i−2) se musí provést aspo¬ 2j−3-krát FAKE-DELETE
(a libovolný po£et DELETE na jiných mnoºinách). Amortizovaná sloºitost vytvá°ení S-struktur tak vychází:

PS(2
j−2)

2j−3
= O(

PS(n)

n
)

I se sou£asn¥ provád¥nými operacemi DELETE se amortizovaná sloºitost operací INSERT zachovává. Aby
INSERT vytvo°il podruhé strukturu pro Ai, musí op¥t nastat 1 +

∑
j≤i |Aj | > 2j−1. Protoºe DELETE nikdy

nevytvo°í strukturu s víc neº polovinou skute£n¥ zapln¥nou, musí se do té doby provést aspo¬ 2i−2 INSERT·, £ímº
získáme stejnou situaci jako u semidynamizace.


