Domaci kol 2 - Grafova hra
Termin odevzddni: Nejpozdéji na cviceni 9. kvétna

Vasim tkolem je zanalyzovat nésledujici kombinatorickou hru a navrhnout
vyhravajici strategii.

Herni pldn mé podobu orientovaného grafu (viz obrdzek na konci), hraji dva
hraci - cerveny a zeleny. Jedna partie odpovidd nekoneénému (orientovanému)
sledu v tomto grafu. Ve vrcholu oznac¢eném ¢ervenou barvou je na tahu cerveny
hrdé. Muze zvolit jeden z tahu A, B, C, D. V zeleném vrcholu je na tahu zeleny
hrdé a muze zvolit jeden z tahu 1, 2, 8, 4. Hraci se v tazich stiidaji a postupné
vytvaii nekonecny sled v grafu. Za¢ind cerveny hrdc¢ v ¢erveném vrcholu.

Zaved'me nésledujici znacenf:

G = (V, E) - graf, na kterém se hraje

w - nekoneény (orientovany) sled v grafu G. Odpovidd jedné partii.

C' - mnozina tahu ¢erveného hrice. C = {A,B,C,D} CV

Z - mnozina tahu zeleného hrace. Z = {1,2,3,4} C V

visits, - funkce, kterd kazdému vrcholu v grafu G ptitazuje ¢islo podle toho,

kolikrat sled w navstivil tento vrchol.

Vi8itSy, : V = (NU {0} U o)

Visits, (v) = pocet vyskytu vrcholu v ve sledu w.

o O®°(w) = {z € Cvisits,(x) = oo} - mnozina vrcholu z C, které se ve w
vyskytuji nekoneéné-krat.

o Z>(w) = {z € Z|visits,(z) = oo} - mnozina vrcholu ze Z, které se ve w

vyskytuji nekoneéné-krat.

e N(w) = max(Z°°(w)) - nejvétsi z isel, které se ve w vyskytuji nekonecné-
krat.

Bud w jedna partie hry. fekneme, ze zelenyj hrd¢ vyhrdl partii w, pokud plati
|C*°(w)| = N(w) - ¢ili nejveétsi ¢islo ze Z, ktery se vyskytuje nekonecné ¢asto je
rovné pocetu vrcholu z C| které se ve w vyskytuji nekonecné ¢asto. V opa¢ném
ptipadé fekneme, ze cerveny hrdc¢ vyhrdl partii w.

Priklad 1:

e cerveny hrdé hraje vzdy tah A, zeleny hrdé hraje vzdy tah 1

e hra vypadd takto: w = A,1,A4,1,A,1,A,1, ... (vrcholy, které nejsou v C ani
v Z neni potieba zminovat)

o C(w) ={A}, |C*(w)[ =1

o Z7®(w)={1}, N(w) =1

o zeleny hrdc vyhrél, protoze N(w) = |C>(w)].



Priklad 2:

e cerveny hrdc¢ hraje vzdy tah B, zeleny hrdc¢ hraje vzdy tah 2
e hra vypada takto: w = B,2,B,2,B,2, ...

o C(w) = {B}, |C>(w)| = 1

o 7®(w)={2}, N(w) =2

o cerveny hrdc¢ vyhrdl, protoze N(w) # |C*°(w)].

Priklad 3:

éerveny hrdé zahraje dvakrat D a pak stfida tahy A,C

zeleny hrac¢ zahraje ttikrat 4 a pak stfida tahy 3,1

hra vypada takto: w = D,4,D,4,A,4,C,3,A,1,C,3,A,1,C,3,A,1,C.3, ...
C>(w) = {A,C}, [C®(w)| =2

Z*®(w)={1,3}, N(w)=3

¢erveny hrdé vyhrél, protoze N(w) # |C*(w)].

Priklad 4:

e Cerveny hrdc¢ hraje postupné A,B,C,D, zeleny hrdc hraje vzdy tah 4
e hra vypada takto: w = A,4,B,4,C,4,D,4,A,4,B,4,C,4,D,4,. ..

e O*(w)={A,B,C,D}, |C®(w)| =4

o Z7>®(w)={4}, N(w) =4

o zeleny hrdc vyhrél, protoze N(w) = |C™(w)].

Strategie hrace je program, ktery na vstupu postupné dostava tahy protivnika a
na vystup postupné vypisuje tahy hrace. Strategii si muzeme obecné predstavit
takto:

program Strategie;
var ... zde muzou byt proménné a datové struktury
begin
while true do
read(tahProtivnika);
mujTah := zvolMujTah(tahProtivnika);
write(mujTah);
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8 end.

Jak konkrétné bude strategie hrat zavisi na implementaci funkce zvolMujTah.



Priklad 5:

e Cerveny hrdc¢ pouziva strategii S1: Pokud protivnik zahrdl dvakrdt po sobé
stejné, zahraj B, jinak zahraj A

e zeleny hrdé¢ pouziva strategii S2: Pokud protivnik zahrdl dvakrdt po sobé

stejné, zahraj 1, jinak zahraj 2

hra vypadd takto: w = A,2,A,1,A,1,B,2,A,2,B,2,B,1,A,2,A,1, ...

C(w) = {4, B}, |C™(w)| = 2

Z>*(w) ={1,2}, N(w) =2

zeleny hrdc¢ vyhrél, protoze N(w) = |C°°(w)|. fikdme, Ze strategie S2 pordzi

strategii S1.

Piiklad 6:

e cCerveny hrdc¢ pouziva strategii S3: X = ¢islo, které protivnik hral nejéastéji.
Pokud X < 2, zahraj ndhodny tah z mnoziny {4, B,C, D}, jinak zahraj
ndhodny tah z mnoziny {4, B}.

e zeleny hrdc pouziva strategii S2 stejnou jako minule.

e hra muze vypadat napf. takto: w = A4,2,C,2,C,1,B,2,D,2,B,2,A,2,A,1,D,2,

o C®(w)={A,B,C,D}, |C®(w)| =4

o Z>®(w)={1,2}, N(w) =2

e cerveny hrdc¢ vyhrél, protoze N(w) # |C°°(w)|. Strategie S8 pordzi strategii
S2.

Strategie se nazyva vyhrdvajici pokud porazi jakoukoliv strategii protivnika.

Vase tikoly a bodové ohodnoceni:

e Popiste slozitost strategii S1, S2, S3. (Viz nize.) [10 bodu]

o Najdéte strategii, ktera porazi strategii S3 z piikladu 6 a popiste jeji slozitost.
[5 bodi]

e Rozhodnéte, jestli ma néktery z hracu vyhravajici strategii v této hie. Pokud
ne, dokazte, ze neexistuje, pokud ano, najdéte ji, dokazte, ze je vyhravajici
a napiste pifslusny program (stac{ v pseudokédu). [20 bodi]

e Popiste casovou a pamétovou slozitost funkce zvolMujTah (ve vAmi navrzené
vyhrévajic{ strategii). Popiste, kolik ¢asu bude potiebovat jedno zavoldni
funkce zvolMujTah a kolik paméti bude cely program potiebovat v zavislosti
na ¢isle M, kde M znadi, kolikrat uz byla funkce zvolMujTah zavoland. (Napf.
muzete zjistit, ze va$ program pottebuje napt. O(M?) ¢asu na M-té zavolani
funkce a po M zavolénich funkce program vyuzivd napi. O(M?3) paméti).
[15 bodu]

Bonusové dkoly: [celkem 50 bonusovych bodu]

e Vyfteste zobecnénou hru, kde velikost mnozin C' a Z nebude pfedem znama.
Mnoziny budou mit v tomto piipadé n prvka. Mnozina C' bude obsahovat
n (n&jakych) symboli a mnozina Z bude obsahovat n ¢isel (od 1 do n).
Pravidla hry i definice vyhry a prohry zustdvaji stejné. (Ptuvodni zadan{ je
pro n=4). Najdéte a popiste vyhravajici strategii pro nékterého z hracu.



e Popiste éasovou a pamétovou slozitost funkce zvolMujTah ve vdmi navrzené
vyhrévajici strategii pro zobecnénou hru. Slozitost muze nyni navic zdviset
na ¢isle n.

e Najdéte vyhravajici strategii, jejiZ slozitost (¢asovd ani pamétova) nezdvisi
na ¢isle M. (¢ili ¢as na jedno zavoldni funkce zvolMujTah nezavisi na tom,
kolikrat uz byla funkce zavoland, a program po celou dobu béhu vyzaduje
pamét zdvisejici pouze na &isle n).

V piipadé nejasnosti v zadani mi poslete e-mail.
feseni muZete posilat bud e-mailem nebo odevzdat na papife na cviceni.
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