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Uvod — méreni sloZitosti

Formalni vypocetni model — Turinguv stroj
Slozitost algoritmu = zavislost spotfebovanych
prostfedku na velikosti vstupu
Casova slozitost stroje M:
F . (n)=max{#kroki M (w)| M (w)se zastavi A|w|<n}
wel’
Pamétova slozitost stroje M:

F ,(n)=max |# pouzitych pamétovychbunék M (w)| M (w)se zastavi Alw|<n}
wel"

Slozitost problému = slozitost nejlepsiho algoritmu
resiciho dany problém



Uvod - tfidy sloZitosti

P = problémy resitelné v polynomialnim Case

NP = problémy resitelné v polynomialnim case na NTM
PSPACE = problémy feSitelné v polynomialnim prostoru
EXPTIME = problémy resitelné v exponencialnim Case

NEXPTIME = problemy resitelné v exponencialnim Case na
NTM

EXPSPACE = problémy reSitelné v exponencialnim prostoru
R = tfida rekurzivnich (rozhodnutelnych) problému
R.E. = tfida rekurzivné spocCetnych problému

Vztahy mezi tridami:
PESNPS PSPACE S EXPTIME € NEXPTIME € EXPSPACESR<ERE.
P#EXPTIME NP#NEXPTIME PSPACE # EXPSPACE#R#R.E.



Slozitost her

Slozitost hry = slozitost problemu ,ma hrac X
vynucenou vyhru v dané pozici?”

Pro pevne danou velikost hraci plochy je
slozitost hry konstantni !

Zobecnene hry — definujeme hru pro libovolnée
velkou hraci plochu

Slozitost hry mérime vzhledem k velikosti
hraci plochy

Je mozne klasifikovat hry do kategorii
odpovidajicich tridam slozitosti?



Klasifikace her

Podle poctu hracu - 0, 1, 2, vice
Podle velikosti hraci plochy
Omezena x neomezena
Podle miry sdileni informaci
UplIna x skryta informace
Podle maximalni delky hry (partie)
Polynomialne dlouha, omezena, neomezena
Dalsi deleni...
Napf. Hra jednotliveu x tymova hra



Jak tézka muze byt hra

Priklad: hra Life na neomezené plose
Zadny hrac, pouze diskrétni simulace
Neomezena deélka hry

Otazka: ,Bude dana bunka nékdy aktivni?“ je
algoritmicky nerozhodnutelna !
Pouceni: Hry na neomezene plose jsou

tézké

v praxi nerealizovatelné

nevhodneé pro mereni a porovnavani slozitosti
Existuji tézke (napfr. nerozhodnutelné) hry vyuzivajici
pouze konecné prostredky?



Hry O hracu

Diskretni simulace na omezene plose

Priklad: (omezeny) celularni automat

S polynomialné omezenou deélkou
Odsimulujeme, zkontrolujeme vysledek
Odpovidajici trida: P

S neomezenou delkou

Umoznuje simulovat Space-bounded TM
Odpovidajici tfida: PSPACE



Hry jednoho hrace

Hlavolamy

Lloydova 15, sudoku, Rubikova kostka,
algebrogramy, Peg Solitaire, ale take SAT, TSP, ...

Cilem je najit posloupnost tahu, ktera vede k vyhre

Hry s polynomialné omezenou delkou:
Typicky existuje polynomialni ,zdroj”, ktery se béhem
hry spotrebovava, tahy jsou nevratné
Lze ovérit, zda dané (polynomialni) reseni je spravné
Odpovidajici trida: NP



Hry jednoho hrace

Hry s neomezenou délkou:
Tahy jsou typicky vratné
Napr. Sliding-block puzzle

Lze reSit v polynomialnim prostoru na NTS:
Uhodnu spravny tah, zahraju ho
Opakuju, dokud nedojdu do cile
Pamatuji si pouze souCasnou pozici a tah

Odpovidajici trida: PSPACE



Hry dvou hracu

S uplnou informaci, na omezenem prostoru
Typicky priklad ,hry”

Sachy, go, hex, reversi, ..., QBF

Hry s polynomialné omezenou delkou:

Napr. hex, reversi, amazons

Vzdy Ize vyresit v PSPACE prohledanim
celého stromu hry (do hloubky)

Prevodem z QBF Ize ukazat PSPACE-uplnost
Odpovidajici tfida: PSPACE



Hry dvou hracu

Hry s (polynomialne) neomezenou deélkou:
Sachy, dama, go, ..., G6

Typicky EXPTIME-upIné — |ze ukazat
prevodem z G6

Priklad prevodu - sachy



Dalsi zvysovani slozitosti

Pridavani dalsich hracu nezvysuje
(asymptotickou) slozitost
Dalsi pokusy:

Tymoveé hry

Slozené hry

Hry bez opakovani

Hry s neuplnou informaci



Dalsi zvysovani slozitosti

Pridavani dalsich hracu nezvysuje
(asymptotickou) slozitost
Dalsi pokusy:

Tymoveé hry

Slozene hry

Hry bez opakovani

Hry s neuplnou informaci



Hry bez opakovani

2 hraci, uplna informace

Tah, ktery opakuje jiz navstivenou pozici,
neni povoleny

Priklad: hra Go s pravidlem super-ko

Samotné nalezeni pfipustnych tahu vyzaduje
exponencialni prostor

Sachy bez opakovani — EXPSPACE-uplné
Go se super-ko — zatim otevreny problém



Dalsi zvysovani slozitosti

Pridavani dalsich hracu nezvysuje
(asymptotickou) slozitost
Dalsi pokusy:

Tymoveé hry

Slozene hry

Hry bez opakovani

Hry s neuplnou informaci



Tymove hry s neuplnou informaci

Hry s polynomialne omezenou délkou
Napr. Bridge

Obecne jsou az NEXPTIME-uplne
(pfevodem z DQBF)

Hry s (polynomialné) neomezenou délkou
Napr. Rengo Kriegspiel (varianta go)

Mohou byt obecne nerozhodnutelné (prestoze
hrajeme na omezené plose)



Slozitost her - shrnuti

Typ hry

e x 2 hraci - Tymova se

[_) hracu 1 hraé s tplnou 2 hraci l:fneg skrytou

(simulace) | (hlavolam) | . . | opakovani | . ,

informaci informaci
omezena P NP PSPACE PSPACE |NEXPTIME

Délka hry
neomezena| PSPACE | PSPACE | EXPTIME |EXPSPACE R.E.




Slozitost her - shrnuti

Pojem ,hra“ je zna¢né obecny, ruzné
problemy lze formulovat jako hry
Vysoka slozitost je u her zadouci (jednoduché
hry nejsou zajimave)
Univerzalita her — hra muze slouzit jako
vypocetni model pro prislusnou tridu
Mnoho her predstavuje uplné problemy pro
danou tridu

Umeét dobre hrat hru znamena umét ,vSechno
Vyuziti Human-based computation?



Slozitost nekterych znamych her




Hex

Nemuze nastat remiza
Prvni hrac ma vzdy vyhravajici strateqii
Slozitost zobecnéne hry: PSPACE-upIna

Oteviena otazka: Jak ,jednoduse” popsat
vyhravajici strategii (v zavislosti na velikosti
desky)



Dama

Na desce 8x8 je hodnota hry remiza

Pro jinou velikost desky a jiné startovni
pozice zatim otevreny problém
Slozitost hry:
Polynomialné omezena delka: PSPACE-upIna
Jinak EXPTIME-Uplna O IO JOT oL 1o

Ol 1O 10 10O
A L _—y A

O




Go

Ruzné verze pravidel ovlivauiji tridu slozitosts
Bez ko: PSPACE-tezké
Japonska verze: EXPTIME-uplné

Americka verze: pravdepodobne
EXPSPACE-tezke

Jine otazky souvisejici s go:
,2ebriky*: PSPACE-uplne
zivot skupiny: ruzné formy, min. NP-uplné



Hry jednoho hrace

Sliding blocks puzzle
PSPACE-UpIna

Ruzné varianty:

Peg Solitaire
NP-uplna
Jednorozmeérna varianta
jevP

Hledani min
coNP-tezka

+ el



Reference:

Games, Puzzles, and Computation - Robert Aubrey
Hearn

Playing Games with Algorithms: Algorithmic
Combinatorial Game Theory - Erik D. Demaine,
Robert A. Hearn

Computing a perfect strateqgy for n x n chess requires
time exponential in n - Aviezri S. Fraenkel, David
Lichtenstein

On the NP-Completeness of Cryptarithms - David
Eppstein

Lze nalézt na
http://www.ms.mff.cuni.cz/~truno7am/slozitostHer/
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